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はしがき i

はしがき
この講義ノートは大阪市立大学で行った三回の連続講義の際に配付したものを

まとめて手直しをしたものです。使いやすいように索引も付けました。三回の講
義期間とその概要は以下のとおりです。

(1) 2010年 11月 11日 (木)から 13日 (土)

第 1回講義概要 各点で点対称を持つRiemann多様体はRiemann対称空間
と呼ばれ、定曲率空間、射影空間やGrassmann多様体、コンパクトLie群な
どを含む基本的な Riemann多様体の族を与えています。この講義では具体
例を軸にして Riemann対称空間の基本的な性質を解説します。そのために
は Lie群と Lie環、Riemann多様体、Riemann等質空間などの基礎事項も必
要になるので、これらに関する準備を最初に行います。さらにそれらを利用
してRiemann対称空間の典型的例であるGrassmann多様体を特に詳しく扱
うことにします。準備に続くRiemann対称空間の章では、Riemann対称空
間の定義から導かれる基本的性質や Riemann対称対との対応関係に関する
一般論ついて解説します。Grassmann多様体や古典型コンパクト Lie群の場
合に一般論はどうなるかについても説明します。

(2) 2011年 3月 16日 (水)から 18日 (金)

第 2回講義概要 対称空間の構造を詳しく調べるために、対称空間の性質を
等長変換群のLie環から構成される直交対称Lie代数の性質に帰着させます。
直交対称 Lie代数の性質を調べるためには、複素半単純 Lie環の構造に関す
る情報が重要になります。そこで、複素半単純 Lie環のルート空間分解、分
類、コンパクト実形等に関する準備を行います。直交対称 Lie代数に複素半
単純 Lie環の結果を適用して、直交対称 Lie代数さらに対称空間のコンパク
ト型・非コンパクト型・Euclid型の定義、分解、双対性、既約分解、分類な
どを扱います。

(3) 2012年 3月 7日 (水)から 9日 (金)

第3回講義概要 Riemann対称空間の中でも特によい性質を持つものに対称
R空間とコンパクト型Hermite対称空間があります。これらの定義と基本的
性質、対称R空間とコンパクト型Hermite対称空間の間の対応などについて
解説します。次にChen-Naganoの導入した極地の基本的部分を説明します。
これらを利用して対称R空間とコンパクト型Hermite対称空間の対蹠集合の
基本的性質を導きます。

(1)では第 1章と第 2章、(2)では第 3章と第 4章、(3)では第 5章と第 6章の講義
を行いました。第 5章の題名は内容に合わせて改名しました。こうして三回の連
続講義のノートをまとめてみると、第 6章を書きたいためにこの講義ノートを書
いてきたという気がしてきます。この第 6章は対蹠集合に関する研究 [13]と田中
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真紀子さんとの共同研究 [11]、[12]の成果を含んでいます。第 6章で扱ったコンパ
クト型Hermite対称空間内の二つの実形の交叉の対蹠性は入江博さん、酒井高司
さんとの共同研究 [5]にも発展しています。これらの共同研究は現在も進展中で、
この講義ノートがこれらの共同研究やこの方面の今後の研究の基礎資料になれば
と願っています。
この三回の大阪市立大学での連続講義の実施を可能にしていただいた大仁田義

裕さんと橋本要さん、講義を聞いていただいた方々、特に遠方から講義に出席さ
れた方々、この講義ノート作成にいろいろな形で協力していただいた坊向伸隆さ
ん、田中真紀子さん、入江博さん、井川治さん、酒井高司さんに感謝しています。

2012年 4月 8日

追記
この講義ノートのどこにどの例を書いたのか自分でもすぐに見つけられなくなっ

てきたので、例の目次を追加しました。これには後で見たくなる可能性のある計
算例を入れました。後で参照することはあまりないだろうと思われる例は入れて
いません。また例という項目ではないものもいくつか入っています。本文はまだ
変更していません。この講義ノートの 2012年 4月 8日版をプリントアウトしてい
る方は今回の例の目次の部分だけプリントアウトしてはさめば利用できます。

2012年 8月 8日

追記
参考文献で引用していた文献がすべて出版されましたので、それらの出版情報

を追加しました。その後も第 6章の内容に関連した研究は進んでいます。新たに
得られた成果をこの章に追加した講義ノートをいつか書いてみたいものです。

2014年 2月 25日
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第1章 準備

この章ではRiemann対称空間の解説に必要になるLie群とLie環、Riemann多様
体、Riemann等質空間に関する準備をする。さらにそれらを利用してRiemann対
称空間の典型的例であるGrassmann多様体についても解説しておく。Grassmann

多様体とは係数体が実数体R、複素数体C、または四元数体Hのベクトル空間内
の部分ベクトル空間全体の成す多様体のことである。

1.1 Lie群とLie環
定義 1.1.1 多様体Gが群構造を持ち、その群演算

G×G → G; (x, y) 7→ xy, G → G;x 7→ x−1

がC∞級写像になるとき、GをLie群と呼ぶ。(特にことわらないかぎり、群の単
位元は eで表す。)

例 1.1.2 V を有限次元実ベクトル空間とすると、V の正則線形変換の全体GL(V )

は Lie群になる。GL(Rn)はGL(n,R)とも書く。GL(V )を実一般線形群と呼ぶ。
複素一般線形群、四元数一般線形群も同様に定義する。

定義 1.1.3 Lie群Gの元 gに対して微分同型写像 Lg, Rgを

Lg : G → G; x 7→ gx, Rg : G → G;x 7→ xg

によって定め、それぞれ gによる左移動、右移動と呼ぶ。G上のベクトル場Xは、
Gの任意の元 gに対して

(dLg)x(Xx) = Xgx (x ∈ G)

を満たすとき左不変ベクトル場と呼ばれる。右不変ベクトル場も同様に定義できる。

定義 1.1.4 実ベクトル空間 gに双線形写像 [ , ] : g × g → gがあり、すべての元
X, Y, Z ∈ gに対して

[X,Y ] = −[Y,X], [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0

が成り立つとき、gを Lie環と呼ぶ。Lie環 gのベクトル部分空間 hが、演算 [ , ]

に関して閉じているとき、hを gのLie部分環と呼ぶ。
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Lie環 gの Lie部分環は gのブラケットを制限することで Lie環になる。

例 1.1.5 多様体M 上のベクトル場の全体 X(M)は Lieブラケット [ , ]に関して
Lie環になる。

例 1.1.6 V を実ベクトル空間とする。V の線形変換全体End(V )の元X, Y に対し
て [X,Y ] = XY − Y Xと定めるとEnd(V )は Lie環になる。この Lie環を gl(V )で
表す。gl(Rn)は gl(n,R)とも書く。

定理 1.1.7 Gを Lie群とし、Gの左不変ベクトル場の全体を gで表す。すると、g

はG上のベクトル場全体の成す Lie環X(G) の Lie部分環になり、写像

α : g → TeG;X 7→ Xe

は線形同型写像になる。特に dim g = dimTeG = dimGが成り立つ。

定義 1.1.8 Lie群Gの左不変ベクトル場の全体からなるLie環 gをLie群GのLie

環と呼ぶ。

定義 1.1.9 Lie群の間の C∞級写像 f : G → H が群の準同型写像でもあるとき、
f をLie群の準同型写像と呼ぶ。さらに f が逆写像 f−1を持ち、f−1も Lie群の準
同型写像であるとき、f を Lie群の同型写像と呼び Lie群GとHは同型であると
いう。Lie環の間の線形写像 f : g → hが

[f(X), f(Y )] = f([X, Y ]) (X,Y ∈ g)

を満たすとき、f を Lie環の準同型写像と呼ぶ。さらに f が逆写像 f−1を持つと
き、f をLie環の同型写像と呼び、Lie環 gと hは同型であるという。

命題 1.1.10 Gを Lie群としGの単位元を含む連結成分をG0とすると、G0はG

の正規部分群であり、さらに Lie部分群である。

Lie群Gの単位元を含む連結成分G0を単位連結成分と呼ぶことにする。

定理 1.1.11 GL(n,R)は gl(n,R)の開集合だから、接ベクトル空間 Te(GL(n,R))
を gl(n,R)と同一視できる。Lie群GL(n,R)の Lie環を gとし、X ∈ gl(n,R)に対
して X̃ ∈ gを X̃g = (dLg)e(X) (g ∈ GL(n,R))によって定めると、写像

˜ : gl(n,R) → g ; X 7→ X̃

は Lie環の同型写像である。

上記定理よりGL(n,R)の Lie環の演算は行列の交代積XY − Y Xとみなせるた
め、左不変ベクトル場のブラケット積よりは扱いが簡単になる。
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定義 1.1.12 実数全体Rを加法に関してLie群とみなしたとき、RからLie群Gへ
の Lie群の準同型写像をGの一径数部分群と呼ぶ。

定理 1.1.13 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。Lie環 gの元全体とGの一
径数部分群の全体は次の対応で 1対 1に対応する。X ∈ gに対してXの積分曲線
c : R → Gで c(0) = eとなるものがただ 1つ存在し、cはGの一径数部分群にな
り、X ∈ gにこの cを対応させる。逆にGの一径数部分群 cに対して、定理 1.1.7

によって
dc

dt
(0) ∈ TeGに対応する gの元Xを cに対応させる。

今後、KはR、CまたはHのいずれかに等しいものとする。

定義 1.1.14 n次K正方行列全体をMn(K)で表す。X ∈ Mn(K)に対して

eX =
∞∑
k=0

1

k!
Xk

によって eXを定めると、この無限級数はコンパクト一様絶対収束することが知ら
れている。これを行列の指数関数と呼ぶ。

命題 1.1.15 X,Y ∈ Mn(K)と P ∈ GL(n,K)に対して以下が成り立つ。

(1) ePXP−1
= PeXP−1.

(2) XY = Y Xならば eX+Y = eXeY が成り立つ。

(3) eX は正則行列になり、(eX)−1 = e−X .

(4)
d

dt
etX = etXX = XetX .

例 1.1.16 GL(n,K)の一径数部分群を求める。GL(n,K)の接ベクトルを gl(n,K)

の元と同一視する。X ∈ gl(n,K) ∼= Te(GL(n,K))に対応するGL(n,K)上の左不
変ベクトル場を X̃ で表すと、X̃g = gX (g ∈ GL(n,K))となる。したがって、X

に対応するGL(n,K)の一径数部分群 cは

dc(t)

dt
= c(t)X (t ∈ R), c(0) = e

を満たす。したがって、c(t) = etX となる。

定義 1.1.17 GをLie群とし、そのLie環をgとする。X ∈ gに対して定理 1.1.13で
存在を示したXの積分曲線 c : R → Gで c(0) = eとなるものをとり、expX = c(1)

とおくことによって写像 exp : g → Gを定義する。expを Lie群Gの指数写像と呼
ぶ。指数写像 exp : g → GはC∞級になることがわかる。
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例 1.1.18 例 1.1.16で示したように GL(n,K)の Lie環 gl(n,K)の元 X に対応す
る一径数部分群は etX になるので、GL(n,K)の指数写像は行列の指数関数に一致
する。

命題 1.1.19 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。定理 1.1.13の対応でX ∈ g

に対して対応するGの一径数部分群は t 7→ exp tXになる。

定理 1.1.20 Lie群Gとその Lie環 gに対して、Gの指数写像 expは gにおける 0

のある開近傍とGにおける eのある開近傍の間の微分同型写像を与える。

d exp0 = α : g → TeGとなり、逆関数定理より expは gにおける 0のある開近傍
とGにおける eのある開近傍の間の微分同型写像を与えることがわかる。
多様体X上のC∞級関数全体のなすベクトル空間をC∞(X)で表す。

命題 1.1.21 GをLie群とし、そのLie環をgとする。X,Y ∈ g, f ∈ C∞(G), g ∈ G

に対して次が成り立つ。

(Xf)(g) =
d

dt
f(g exp tX)

∣∣∣∣
t=0

([X,Y ]f)(g) =
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣
s=t=0

.

最初の等式は次のように示すことができる。

(Xf)(g) = df(Xg) = df(dLgXe) = df

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

g exp tX

)
=

d

dt
f(g exp tX)

∣∣∣∣
t=0

.

系 1.1.22 Lie群Gが可換ならばGのLie環 gの任意の元X,Y に対して [X,Y ] = 0

となる。

定義 1.1.23 Lie環 gの任意の元X, Y に対して [X, Y ] = 0となるとき、gは可換で
あるという。この用語を使うと系 1.1.22は可換 Lie群の Lie環は可換になると言い
換えることができる。

命題 1.1.24 Lie群の準同型写像の合成は Lie群の準同型写像になる。Lie環の準
同型写像の合成は Lie環の準同型写像になる。

定理 1.1.25 G,HをLie群とし、これらのLie環をそれぞれg, hとおく。f : G → H

を Lie群の準同型写像とする。定理 1.1.7の線形同型写像を αG : g → TeG, αH :

h → TeHとすると、df = α−1
H ◦ dfe ◦ αG : g → h は Lie環の準同型写像になる。

g
df−−−→ h

αG

y∼= ∼=
yαH

TeG
dfe−−−→ TeH
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定義 1.1.26 Lie群の準同型写像 f : G → Hに対して、df = α−1
H ◦ dfe ◦αG : g → h

を f の微分と呼ぶ。この用語を使うと定理 1.1.25は Lie群の準同型写像の微分は
Lie環の準同型写像になると言い換えることができる。

命題 1.1.27 A,B,CをLie群とし、これらのLie環をそれぞれ a, b, cとおく。Aの
恒等写像の微分は aの恒等写像である。また f : A → B, g : B → C を Lie群の準
同型写像とすると、d(g ◦ f) = dg ◦ df : a → c が成り立つ。

系 1.1.28 A,Bを Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ a, bとおく。f : A → B

を Lie群の同型写像とすると、df : a → bは Lie環の同型写像になる。

一般に上の系の逆は真ではない。被覆準同型写像は同型にはならないが、その
微分は Lie環の同型写像になる。

命題 1.1.29 G,Hを Lie群とし、これらの Lie環と指数写像をそれぞれ g, expGと
h, expH で表す。f : G → Hを Lie群の準同型写像とすると、次が成り立つ。

f(expG X) = expH(df(X)) (X ∈ g).

g
df−−−→ h

expG

y yexpH

G
f−−−→ H

定義 1.1.30 Lie群Gと有限次元ベクトル空間V に対して、GからGL(V )へのLie

群の準同型写像をGの表現と呼ぶ。Lie環 gとベクトル空間 V に対して、gから
gl(V )への Lie環の準同型写像を gの表現と呼ぶ。

命題 1.1.31 Lie環 gの元Xに対して ad(X)(Y ) = [X, Y ], Y ∈ gとして ad(X) ∈
gl(g)を定めると ad : g → gl(g) は Lie環の表現になる。

定義 1.1.32 Lie環 gに対して定まる表現 ad : g → gl(g) を gの随伴表現と呼ぶ。

定理 1.1.33 Lie群Gの元 gに対して Lg ◦ Rg−1 : G → GはGの内部自己同型に
なる。Ad(g) = d(Lg ◦ Rg−1)とおく。Gの Lie環を gとすると、Ad(g) ∈ GL(g)

となり g exp(X)g−1 = exp(Ad(g)X) (g ∈ G, X ∈ g) が成り立つ。さらに、
Ad : G → GL(g) は Lie群の表現になりAdの微分は gの随伴表現 adに一致する。

定義 1.1.34 Lie群 Gに対して定まる表現 Ad : G → GL(g) を Gの随伴表現と
呼ぶ。

g expX = g expXg−1g = exp(Ad(g)X)gとなるので、随伴表現は群演算の非可
換の度合を測っているとみなせる。
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例 1.1.35 有限次元ベクトル空間 V に対する一般線形群GL(V )の随伴表現を求め
てみよう。例 1.1.18より、GL(V )の指数写像は線形変換の指数関数に一致する。
g ∈ GL(V ), X ∈ gl(V )に対して

Ad(g)X =
d

dt
(getXg−1)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
etgXg−1

∣∣∣∣
t=0

= gXg−1.

定義 1.1.36 Lie群Hが Lie群Gの Lie部分群であるとは、HがGの部分多様体
であり同時にHがGの部分群であることをいう。

定理 1.1.37 Gを Lie群としHをGの部分群とする。HがGの閉集合ならば、H

は相対位相に関して Lie部分群になる。

定義 1.1.38 一般線形群の閉 Lie部分群を線形Lie群と呼ぶ。

定義 1.1.39 V を有限次元実ベクトル空間とし、SL(V ) = {g ∈ GL(V ) | det g = 1}
と表すと、SL(V )は線形Lie群になる。SL(V )を特殊線形群と呼ぶ。SL(V )のLie

環を sl(V )で表すと、sl(V ) = {X ∈ gl(V ) | trX = 0} となる。Rnにおける特殊線
形群とその Lie環を SL(n,R), sl(n,R)とも書く。複素数の場合も同様に特殊線形
群を定義できる。

K = R,Cのとき、K − {0}を乗法に関して Lie群とみなすと、det : GL(V ) →
K − {0}は Lie群の準同型になり、その微分は d(det) = tr : gl(V ) → K になるこ
とが行列式の微分の計算からわかる。
四元数の場合には、実数や複素数の場合のように行列式を定義できないので、特

殊線形群を同様に考えることはできない。

定義 1.1.40 Rnの標準内積を保つ線形変換、すなわち直交変換の全体をO(n)で
表し直交群と呼ぶ。

O(n) = {g ∈ GL(n,R) | tgg = 1n}

となり、O(n)は線形 Lie群になる。SO(n) = O(n) ∩ SL(n,R)を回転群と呼ぶ。
Rnの標準内積を ⟨ , ⟩で表すと

⟨gX, gY ⟩ = ⟨X, Y ⟩ (g ∈ O(n), X, Y ∈ Rn)

が成り立つ。これを微分することによりO(n)の Lie環 o(n)は次で与えられる。

o(n) = {T ∈ gl(n,R) | ⟨TX, Y ⟩+ ⟨X,TY ⟩ = 0}
= {T ∈ gl(n,R) | T は交代行列 }.

これより、dimO(n) = n(n − 1)/2であることがわかる。O(n)の単位連結成分は
O(n)0 = SO(n)となり、O(n)と SO(n)の Lie環は同型になることがわかる。
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定義 1.1.41 K = C,Hの場合もKnの標準Hermite内積を保つ線形変換、すなわ
ちユニタリ変換、四元数ユニタリ変換の全体をU(n), Sp(n)で表し、それぞれユニ
タリ群、シンプレクティック群と呼ぶ。X ∈ Mn(K)に対してX∗ = tX̄と表すと

U(n) = {g ∈ GL(n,C) | g∗g = 1n},
Sp(n) = {g ∈ GL(n,H) | g∗g = 1n}

となり、U(n), Sp(n)は線形 Lie群になる。SU(n) = U(n) ∩ SL(n,C)を特殊ユニ
タリ群と呼ぶ。U(n), Sp(n), SU(n)の Lie環 u(n), sp(n), su(n)は次で与えられる。

u(n) = {T ∈ gl(n,C) | X∗ +X = 0},
sp(n) = {T ∈ gl(n,H) | X∗ +X = 0},
su(n) = {T ∈ gl(n,C) | X∗ +X = 0, trX = 0}.

これらより、dimU(n) = n(n − 1) + n = n2, dimSp(n) = 2n(n − 1) + 3n =

n(2n+1), dimSU(n) = n2− 1であることがわかる。U(n), Sp(n), SU(n)はすべて
連結になることがわかる。

1.2 Riemann多様体
定義 1.2.1 多様体M の各点 p ∈ M の接ベクトル空間 TpM に内積 ⟨ , ⟩pが存在
し、M 上の任意の C∞級ベクトル場X, Y に対して ⟨X, Y ⟩がM 上の C∞級関数
になるとき、⟨ , ⟩をM 上のRiemann計量と呼び、(M, ⟨ , ⟩)をRiemann多様
体と呼ぶ。Riemann多様体の接ベクトルの長さや角度は、Riemann計量によって
Euclid空間と同様に定める。

定義 1.2.2 Riemann多様体 (M, ⟨ , ⟩)の曲線 c : [a, b] → M の長さ L(c)を

L(c) =

∫ b

a

⟨c′(t), c′(t)⟩1/2dt

によって定める。M が連結な場合、p, q ∈ M に対して

d(p, q) = inf{L(c) | cは pと qを結ぶ曲線 }

によって d(p, q)を定める。

命題 1.2.3 定義 1.2.2で定めた dは連結Riemann多様体の距離になり、この距離
から定まる位相は多様体構造を定める位相に一致する。
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定理 1.2.4 Riemann多様体 (M, ⟨ , ⟩)のベクトル場X,Y, Zに対して

⟨∇XY, Z⟩ =
1

2
(X⟨Y, Z⟩+ Y ⟨Z,X⟩ − Z⟨X,Y ⟩

+ ⟨[X, Y ], Z⟩ − ⟨[Y, Z], X⟩+ ⟨[Z,X], Y ⟩)

を満たすようにベクトル場∇XY が定まり、

∇XY −∇YX = [X,Y ], ∇X⟨Y, Z⟩ = ⟨∇XY, Z⟩+ ⟨Y,∇XZ⟩

を満たす。

定義 1.2.5 定理 1.2.4で定めた接続∇をRiemann多様体のLevi-Civita接続と呼
ぶ。また、∇XY を Y のXによる共変微分という。

R(X,Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

によって曲率テンソルRを定める。

定義 1.2.6 Riemann多様体 (M, ⟨ , ⟩)の曲線 cに沿って定義されたベクトル場X

に対して、∇c′(t)Xを定めることができる。∇c′(t)c
′(t) = 0を満たす曲線 c(t)を測地

線と呼ぶ。

定義 1.2.7 常微分方程式の解の存在と一意性より、p ∈ M とX ∈ TpM に対して
0を含むある開区間 Iと測地線 γX : I → M が存在して

γX(0) = p, γ′
X(0) = X

を満たすことがわかる。Expp(X) = γX(1)によって、Expp : Bp → M を定める。
BpはTpMの原点を含む開集合であり、TpM全体になるとは限らない。ExppをM

の指数写像 と呼ぶ。

指数写像を使うとpを始点としX ∈ TpMを初速度とする測地線は t 7→ Expp(tX)

と表すことができる。Riemann対称空間において、Lie群の指数写像と Riemann

多様体の指数写像は密接な関係にあることがわかる。

定理 1.2.8 (Hopf-Rinow) 連結 Riemann多様体M に対して次の条件は同値に
なる。

(1) ある点 p ∈ M において Exppは TpM 全体で定義できる。

(2) すべての点 p ∈ M において Exppは TpM 全体で定義できる。

(3) M は距離 dに関して完備距離空間になる。
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これらの条件が成り立つとき、任意の p, q ∈ M に対して p, qを結ぶ最短測地線が
存在する。

定義 1.2.9 定理 1.2.8の条件を満たす連結Riemann多様体を完備Riemann多様
体という。

定義 1.2.10 Mを完備Riemann多様体とする。p ∈ Mと単位接ベクトルX ∈ TpM

に対して

t(X) = sup{s > 0 | Expp(uX)(0 ≤ u ≤ s)は端点を結ぶ最短測地線 }

とおき、
C̃p(M) =

∪
X∈TpM

|X|=1

t(X)X, Cp(M) = Expp(C̃p(M))

によって、M の pにおける接最小軌跡 C̃p(M)と最小軌跡Cp(M)を定義する。た
だし、C̃p(M)の定義の合併において、t(X) = ∞となるXは考えないことにする。

M = Enのときは、どの測地線をどこまで延しても最短なので、すべての単位接
ベクトルXに対して t(X) = ∞になる。したがって、C̃p(En) = ∅, Cp(En) = ∅が成
り立つ。Mが単位球面Snのときは、すべての単位接ベクトルXに対して t(X) = π

となる。したがって、C̃p(S
n) = {Y ∈ TpS

n | |Y | = π}, Cp(S
n) = {−p} が成り

立つ。
一般の連結完備Riemann多様体M に対して、

Bp =
∪

X∈TpM

|X|=1

{uX | 0 ≤ u < t(X)}

とおくと、Bpは n次元円板と位相同型になり、Expp : Bp → M − Cp(M)は微分
同型になることがわかる。さらに、M = (M −Cp(M))∪Cp(M)が成り立つので、
Cp(M)はM の構造を調べる上で重要である。

定義 1.2.11 次元が 2以上の Riemann多様体M の点 pにおける接ベクトル空間
TpM 内の 2次元部分空間 σに対して、

Kσ =
⟨R(X,Y )Y,X⟩

|X ∧ Y |2
(X, Y は σの基底)

とおき、Kσを σの断面曲率と呼ぶ。ここで、|X ∧Y |はX,Y の張る平行四辺形の
面積である。dimM = 2のとき、断面曲率はGauss曲率と一致する。

定義 1.2.12 次元が 2以上のRiemann多様体M の接ベクトルX, Y に対して、

Ric(X, Y ) = tr(Z 7→ R(Z,X)Y )

によってM 上の (0, 2)型テンソル場Ricを定める。RicをRicciテンソルと呼ぶ。
単位接ベクトルXに対してRic(X,X)をX のRicci曲率と呼ぶ。Ricci曲率が一
定値をとるとき、M をEinstein多様体と呼ぶ。
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完備Riemann多様体の曲率と位相に関して以下の結果が知られている。

定理 1.2.13 (Cartan) M を連結、単連結な完備Riemann多様体とし、その断面
曲率は 0以下と仮定する。このとき、M の任意の点 pに対してExpp : TpM → M

は微分同型写像になる。

定理 1.2.14 (Myers) M を連結完備Riemann多様体とし、ある正数 cが存在し、
任意の単位接ベクトルX の Ricci曲率が Ric(X,X) ≥ cを満たすと仮定する。こ
のとき、M はコンパクトになり、基本群 π1(M, p)は有限群になる。

上の二つの定理はRiemann対称空間の位相を考えるときに基本的役割を果たす。

1.3 Riemann等質空間
定義 1.3.1 Mを多様体としGをLie群とする。C∞級写像G×M → M ; (g, x) 7→
g · xが存在し、任意の g1, g2 ∈ G, x ∈ M とGの単位元 eに対して

(g1g2) · x = g1 · (g2 · x), e · x = x

が成り立つとき、GをMのLie変換群と呼ぶ。さらに任意の x, y ∈ Mに対してあ
る g ∈ Gが存在して g · x = yとなるときGはM に推移的に作用しているという。

定理 1.3.2 GをLie群としHをGの閉Lie部分群とする。射影π : G → G/H; g 7→
gHによってGのH による剰余類の全体G/Hに商位相をいれる。すなわち、

{O ⊂ G/H | π−1(O)は G の開集合 }

をG/Hの開集合系として定める。このとき、

G× (G/H) → G/H; (g, xH) 7→ gxH

によってGがG/Hの Lie変換群になるようなG/Hの多様体構造が存在する。

定義 1.3.3 Gを Lie群としH をGの閉 Lie部分群とする。定理 1.3.2で存在を示
した多様体構造を持つG/HをGの等質空間と呼ぶ。GはG/Hに推移的に作用す
る Lie変換群になっている。

定理 1.3.4 Gは多様体M に推移的に作用している Lie変換群でGの連結成分の
個数は可算であるとする。p ∈ M をとり

Gp = {g ∈ G | g · p = p}

とおくと、GpはGの閉 Lie部分群になる。さらに写像

α : G/Gp → M ; gGp 7→ g · p

は等質空間G/GpとM との間の微分同型写像になる。
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定義 1.3.5 Riemann計量を持つLie群の任意の左移動が等長的になっているとき、
そのRiemann計量を左不変という。任意の右移動も等長的になる左不変Riemann

計量を、両側不変Riemann計量という。

命題 1.3.6 Lie群Gの左不変Riemann計量の全体と、その Lie環 gの内積の全体
は一対一に対応する。さらに、Gの両側不変Riemann計量の全体と、gのAd(G)

不変な内積の全体は一対一に対応する。

随伴表現Adの定め方 (定理 1.1.33)より、Gの元 gに対して

Ad(g) = d(Lg ◦Rg−1) = dLg ◦ dRg−1

となり、Gの両側不変Riemann計量の全体と、gのAd(G)不変な内積の全体は一
対一に対応することがわかる。

定理 1.3.7 GをコンパクトHausdorff位相群とする。このとき、次の条件を満た
すG上のRadon測度 µGが一意的に存在する。

(1) µG(G) = 1

(2) G上の µG可積分関数 f と g ∈ Gに対して∫
G

f(gx)dµG(x) =

∫
G

f(x)dµG(x)

(3) G上の µG可積分関数 f と g ∈ Gに対して∫
G

f(xg)dµG(x) =

∫
G

f(x)dµG(x)

(4) G上の µG可積分関数 f に対して∫
G

f(x−1)dµG(x) =

∫
G

f(x)dµG(x)

定義 1.3.8 定理 1.3.7で定まるコンパクト Hausdorff位相群 G上の測度を、Gの
Haar測度と呼ぶ。

注意 1.3.9 有限群Gに対して

µG(X) =
#X

#G
(X ⊂ G)

によってG上の測度 µGを定める。G上の関数 f に対して、∫
G

fdµG =
1

#G

∑
g∈G

f(g)

となり、µGは定理 1.3.7の条件を満たす。コンパクトHausdorff位相群上のHaar

測度は、有限群上の元の個数による測度の一般化とみることができる。
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命題 1.3.10 (ρ, V )をコンパクトHausdorff位相群Gの表現とすると、ρが直交（ユ
ニタリ）表現になるような V の内積が存在する。

V の内積A0を一つとっておく。任意の u, v ∈ V について

Ã0(u, v) =

∫
A0(ρ(g)

−1(u), ρ(g)−1(v))dµGg

によって Ã0を定めると、Ã0に関して ρが直交 (ユニタリ)表現になる。

系 1.3.11 コンパクト Lie群には、両側不変Riemann計量が存在する。

例 1.3.12 直交群 O(n)の両側不変 Riemann計量は以下のように具体的に構成で
きる。

⟨X,Y ⟩ = tr(tXY ) (X, Y ∈ o(n))

によってO(n)の Lie環 o(n)上の二次形式 ⟨ , ⟩を定める。

⟨X,Y ⟩ = tr(tXY ) = tr(t(tXY )) = tr(tY X) = ⟨Y,X⟩

だから、⟨ , ⟩は対称になっている。さらに、X = (Xij), Y = (Yij) ∈ o(n)に対して

⟨X,Y ⟩ = tr(tXY ) =
∑
i,j

XijYij

より ⟨ , ⟩は正定値になる。この等式からでも ⟨ , ⟩が対称になることがわかる。任
意の g ∈ O(n)に対して

Ad(g)X = gXg−1 = gX tg (X ∈ o(n))

となるので、

⟨Ad(g)X,Ad(g)Y ⟩ = tr(t(gX tg)gY tg) = tr(g tX tggY tg)

= tr(tXY ) = ⟨X, Y ⟩.

したがって、⟨ , ⟩はAd(O(n))不変になり、命題 1.3.6より、対応するO(n)上の
Riemann計量は両側不変になる。

例 1.3.13 ユニタリ群 U(n)の両側不変 Riemann計量は以下のように具体的に構
成できる。複素正方行列Xに対してX∗ = tX̄と書く。

⟨X,Y ⟩ = Retr(X∗Y ) (X,Y ∈ u(n))

によって U(n)の Lie環 u(n)上の二次形式 ⟨ , ⟩を定める。

⟨X,Y ⟩ = Retr(X∗Y ) = Retr((X∗Y )∗) = Retr(Y ∗X) = ⟨Y,X⟩
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だから、⟨ , ⟩は対称になっている。さらに、X = (Xij), Y = (Yij) ∈ u(n)に対して

⟨X, Y ⟩ = Retr(X∗Y ) = Re
∑
i,j

X̄ijYij =
∑
i,j

Re(X̄ijYij)

=
∑
i,j

(ReXijReYij + ImXijImYij)

より ⟨ , ⟩は正定値になる。この等式からでも ⟨ , ⟩が対称になることがわかる。任
意の g ∈ U(n)に対して

Ad(g)X = gXg−1 = gXg∗ (X ∈ u(n))

となるので、

⟨Ad(g)X,Ad(g)Y ⟩ = Retr((gXg∗)∗gY g∗) = Retr(gX∗g∗gY g∗)

= Retr(X∗Y ) = ⟨X, Y ⟩.

したがって、⟨ , ⟩は Ad(U(n))不変になり、命題 1.3.6より、対応する U(n)上の
Riemann計量は両側不変になる。

例 1.3.14 シンプレクティック群 Sp(n)の両側不変Riemann計量は以下のように
具体的に構成できる。四元数正方行列Xに対してX∗ = tX̄と書く。

⟨X, Y ⟩ = Retr(X∗Y ) (X, Y ∈ sp(n))

によって Sp(n)の Lie環 sp(n)上の二次形式 ⟨ , ⟩を定める。

⟨X,Y ⟩ = Retr(X∗Y ) = Retr((X∗Y )∗) = Retr(Y ∗X) = ⟨Y,X⟩

だから、⟨ , ⟩は対称になっている。さらに、X = (Xab), Y = (Yab) ∈ sp(n)に対
して

⟨X, Y ⟩ = Retr(X∗Y ) = Re
∑
a,b

X̄abYab =
∑
a,b

Re(X̄abYab)

=
∑
a,b

(ReXabReYab + ImiXabImiYab + ImjXabImjYab + ImkXabImkYab)

より ⟨ , ⟩は正定値になる。この等式からでも ⟨ , ⟩が対称になることがわかる。内
積の不変性を示すために準備をしておく。四元数の積は可換ではないので、四元数
正方行列A,Bに対して tr(AB) = tr(BA)は一般には成立しない。しかしながら、
四元数 u, vに対してRe(uv) = Re(vu)は成り立つので、Retr(AB) = Retr(BA)は
成立する。任意の g ∈ Sp(n)に対して

Ad(g)X = gXg−1 = gXg∗ (X ∈ sp(n))
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となるので、

⟨Ad(g)X,Ad(g)Y ⟩ = Retr((gXg∗)∗gY g∗) = Retr(gX∗g∗gY g∗)

= Retr(X∗Y ) = ⟨X,Y ⟩.

したがって、⟨ , ⟩はAd(Sp(n))不変になり、命題 1.3.6より、対応する Sp(n)上の
Riemann計量は両側不変になる。

定義 1.3.15 Riemann計量を持つ等質空間G/Hとする。定理 1.3.2で定まるGの
G/Hへの作用が等長的になっているとき、そのRiemann計量をG不変という。

命題 1.3.16 Gを Lie群とし、H をGの閉 Lie部分群とする。GとH の Lie環を
それぞれ gと hで表す。このとき、等質空間G/HのG不変Riemann計量の全体
と、商ベクトル空間 g/hのAdG(H)不変な内積の全体は、一対一に対応する。

系 1.3.17 GをLie群とし、HをGのコンパクトLie部分群とする。GとHのLie

環をそれぞれ gと hで表す。このとき、gの直和分解

g = h+m

が存在し、
AdG(H)h ⊂ h, AdG(H)m ⊂ m,

を満たす。等質空間G/HのG不変Riemann計量の全体と、mのAdG(H)不変な
内積の全体は、一対一に対応する。さらに、mのAdG(H)不変な内積は存在し、し
たがって、G/HのG不変Riemann計量も存在する。

1.4 Grassmann多様体
1.1節と同様、KはR、CまたはHのいずれかに等しいものとする。自然数 r, n

をとる。r + n次元Kベクトル空間Kr+n内の r次元K部分空間全体をGr(Kr+n)

で表す。Gr(Kr+n)をGrassmann多様体と呼ぶ。特に r = 1の場合にG1(K1+n)

は n次元K射影空間と呼び、KP nとも書く。Gr(Kr+n)の元 V に対して

ϕV : HomK(V, V
⊥) → Gr(Kr+n) ; f 7→ graphf = {v + f(v) | v ∈ V }

とおくと、{ϕV | V ∈ Gr(Kr+n)}はGr(Kr+n)の多様体構造を定める。係数体がC
の場合、Gr(Cr+n)は複素多様体になる。係数体K = R,C,Hに応じて d = 1, 2, 4

とすると、各Grassmann多様体の次元は

dimGr(Kr+n) = dimHomK(V, V
⊥) = drn

となる。Gr(Cr+n)の複素多様体としての次元は rnである。
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証明 V ∈ dimGr(Kr+n)に対して

OV = {U ∈ Gr(Kr+n) | U ∩ V ⊥ = {0}}

とおいて
(∗) ϕV (HomK(V, V

⊥)) = OV

が成り立つことを示す。f ∈ HomK(V, V
⊥)に対して graphf の任意の元は v ∈ V

によって v + f(v)と表すことができる。v + f(v) ∈ V ⊥とすると v = 0となり、
f(v) = 0すなわち v + f(v) = 0が成り立つ。よって

ϕV (HomK(V, V
⊥)) ⊂ OV

を得る。逆にU∩V ⊥ = {0}を満たすU ∈ dimGr(Kr+n)をとる。Kr+nからV への直
交射影PV の核はV ⊥だから、PV のUへの制限PV |U : U → V の核はU∩V ⊥ = {0}
となってPV |U は単射になる。U と V は次元が等しいのでPV |U は線形同型写像に
なる。そこでその逆写像を g : V → U で表す。vに対して g(v) ∈ U の V への直交
射影が vになるので、g(v) − v ∈ V ⊥が成り立つ。そこで f(v) = g(v) − vとおく
と、f ∈ HomK(V, V

⊥)となり、

graphf = {v + f(v) | v ∈ V } = {g(v) | v ∈ V } = U.

したがって、
ϕV (HomK(V, V

⊥)) ⊃ OV

となり、(∗)が成り立つことがわかる。
V,W ∈ Gr(Kr+n)に対して

ϕ−1
W ◦ ϕV : ϕ−1

V (OV ∩OW ) → ϕ−1
W (OV ∩OW )

が微分同型写像になることを示す。まず

ϕ−1
V (OV ∩OW ) ⊂ HomK(V, V

⊥), ϕ−1
W (OV ∩OW ) ⊂ HomK(W,W⊥)

が開集合になることを示しておく。ϕV とグラフの定義より

ϕ−1
V (OV ∩OW ) = {f ∈ HomK(V, V

⊥) | graphf ∩W⊥ = {0}}
= {f ∈ HomK(V, V

⊥) | PW (graphf) = W}
= {f ∈ HomK(V, V

⊥) | PW ◦ (1V + f) : K線形同型写像 }

となり、ϕ−1
V (OV ∩OW )は写像

HomK(V, V
⊥) → HomK(V,W ) ; f 7→ PW ◦ (1V + f)
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のK線形同型写像全体の逆像になる。HomK(V,W )においてK線形同型写像全体
は開集合になり、ϕ−1

V (OV ∩OW )はHomK(V, V
⊥)の開集合になる。ϕ−1

W (OV ∩OW )

についても同様である。
f ∈ ϕ−1

V (OV ∩OW )に対して ϕV (f) = graphf となり、上の議論より

PW |graphf : graphf → W

の逆写像 (PW |graphf )−1によってϕW (graphf) = (PW |graphf )−1−1W となる。よって

ϕ−1
W ◦ ϕV (f) = (PW |graphf )−1 − 1W .

これより
ϕ−1
W ◦ ϕV : ϕ−1

V (OV ∩OW ) → ϕ−1
W (OV ∩OW )

が微分同型写像になることがわかる。
以上で {ϕV | V ∈ Gr(Kr+n)}はGr(Kr+n)の多様体構造を定めることがわかる。

係数体がCの場合、Gr(Cr+n)は複素多様体になることもわかる。
Grassmann多様体はRiemann等質空間になり、コンパクト線形 Lie群の商空間

による表示を持つことを示す。

UK(m) =


O(m) (K = R),
U(m) (K = C),
Sp(m) (K = H),

SUK(m) =


SO(m) (K = R),
SU(m) (K = C),
Sp(m) (K = H)

とおく。これらはすべて線形Lie群になる。まず、UK(r+n)がGr(Kr+n)に推移的に
作用することを示す。Kr+nの標準的正規直交基底を e1, . . . , er+nで表す。K = C,H
の場合はそれぞれ対応する Hermite内積に関するユニタリ基底とする。o = Kr

を Gr(Kr+n)の原点とする。任意の V ∈ Gr(Kr+n)に対して、V の正規直交基底
v1, . . . , vrをとる。これをKr+nの正規直交基底v1, . . . , vr+nに延長する。e1, . . . , er+n

を v1, . . . , vr+nに写す UK(r + n)の元 uをとると、uo = V が成り立つ。したがっ
て、UK(r+ n)のGr(Kr+n)への作用は推移的になる。Gr(Kr+n)をUK(r+ n)の商
空間として表すために

K = {k ∈ UK(r + n) | ko = o}

を求める。k11 ∈ Mr,r(K), k12 ∈ Mr,n(K), k21 ∈ Mn,r(K), k22 ∈ Mn,n(K)に対して

k =

[
k11 k12
k21 k22

]
∈ K

とすると、1 ≤ i ≤ rに対して kei ∈ oとなるので、k21 = 0を得る。ko = oより
ko⊥ = o⊥となり、r + 1 ≤ j ≤ r + nに対して kej ∈ o⊥となる。よって k12 = 0を
得る。これより

K ⊂

{[
k11 0

0 k22

]
∈ UK(r + n)

∣∣∣∣∣ k11 ∈ MK(r), k22 ∈ MK(n)

}
.



1.4. Grassmann多様体 17

ここで右辺において k11 ∈ UK(r), k22 ∈ UK(n)となることがわかる。そこで、

UK(r)× UK(n) =

{[
k11 0

0 k22

]∣∣∣∣∣ k11 ∈ UK(r), k22 ∈ UK(n)

}

とおくと、上で示したことはK ⊂ UK(r)× UK(n)である。逆に UK(r)× UK(n)の
元が oを固定することは形からわかるので、K = UK(r) × UK(n)が成り立つ。以
上りGr(Kr+n)は UK(r + n)/UK(r)× UK(n) と微分同型になる。
K = R,Cの場合に、SUK(r+n)もGr(Kr+n)に推移的に作用することを示す。す

でにUK(r+n)の作用は推移的であることを示したので、任意のV ∈ Gr(Kr+n)に対
してあるu ∈ UK(r+n)が存在してV = uoが成り立つ。uz = diag(z, 1n), z ∈ UK(1)

とすると uz ∈ UK(r + n)となり detuz = zが成り立つ。det u ∈ UK(1)となるの
で、z = detu−1とすると uuz ∈ SUK(r+ n)を得る。よって、V = uo = uuzoとな
り、SUK(r + n)もGr(Kr+n)に推移的に作用する。oを固定する SUK(r + n)の部
分群は

S(UK(r)× UK(n)) = (UK(r)× UK(n)) ∩ SU(r + n)

になる。よってGr(Kr+n)は SUK(r + n)/S(UK(r)× UK(n)) と微分同型になる。
Gr(Kr+n)の UK(r + n)不変Riemann計量を定めるために系 1.3.17を利用する。

UK(r + n)の Lie環 uK(r + n)の直和分解 uK(r + n) = uK(r)× uK(n) +mを

uK(r)× uK(n) =

{[
X11 0

0 X22

]∣∣∣∣∣X11 ∈ uK(r), X22 ∈ uK(n)

}
,

m =

{[
0 X

−X∗ 0

]∣∣∣∣∣X ∈ Mr,n(K)

}

によって定める。Ad(UK(r)×UK(n))m = mが成り立つことが次の計算からわかる。

k =

[
k11 0

0 k22

]
∈ UK(r)× UK(n)

に対して

Ad(k)

[
0 X

−X∗ 0

]
=

[
k11 0

0 k22

][
0 X

−X∗ 0

][
k11 0

0 k22

]∗

=

[
0 k11Xk∗

22

−k22X
∗k∗

11 0

]
=

[
0 k11Xk∗

22

−(k11Xk∗
22)

∗ 0

]
.

そこで、

m ∋

[
0 X

−X∗ 0

]
↔ X ∈ Mr,n(K)
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によってmとMr,n(K)を同一視すると、Ad(UK(r)× UK(n))のmへの作用は、[
k11 0

0 k22

]
·X = k11Xk∗

22

によるMr,n(K)への作用と同値になる。

⟨X,Y ⟩ = Retr(X∗Y ) (X, Y ∈ Mr,n(K))

によってMr,n(K)上の二次形式 ⟨ , ⟩を定める。

⟨X,Y ⟩ = Retr(X∗Y ) = Retr((X∗Y )∗) = Retr(Y ∗X) = ⟨Y,X⟩

だから、⟨ , ⟩は対称になっている。さらに、X = (Xab), Y = (Yab) ∈ Mr,n(K)に対
して

⟨X,Y ⟩ = Retr(X∗Y ) = Re
∑
a,b

X̄abYab =
∑
a,b

Re(X̄abYab)

=
∑
a,b

(ReXabReYab + ImiXabImiYab + ImjXabImjYab + ImkXabImkYab)

より ⟨ , ⟩は正定値になる。この等式からでも ⟨ , ⟩が対称になることがわかる。
k11 ∈ UK(r), k22 ∈ UK(n)とX,Y ∈ Mr,n(K)に対して、

⟨k11Xk∗
22, k11Y k∗

22⟩ = Retr((k11Xk∗
22)

∗k11Y k∗
22) = Retr(k22X

∗k∗
11k11Y k∗

22)

= Retr(k22X
∗Y k∗

22) = Retr(X∗Y ) = ⟨X, Y ⟩.

したがって、⟨ , ⟩は Ad(UK(r) × UK(n))不変になり、系 1.3.17より、対応する
Gr(Kr+n) = UK(r+n)/UK(r)×UK(n)上のRiemann計量はUK(r+n)不変になる。
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2.1 Riemann対称空間
定義 2.1.1 二乗が恒等変換になる変換を対合的という。M を Riemann多様体と
する。任意の x ∈ M に対してM の対合的等長変換 sxが存在して、xは sxの孤立
不動点になるとき、M をRiemann対称空間と呼ぶ。sxを点対称と呼ぶ。

xが sxの孤立不動点になることから、xのある近傍で sxの不動点は xのみにな
る。これと s2x = 1M をあわせると (dsx)x = −1となる。特に ssは xを通る測地線
を逆向きに変換する。

定理 2.1.2 連結Riemann対称空間は完備Riemann多様体になる。等長変換全体
のなす群は推移的に作用し、Lie変換群になる。特に、Riemann等質空間になる。

以後連結 Riemann対称空間を単に対称空間と呼ぶことにする。集合X の変換
φ : X → Xに対して、φの不動点全体を F (φ,X)で表す。

定理 2.1.3 Mを対称空間とする。Mの等長変換全体の単位連結成分をGで表す。
o ∈ M をとりK = {k ∈ G | ko = o}と定める。σ : G → G ; g 7→ sogsoはGの対
合的自己同型写像になり

F (σ,G)0 ⊂ K ⊂ F (σ,G)

を満たす。Gの Lie環を g、Kの Lie環を kとすると

k = {X ∈ g | dσ(X) = X}

が成り立つ。dσの−1固有空間をmとおくと、

g = k+m

は直和分解になる。π : G → M ; g 7→ goとすると次が成り立つ。

dπe : m → ToM :線形同型,

Expo(dπe(X)) = (expX)o (X ∈ m).
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以下、dπe : m → ToM によってmと ToM を同一視する。

例 2.1.4 V ∈ Gr(Kr+n)に対して

sV = 1V − 1V ⊥ ∈ UK(r + n)

によって sV を定める。sV のKr+nへの作用はGr(Kr+n)への作用を誘導する。1.4節
で定めたRiemann計量に関してsV のGr(Kr+n)への作用は等長変換になり、s2V = 1

を満たし、V は sV の孤立不動点になるることがわかる。これよりGr(Kr+n)は対
称空間になる。

証明 1.4節で示したように UK(r + n)のGr(Kr+n)への作用は等長変換になる
ので、特に sV の作用も等長変換になる。sV の形より s2V = 1が成り立つこともわ
かる。OV における sV の不動点は V だけであることを証明する。OV の元 xをと
りその基底を直交直和分解Kr+n = V + V ⊥に従って v1 + v⊥1 , . . . , vr + v⊥r と表示
する。ここで、vi ∈ V, v⊥i ∈ V ⊥である。PV |x : x → V は線形同型になるので、
v1, . . . , vrは V の基底になる。sV (x) = xと仮定すると

vi =
1

2
(vi + v⊥i + sV (vi + v⊥i )) ∈ x

となり、x = {v1, . . . , vr}K = V が成り立つ。したがって、OV における sV の不動
点は V だけになり、特に V は sV の孤立不動点になる。以上でGr(Kr+n)は対称空
間になることがわかった。

1.4節で示したようにGrassmann多様体はGr(Kr+n) = UK(r+n)/UK(r)×UK(n)

と等質空間として表示できる。定理2.1.3で定めた対合的自己同型σ : G → G ; g 7→
sogsoは

σ(g) =

[
1r 0

0 −1n

]
g

[
1r 0

0 −1n

]
(g ∈ UK(r + n)).

g11 ∈ Mr,r(K), g12 ∈ Mr,n(K), g21 ∈ Mn,r(K), g22 ∈ Mn,n(K)に対して

g =

[
g11 g12
g21 g22

]
∈ UK(r + n)

とすると、

σ(g) =

[
1r 0

0 −1n

][
g11 g12
g21 g22

][
1r 0

0 −1n

]
=

[
g11 −g12
−g21 g22.

]

したがって、
F (σ, UK(r + n)) = UK(r)× UK(n)
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が成り立つ。σの微分は

dσ(X) =
d

dt
σ(exp tX)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt

[
1r 0

0 −1n

]
exp tX

[
1r 0

0 −1n

]∣∣∣∣∣
t=0

=

[
1r 0

0 −1n

]
X

[
1r 0

0 −1n

]
.

これより、dσの±1固有空間分解は

uK(r + n) = uK(r)× uK(n) +m,

m =

{[
0 X

−X∗ 0

] ∣∣∣∣∣ X ∈ M(r, n;K)

}
となる。ただし、

uK(r)× uK(n) = {X ∈ uK(r + n) | dσ(X) = X},
m = {X ∈ uK(r + n) | dσ(X) = −X}.

dπe : m → To(Gr(Kr+n))によって同一視する。r ≤ nのとき、

X =



θ1
. . .

θr

−θ1
. . .

−θr


とおいて ExpX = (expX)oを求める。行列の指数関数の定義より

expX =



cos θ1 sin θ1
. . . . . .

cos θr sin θr

− sin θ1 cos θ1
. . . . . .

− sin θr cos θr

1r−n


となることがわかる。これより

(expX)e1 = cos θ1e1 + sin θ1er+1,

...

(expX)er = cos θrer + sin θre2r



22 第 2章 Riemann対称空間

となるので、oを始点とし初速度ベクトルXの測地線は

(exp tX)o = {cos tθ1e1 + sin tθ1er+1, . . . , cos tθrer + sin tθre2r}K

となる。

定義 2.1.5 Gを連結 Lie群とし、KをGの閉部分群とする。Gの対合的自己同型
σ : G → Gが存在して、F (σ,G)0 ⊂ K ⊂ F (σ,G)を満たし、AdG(K)がコンパク
トになるとき、(G,K)をRiemann対称対と呼ぶ。

AdG(H)がコンパクトになるという条件は不変内積の存在を保証するためにある。

定理 2.1.6 (G,K)をRiemann対称対とする。π : G → G/Kで自然な射影を表し、
o = π(e)とする。Riemann対称対を定める対合的自己同型を σ : G → Gで表す。
このとき、G不変Riemann計量に対してG/Kは対称空間になり、g ∈ GのG/K

への作用を τ(g)で表すと次の等式が成り立つ。

so ◦ π = π ◦ σ, τ(σ(g)) = soτ(g)so.

2.2 曲率と全測地的部分多様体
Riemann多様体Mの部分多様体Nが次の条件を満たすとき、NをMの全測地

的部分多様体という。Nのどの測地線もMの測地線になる。Euclid空間内の次元
の低い Euclid空間や球面内の大円などは全測地的部分多様体の例である。

定理 2.2.1 (G,K)をRiemann対称対とし、Rを対称空間G/Kの曲率テンソルと
する。Riemann対称対から定まるGの Lie環 gの直和分解を g = k + mとする。
m ∼= To(G/K)を同一視する。このとき、次の等式が成り立つ。

Ro(X, Y )Z = −[[X,Y ], Z] (X, Y, Z ∈ m)

定義 2.2.2 Lie環の部分空間 nが

X,Y, Z ∈ n ⇒ [[X, Y ], Z] ∈ n

を満たすとき、nをLie三対系と呼ぶ。

Riemann対称対から定まる Lie環 gの直和分解 g = k+mについて、

[k, k] ⊂ k, [k,m] ⊂ m, [m,m] ⊂ k
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が成り立つ。これはdσ : g → gがLie環の対合的自己同型であり、kがdσの+1固有
空間、mが dσの−1固有空間であることからわかる。どれも同様なので [m,m] ⊂ k

を示しておく。X, Y ∈ mに対して

dσ([X, Y ]) = [dσX, dσY ] = [−X,−Y ] = [X,Y ]

となり、[X, Y ] ∈ kを得る。
上記のブラケット積に関する包含関係から

[[m,m],m] ⊂ [k,m] ⊂ m

が成り立ち、mは Lie三対系になることがわかる。

定理 2.2.3 (G,K)を Riemann対称対とし、これから定まるGの Lie環 gの直和
分解を g = k + mとする。m ∼= To(G/K)を同一視する。oを含むG/K の全測地
的部分多様体N に対して ToN はmに含まれる Lie三対系になる。逆に nをmに
含まれる Lie三対系とすると、Exponは oを含むG/Kの全測地的部分多様体にな
る。さらにNが平坦であることと、ToNがmの可換部分空間であることは同値に
なる。また、N が極大平坦全測地的部分多様体であることと、ToN がmに含まれ
る極大可換部分空間であることは同値になる。

n < mのとき自然な包含関係Kr+n ⊂ Kr+m は包含関係Gr(Kr+n) ⊂ Gr(Kr+m)

を導く。それぞれの Lie環の分解を

uK(r + n) = uK(r)× uK(n) + n,

uK(r +m) = uK(r)× uK(m) +m

とする。同一視 n = To(Gr(Kr+n))とm = To(Gr(Kr+m)) により nはmの部分空間
とみなせる。このとき、nはm内の r+n次正方行列の成分のみある行列全体にな
り、[[n, n], n] ⊂ n が成り立つことがわかる。さらにExpo(n) = Gr(Kr+n) が成り立
ち、Gr(Kr+n)はGr(Kr+m)の全測地的部分多様体になる。
Gr(Rr+n)の元 V に V C = V + iV ⊂ Cr+nを対応させることにより、Gr(Rr+n) ⊂

Gr(Cr+n) とみなせる。それぞれの Lie環の分解を

o(r + n) = o(r)× o(n) + n,

u(r + n) = u(r)× u(n) +m

とする。同一視 n = To(Gr(Rr+n))とm = To(Gr(Cr+n)) により nはmの部分空間
とみなせる。このとき、nはm内の実行列全体になり、[[n, n], n] ⊂ n が成り立つ
ことがわかる。さらにExpo(n) = Gr(Rr+n) が成り立ち、Gr(Rr+n)はGr(Rr+n)の
全測地的部分多様体になる。これは包含関係R ⊂ Cを利用している。
包含関係 R ⊂ Hと C ⊂ Hを利用すると、Gr(Rr+n)はGr(Hr+n)の全測地的部

分多様体になること、Gr(Cr+n)はGr(Hr+n)の全測地的部分多様体になることが
わかる。
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定理 2.2.4 (G,K)を Riemann対称対とし、これから定まるGの Lie環 gの直和
分解を g = k+mとする。m ∼= To(G/K)を同一視する。aをm内の極大可換部分
空間とする。A = Expoaとおくと、次の等式が成り立つ。

m =
∪
k∈K

Ad(k)a, G/K =
∪
k∈K

kA.

標準形の観点からは上の定理の主張は次のように言い換えることができる。任
意の X ∈ mに対してある k ∈ K が存在して Ad(k)X ∈ aが成り立つ。任意の
x ∈ G/Kに対してある k ∈ Kが存在して kx ∈ Aが成り立つ。
r ≤ nのときGrassmann多様体Gr(Kr+n)の場合を考える。mをMr,n(K)と同

一視する。

a =


 θ1

. . .

θr


∣∣∣∣∣∣∣ θ1, . . . , θr ∈ R


は極大可換部分空間になることがわかる。さらに定理 2.2.4の主張を標準形の観
点から次のように言い換えることができる。任意の X ∈ Mr,n(K)に対してある
(k11, k22) ∈ UK(r)× UK(n) が存在して k11Xk∗

22 ∈ aが成り立つ。これは行列の標
準形に他ならない。
行列群による対称空間に定理 2.2.4を適用すると多くの行列の標準形が得られる。

定義 2.2.5 定理2.2.4より極大可換部分空間同士はAd(K)の作用によって共役にな
り、特にその次元は極大可換部分空間のとり方に依存しない。そこで、rk(G/K) =

dim aとおき、これをG/Kの階数と呼ぶ。

上のGrassmann多様体の例より、r ≤ nのとき rkGr(Kr+n) = rである。特に射
影空間の階数は 1になる。射影空間の場合、

exp t

 1

−1

 o = {cos te1 + sin te2}K

は周期 πの閉測地線になる。UK(1)×UK(n)の作用はすべての接ベクトルの方向を
移し合うため、oを出発するすべての測地線はこの閉測地線と移り合う。したがっ
て、すべての測地線は同じ長さの閉測地線になる。
Cn内の実 n次元部分空間 V が V ⊥ iV を満たすとき、V を Lagrange部分空

間と呼ぶ。Cn内のLagrange部分空間全体をLag(n)で表す。Rn ⊂ CnはLagrange

部分空間の例である。U(n)のCnへの自然な作用は Lag(n)への作用を誘導し、こ
の作用は推移的であることがわかる。さらに、

{u ∈ U(n) | uRn = Rn} = O(n)
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となり、Lag(n)は U(n)/O(n)と微分同型になる多様体構造を持つことがわかる。

σ : U(n) → U(n) ; u 7→ ū

によって自己同型 σを定めると、F (σ, U(n)) = O(n)が成り立ち、(U(n), O(n))は
Riemann対称対になる。したがって、Lag(n) ∼= U(n)/O(n)は対称空間になる。

dσ : u(n) → u(n) ; X 7→ X̄

となり、dσの+1固有空間は o(n)であり、−1固有空間は

m = {iX | Xは実対称行列 }.

u(n)のRiemann対称対から定まる直和分解は u(n) = o(n) +mとなる。

a =


 iθ1

. . .

iθn


∣∣∣∣∣∣∣ θa ∈ R


とおくと、aはmの極大可換部分空間になることがわかる。定理 2.2.4より

m =
∪

g∈O(n)

Ad(g)a =
∪

g∈O(n)

gag−1

が成り立つ。これを行列の標準形の観点から言い換えると次の主張になる。任意
の n次実対称行列Xに対してある g ∈ O(n)が存在して gXg−1は対角行列になる。
定理 2.2.4からは

Lag(n) =
∪

g∈O(n)

gExp(a)Rn

もわかる。ここで、

gExp

 iθ1
. . .

iθn

Rn = g{eiθ1e1, . . . , eiθnen}R = {eiθ1ge1, . . . , eiθngen}R

となるので、次の主張を得る。任意の V ∈ Lag(n)に対してある θ1, . . . , θnとRnの
正規直交基底 v1, . . . , vnが存在して次が成り立つ。

V = {eiθ1v1, . . . , eiθnvn}R.

これは Lagrange部分空間の標準形とみなすことができる。
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2.3 コンパクトLie群
この節ではコンパクト連結 Lie群が対称空間とみなせることを示し、Lie群とし

ての構造と対称空間としての構造の間の関係を明らかにする。
Gをコンパクト連結Lie群とする。σ(g1, g2) = (g2, g1)によって写像 σ : G×G →

G×Gを定めると、σは対合的自己同型写像になる。

∆G = {(g, g) | g ∈ G}

によって対角線集合∆Gを定めると、∆GはGとLie群として同型になり特にコン
パクトになる。さらにF (σ,G×G) = ∆Gが成り立つ。したがって、(G×G,∆G)

はRiemann対称対になる。このRiemann対称対から定まる対称空間G × G/∆G

は
ι : G×G/∆G → G ; (g1, g2)∆G 7→ g1g

−1
2

によってGと微分同型になる。
証明 (g1, g2)∆G = (g1g, g2g)∆Gであり、g1g(g2g)

−1 = g1gg
−1g2 = g1g

−1
2 とな

る。よって、ιはwell-definedである。
ι(g1, g2) = ι(g′1, g

′
2)とすると、g1g

−1
2 = g′1(g

′
2)

−1が成り立つ。このとき、

(g1, g2)∆G = (g1g
−1
2 , g2g

−1
2 )∆G = (g1g

−1
2 , e)∆G = (g′1(g

′
2)

−1, e)∆G

= (g′1, g
′
2)∆G

となり、ιは単射になる。任意の g ∈ Gに対して ι((g, e)∆G) = gとなり、ιは全射
になることもわかる。ιとその逆写像 ι−1(g) = (g, e)∆Gはともに C∞級写像にな
り、ιが微分同型であることがわかる。
この微分同型によって両者を同一視する。G×GのG×G/∆Gへの作用は ιに

よってGへの作用を誘導する。

ι((g1, g2)(x1, x2)∆G) = ι((g1x1, g2x2)∆G) = g1x1(g2x2)
−1

= g1x1x
−1
2 g−1

2 = g1ι((x1, x2)∆G)g−1
2

となるので、G×GのGへの作用は

(g1, g2) · x = g1xg
−1
2 ((g1, g2) ∈ G×G, x ∈ G)

となる。これより、G×G/∆GのG×G不変Riemann計量はGの両側不変Riemann

計量に対応する。自然な射影G × G → G × G/∆Gと微分同型 ιの合成を πで表
すと

π : G×G → G ; (g1, g2) 7→ g1g
−1
2

となる。定理 2.1.6より、Gの単位元 eにおける点対称 seは se ◦ π = π ◦ σを満た
す。(g1, g2) ∈ G×Gに対して、

se(π(g1, g2)) = se(g1g
−1
2 ), π(σ(g1, g2)) = π(g2, g1) = g2g

−1
1 = (g1g

−1
2 )−1.
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したがって、x ∈ Gに対して se(x) = x−1が成り立つ。一般の g ∈ Gにおける点対
称は sg(x) = gx−1gとなることが次の計算よりわかる。

sg(x) = Lg ◦ se ◦ L−1
g (x) = Lg ◦ se(g−1x) = Lg((g

−1x)−1) = Lg(x
−1g) = gx−1g.

Gの Lie環を gで表すとG×Gの Lie環は g× gになる。

dσ(X1, X2) = (X2, X1) ((X1, X2) ∈ g× g)

となるので、Riemann対称対に対応する直和分解 g× g = k+mは

k = {(X,X) | X ∈ g}, m = {(X,−X) | X ∈ g}

で与えられる。dπ : m → TeGを求めておく。X ∈ gに対して

dπ(X, 0) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

π(exp tX, e) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp tX = X,

dπ(0, X) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

π(e, exp tX) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(exp tX)−1 = −X

となるので、
dπ(X, Y ) = X − Y (X,Y ∈ g)

を得る。特に
dπ(X,−X) = 2X (X ∈ g).

他方、定理 2.1.3よりX ∈ gに対して

Expe(dπ(X,−X)) = π(expG×G(X,−X)) = π(expX, exp(−X))

= expX(exp(−X))−1 = exp 2X.

となるので、Expe2X = exp 2Xすなわち

ExpeX = expX (X ∈ g)

を得る。
gの極大可換部分 Lie環 tをとる。

a = {(X,−X) | X ∈ t}

はmの極大可換部分空間になる。したがって、定理 2.2.4より

m =
∪

k∈∆G

Ad(k)a

を得る。k = (g, g)とすると

Ad(k)a = {(Ad(g)X,−Ad(g)X) | X ∈ t}
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となるので、
g =

∪
g∈G

Ad(g)t

を得る。T = Expe(a)とおくと、T = exp tが成り立つ。T を極大トーラスと呼ぶ。
G×GのG×G/∆Gへの作用をGへの作用とみなすと

(g1, g2)(x, e)∆G = (g1x, g2)∆ ↔ g1xg
−1
2

となる。したがって、
G =

∪
k∈∆G

k · T =
∪
g∈G

gTg−1.

SO(n)の場合

X(θ) =

[
0 θ

−θ 0

]
∈ o(2)

とおく。r = [n/2]とする。

t =




X(θ1)
. . .

X(θr)

(0)


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ θa ∈ R


は o(n)の極大可換 Lie部分環になることがわかる。上の行列の右下の (0)は nが
奇数の場合に 0があり、nが偶数の場合には何もないことを表している。これより

o(n) =
∪

g∈SO(n)

Ad(g)t =
∪

g∈SO(n)

gtg−1

が成り立つ。これを行列の標準形に関する観点から言い換えると次の主張になる。
任意の n次交代行列X ∈ o(n)に対してある g ∈ SO(n)が存在して gXg−1 ∈ tが
成り立つ。

R(θ) =

[
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

]
∈ SO(2)

とおくと expX(θ) = R(θ)となり、

T = exp t =




R(θ1)
. . .

R(θr)

(1)


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ θa ∈ R

 ∼= SO(2)× · · · × SO(2)

が成り立つ。tの場合と同様に、上の行列の右下の (1)は nが奇数の場合に 0があ
り、nが偶数の場合には何もないことを表している。

SO(n) =
∪

g∈SO(n)

gTg−1
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が成り立つ。これを行列の標準形に関する観点から言い換えると次の主張になる。
任意の n次回転行列 x ∈ SO(n)に対してある g ∈ SO(n)が存在して gxg−1 ∈ T が
成り立つ。
U(n)の場合

t =


 iθ1

. . .

iθn


∣∣∣∣∣∣∣ θa ∈ R


は u(n)の極大可換 Lie部分環になることがわかる。これより

u(n) =
∪

g∈U(n)

Ad(g)t =
∪

g∈U(n)

gtg−1

が成り立つ。これを行列の標準形に関する観点から言い換えると次の主張になる。任
意のn次交代Hermite行列X ∈ u(n)に対してある g ∈ U(n)が存在して gXg−1 ∈ t

が成り立つ。

T = exp t =


 eiθ1

. . .

eiθn


∣∣∣∣∣∣∣ θa ∈ R

 ∼= U(1)× · · · × U(1)

となり
U(n) =

∪
g∈U(n)

gTg−1

が成り立つ。これを行列の標準形に関する観点から言い換えると次の主張になる。
任意の n次ユニタリ行列 x ∈ U(n)に対してある g ∈ U(n)が存在して gxg−1 ∈ T

が成り立つ。
Sp(n)の場合

t =


 iθ1

. . .

iθn


∣∣∣∣∣∣∣ θa ∈ R


は sp(n)の極大可換 Lie部分環になることがわかる。これより

sp(n) =
∪

g∈Sp(n)

Ad(g)t =
∪

g∈Sp(n)

gtg−1

が成り立つ。これを行列の標準形に関する観点から言い換えると次の主張になる。
任意の n次四元数交代Hermite行列X ∈ sp(n)に対してある g ∈ Sp(n)が存在し
て gXg−1 ∈ tが成り立つ。

T = exp t =


 eiθ1

. . .

eiθn


∣∣∣∣∣∣∣ θa ∈ R

 ∼= U(1)× · · · × U(1)
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となり
Sp(n) =

∪
g∈Sp(n)

gTg−1

が成り立つ。これを行列の標準形に関する観点から言い換えると次の主張になる。
任意の n次シンプレクティック行列 x ∈ Sp(n)に対してある g ∈ Sp(n)が存在して
gxg−1 ∈ T が成り立つ。
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対称空間の曲率テンソルはLie環のブラケット積で表示できることから、対称空
間の局所的性質とLie環の構造の間には密接な関係がある。さらに対称空間の分類
とLie環の分類の間にも密接な関係がある。そこで、この章ではその準備として複
素半単純 Lie環の構造について解説する。

3.1 半単純Lie環
定義 1.1.4では係数体が実数の場合の Lie環を定義したが、この節以降では係数

体を複素数にしたLie環も扱う。それらを区別するために定義 1.1.4で定義したLie

環を実Lie環と呼ぶことにする。

定義 3.1.1 複素ベクトル空間 gに複素双線形写像 [ , ] : g× g → gがあり、すべて
の元X,Y, Z ∈ gに対して

[X,Y ] = −[Y,X], [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0

が成り立つとき、gを複素Lie環と呼ぶ。

実 Lie環に対して定義した Lie部分環、準同型写像、同型写像などの概念は係数
体が複素数の場合も同様に使うことにする。この節で扱うLie環は特に断わらない
かぎり実または複素有限次元 Lie環である。実と複素の特定していないでただ Lie

環という場合は、実と複素の両方の Lie環で成り立つ事項を扱かっているものと
する。

定義 3.1.2 Lie環 gのベクトル部分空間 hが、

X ∈ h, Y ∈ g ⇒ [X, Y ] ∈ h

を満たすとき、hを gのイデアルと呼ぶ。gの次元が 2以上であって、自分自身と
{0}以外のイデアルを持たないとき、gを単純Lie環という。単純 Lie環の直和に
なる Lie環を半単純 Lie環という。Lie群の Lie環が単純になるとき、その Lie群
を単純 Lie群という。同様に、Lie群の Lie環が半単純になるとき、その Lie群を
半単純という。
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定義 3.1.3 Lie環 gのKilling形式Bを次で定義する。

B(X, Y ) = tr(ad(X)ad(Y )) (X, Y ∈ g).

Bは対称になる。さらにBは gの自己同型に関して不変になることがわかる。

定理 3.1.4 Lie環が半単純になるための必要十分条件は、そのKilling形式が非退
化になることである。

例 3.1.5 o(3)について考える。

e1 =

 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 , e2 =

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0

 , e3 =

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0


とおくと e1, e2, e3は o(3)の基底になり

[e1, e2] = e3, [e2, e3] = e1, [e3, e1] = e2

が成り立つ。これより ad(ei)(1 ≤ i ≤ 3)の基底 e1, e2, e3に関する表現行列は

ad(e1) :

 0 0 0

0 0 −1

0 1 0

 , ad(e2) :

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 , ad(e3) :

 0 −1 0

1 0 0

0 0 0


になり

B(e1, e1) = tr(ad(e1)ad(e1)) = −2, B(e1, e2) = B(e2, e1) = 0,

B(e1, e3) = B(e3, e1) = 0, B(e2, e2) = −2, B(e2, e3) = 0, B(e3, e3) = −2.

したがってBの e1, e2, e3に関する表現行列は −2 0 0

0 −2 0

0 0 −2


となり、Bは非退化になる。したがって、定理 3.1.3より o(3)は半単純になる。実
は単純になることもわかる。

例 3.1.6 su(2)について考える。

e1 =

[ √
−1 0

0 −
√
−1

]
, e2 =

[
0 1

−1 0

]
, e3 =

[
0

√
−1√

−1 0

]



3.2. Cartan部分環とルート空間分解 33

とおくと e1, e2, e3は su(2)の基底になり

[e1, e2] = e3, [e2, e3] = e1, [e3, e1] = e2

が成り立つ。これより su(2)は o(3)とLie環として同型になることがわかる。した
がって、su(2)も単純 Lie環になる。さらに

su(2) +
√
−1su(2) =

3∑
i=1

(Rei + R
√
−1ei) = sl(2,C)

が成り立ち、sl(2,C)は su(2)の複素化とみなせる。一般に、実 Lie環のベクトル
空間としての複素化には自然に複素 Lie環の構造が定まる。Lie環の複素化の定義
は定義 3.4.6で与える。su(2)は最初から sl(2,C)に含まれているため、複素化を考
えやすい。e1, e2, e3は sl(2,C)の基底にもなり、sl(2,C)のKilling形式も非退化に
なることがわかる。したがって、定理 3.1.3より sl(2,C)は半単純になる。実は単
純になることもわかる。

上記の例ではコンパクト単純Lie群SU(2)のLie環 su(2)の複素化が複素単純Lie

環 sl(2,C)になっている。この現象はこの場合にかぎらず一般的に成り立つ。これ
についてはあとで述べる。さらにこの現象は後で述べる単純Lie環の分類やコンパ
クト型Rimann対称空間と非コンパクト型Riemann対称空間の双対性と深く関係
している。

3.2 Cartan部分環とルート空間分解
定義 3.2.1 複素半単純 Lie環 gの Lie部分環 hが次の条件を満たすとき、hを gの
Cartan部分環と呼ぶ。

(1) hは gの極大可換 Lie部分環である。

(2) 各H ∈ hに対して、adH : g → gは対角化可能である。

定理 3.2.2 複素半単純 Lie環はCartan部分環を持つ。

gを複素半単純 Lie環とし、hをその Cartan部分環とする。各H ∈ hに対して
adH : g → gは対角化可能である。さらに、H1, H2 ∈ hをとると

adH1adH2 − adH2adH1 = [adH1, adH2] = ad[H1, H2] = 0

となるので、adH1と adH2は可換になる。よって、これらは同時対角化可能であ
る。同様に、{adH | H ∈ h}はすべて同時対角化可能になる。この状況は次のルー
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ト空間で記述することでより明確に表現できる。べクトル空間 V の双対空間を V ∗

で表す。α ∈ h∗に対して

gα = {X ∈ g | [H,X] = α(H)X (H ∈ h)}

によって gの hに関するルート空間 gαを定める。α ∈ h∗ − {0}に対して gα ̸= {0}
のとき、αを gの hに関するルートと呼び、その全体を∆で表しルート系と呼ぶ。

定理 3.2.3 複素半単純 Lie環 gのCartan部分環 hに対して以下が成り立つ。

(1) g = h+
∑
α∈∆

gα は直和になる。

(2) 各 α ∈ ∆に対して dim gα = 1.

(3) α, β ∈ ∆に対して [gα, gβ] ⊂ gα+βが成り立ち、α + β ∈ ∆を満たすときは、
[gα, gβ] = gα+β が成り立つ。

(4) gのKilling形式Bを h× h に制限すると非退化になる。α ∈ h∗に対して

B(H,Hα) = α(H) (H ∈ h)

を満たすHα ∈ hが一意的に存在する。

(5) α ∈ ∆に対して−α ∈ ∆となり、

[gα, g−α] = CHα, α(Hα) ̸= 0.

例 3.2.4 sl(n,C)の Lie部分環を

h =


 z1

. . .

zn


∣∣∣∣∣∣∣ zi ∈ C, z1 + · · ·+ zn = 0


によって定めると、hは可換Lie部分環になる。1 ≤ i ̸= j ≤ nに対してEi,jで (i, j)

成分のみ 1で他の成分は 0の n次正方行列を表す。

H =

 z1
. . .

zn

 ∈ h

に対して
[H,Ei,j] = HEi,j − Ei,jH = (zi − zj)Ei,j.
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よって、各Ei,jは {adH | H ∈ h}の同時固有ベクトルになっている。これをふま
えて ei ∈ h∗を

ei

 z1
. . .

zn

 = zi

によって定め、αi,j = ei − ejとおくと、

gαi,j
= {X ∈ sl(n,C) | [H,X] = αi,j(H)X (H ∈ h)} = CEi,j

が成り立つ。さらに

(∗) sl(n,C) = h+
∑
i ̸=j

CEi,j = h+
∑
i̸=j

gαi,j

は直和分解になる。これより、hは極大可換Lie部分環になることがわかる。また、
各 adH (H ∈ h)は対角化可能になる。以上より、hは sl(n,C)のCartan部分環にな
る。(∗)は sl(n,C)の hによるルート空間分解になる。ルート系は次のようになる。

∆ = {αi,j | i ̸= j}.

定理 3.2.5 定理 3.2.3の条件と記号のもとで hR =
∑
α∈∆

RHαとおくと、hRは hの

実部分空間になり、以下が成り立つ。

(1) Bは hR × hR上正定値実内積になる。

(2) h = hR +
√
−1hR は実部分空間の直和になる。

上記定理の (1)よりルートは hR上実数値をとることがわかる。

定理 3.2.6 g, g′を複素半単純Lie環とする。h, h′をそれぞれ g, g′のCartan部分環
とし、それぞれのルート系を∆,∆′で表す。hR =

∑
α∈∆

RHα, h
′
R =

∑
α′∈∆′

RHα′ とお

く。定理3.2.5より∆ ⊂ (hR)
∗,∆′ ⊂ (h′R)

∗ とみなせる。実線形同型写像ϕ : hR → h′R
が∆′ ◦ ϕ = ∆を満たすならば、ϕは複素 Lie環の同型写像 ϕ̃ : g → g′ に拡張で
きる。

上記定理は複素半単純 Lie環のルート系が線形同型対応によって対応するなら
ば、複素半単純 Lie環は同型になることを主張している。
複素半単純Lie環のCartan部分環同士は自己同型写像で写り合うことがわかる。

特にCartan部分環の次元はCartan部分環のとり方に依存しない。

定義 3.2.7 複素半単純 Lie環 gのCartan部分環の次元を gの階数という。
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命題 3.2.8 定理 3.2.3の条件と記号のもとで、α, β ∈ ∆に対して

p = min{n ∈ Z | β + nα ∈ ∆ ∪ {0}}, q = max{n ∈ Z | β + nα ∈ ∆ ∪ {0}}

とおくと、

{β + nα | n ∈ Z} ∩ (∆ ∪ {0}) = {β + nα | n ∈ Z, p ≤ n ≤ q}

が成り立つ。さらに

p+ q = −2β(Hα)

α(Hα)
.

この命題より α, β ∈ ∆に対して
2β(Hα)

α(Hα)
は整数になることがわかる。さらに、

絶対値が 3以下の整数になることがわかる。

定義 3.2.9 V を有限次元実ベクトル空間とする。v1, . . . , vnをV の基底とする。任
意の x, y ∈ V に対して

x− y =
n∑

i=1

aivi

とおいたとき、a1, . . . , anの最初に 0ではない aiが正ならば x > yとする。これに
よって V に定まる全順序を辞書式順序という。

辞書式順序はもちろん基底のとり方に依存するため、あまり役に立たないよう
に感じるかもしれないが、ルート系のようなベクトル空間の有限部分集合の性質
を調べるには有効である。

定義 3.2.10 定理 3.2.5より∆ ⊂ (hR)
∗とみなせる。(hR)

∗に辞書式順序を定めて
おく。α ∈ ∆が α > 0であり、正のルート β, γによって α = β + γと表すことが
できないとき、αを単純ルートという。

例 3.2.11 例 3.2.4において、sl(n,C)のルート系を求めた。ここではさらに単純
ルートの全体を求める。例 3.2.4の設定や記号はそのまま使うことにする。

hR =


 x1

. . .

xn


∣∣∣∣∣∣∣ xi ∈ R, x1 + · · ·+ xn = 0


となることがわかる。dim hR = n− 1となり、

α1,2 = e1 − e2, α2,3 = e2 − e3, . . . , αn−1,n = en−1 − en
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は (hR)
∗の基底になる。これに関する辞書式順序を (hR)

∗に導入する。すると i < j

に対して

αi,j = ei − ej = (ei − ei+1) + · · ·+ (ej−1 − ej)

= αi,i+1 + · · ·+ αj−1,j > 0.

これより
αj,i = −αi,i+1 − · · · − αj−1,j < 0

もわかる。上記の計算より単純ルートの全体は

α1,2, α2,3, . . . , αn−1,n.

になる。

定理 3.2.12 複素半単純Lie環 gのルート系∆の単純ルート全体をα1, . . . , αrとす
ると、rは gの階数に一致する。任意の α ∈ ∆に対して

α =
r∑

i=1

niαi (ni ∈ Z)

であり、niはすべて 0以上であるかすべて 0以下であるかのどちらかである。

3.3 複素単純Lie環の分類
第 3.2節の設定と記号をそのまま使うことにする。複素半単純Lie環 gのCartan

部分環 hに関するルート系∆から定まる実部分空間 hRに gのKilling形式Bを制
限すると正定値になる。この内積から定まる h∗の内積もBで表すことにする。す
ると、

B(α, β) = B(Hα, Hβ) = α(Hβ) (α, β ∈ h∗)

が成り立つ。

定義 3.3.1 複素半単純 Lie環 gの単純ルートの全体を α1, . . . , αrとする。

aij =
2B(αi, αj)

B(αi, αi)
(1 ≤ i, j ≤ r)

が定める行列 (aij)を gのCartan行列と呼ぶ。i ̸= jのとき、aij = 0,−1,−2,−3

になる。

Cartan行列の性質を抽出して特徴付けることで、逆に Cartan行列から複素半
単純 Lie環を構成できる。Cartan行列を特徴付ける性質を少し弱めるとそれから
構成される Lie環は無限次元になり、無限次元 Lie環論に発展していく。
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定義 3.3.2 複素半単純Lie環 gの単純ルートの全体をα1, . . . , αrとする。⃝を r個
並べ、各⃝にα1からαrのラベルを付ける。αiとαjを aij = −1のときは一重線で
結び、aij = −2のときは二重線で結びαjからαiの向きに矢印を付け、aij = −3の
ときは三重線で結びαjからαiの向きに矢印を付ける。得られた図形をgのDynkin

図形と呼ぶ。

定理 3.3.3 複素単純 Lie環のDynkin図形は次のいずれかになり、Dynkin図形の
同じ複素単純 Lie環は同型になる。

Ar(r ≥ 1) :
α1

⃝ —–
α2

⃝ —– · · ·—–
αr

⃝

Br(r ≥ 2) :
α1

⃝ —– · · ·—–
αr−1

⃝ =⇒
αr

⃝

Cr(r ≥ 3) :
α1

⃝ —– · · ·—–
αr−1

⃝ ⇐=
αr

⃝

Dr(r ≥ 4) :
α1

⃝ —– · · ·—–

⃝αr−1

|
⃝

αr−2

—–
αr

⃝

E6 :
α1

⃝ —–
α3

⃝ —–

⃝α2

|
⃝

α4

—–
α5

⃝ —–
α6

⃝

E7 :
α1

⃝ —–
α3

⃝ —–

⃝α2

|
⃝

α4

—–
α5

⃝ —–
α6

⃝ —–
α7

⃝

E8 :
α1

⃝ —–
α3

⃝ —–

⃝α2

|
⃝

α4

—–
α5

⃝ —–
α6

⃝ —–
α7

⃝ —–
α8

⃝

F4 :
α1

⃝ —–
α2

⃝=⇒
α3

⃝ —–
α4

⃝

G2 :
α1

⃝<≡≡
α2

⃝

注意 3.3.4 Dynkin図形がAr型になる複素単純 Lie環は

sl(r + 1,C) = {X ∈ gl(r + 1,C) | trX = 0}

である。Dynkin図形がBr型になる複素単純 Lie環は

o(2r + 1,C) = {X ∈ gl(2r + 1,C) | X :交代 }

である。Dynkin図形がCr型になる複素単純 Lie環は

sp(r,C) =

{
X

∣∣∣∣∣X =

[
Z1 Z2

Z3 −tZ1

]
, Zi ∈ Mr(C), Z2, Z3 :対称

}

である。Dynkin図形がDr型になる複素単純 Lie環は

o(2r,C) = {X ∈ gl(2r,C) | X :交代 }
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である。以上を古典型複素単純 Lie環と呼ぶ。Dynkin図形がE,F,G型になる複
素単純Lie環の記述は簡単ではないので、ここでは省略するが、これらを例外型複
素単純Lie環と呼ぶ。

3.4 半単純Lie環の直和分解
定義 3.4.1 Lie環 gに対して

{X ∈ g | [X, Y ] = 0 (Y ∈ g)}

を gの中心と呼ぶ。コンパクト Lie群の Lie環と同型になる実 Lie環をコンパクト
Lie環と呼ぶ。

命題 3.4.2 Lie群Gの中心は閉Lie部分群になり、そのLie環はGのLie環の中心
に一致する。

例 3.4.3 ユニタリ群U(n)の中心は {z1n | z ∈ U(1)}になり、その Lie環は {y1n |
y ∈ u(1)}になる。これは U(n)の Lie環 u(n)の中心に一致する。特殊ユニタリ群
SU(n)の中心は {z1n | z ∈ U(1), zn = 1}になり、位数 nの巡回群に同型である。
この Lie環は {0}であり、SU(n)の Lie環 su(n)の中心に一致する。

命題 3.4.4 (1) 実 Lie環がコンパクト Lie環になるための必要十分条件は、その
Killing形式が半負定値になることである。

(2) コンパクト Lie環 gの中心を zで表すと、gはイデアルの直和 g = z + [g, g]

に分解し、[g, g]はコンパクト半単純 Lie環になる。

定理 3.4.5 コンパクト連結半単純 Lie群の普遍被覆群はコンパクトになる。

コンパクト連結半単純Lie群に両側不変Riemann計量を入れると、Ricci曲率が正
定値になることがわかり、Myersの定理 (定理 1.2.14)より基本群は有限群になる。
したがって、その普遍被覆群もコンパクトになる。

定義 3.4.6 係数体を制限することにより複素Lie環 lを実Lie環とみなすことがで
きる。それを lRと書くことにする。lRの Lie部分環 gが次の条件を満たすとき、g

を lの実形と呼ぶ。lRが gと
√
−1gの直和になる。

実 Lie環 hの積 [ , ] : h × h → hを hのベクトル空間としての複素化 hCの積
[ , ] : hC × hC → hCに複素双線形に拡張できる。これによって、hCは複素 Lie環
になる。hCを実Lie環 hの複素化という。このとき、hは hCの実形になっている。

複素 Lie環 lの実形 gの複素化 gCは lと同型になり、自然にこれらを同一視で
きる。
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定理 3.4.7 複素半単純 Lie環はコンパクト実形を持つ。

複素半単純 Lie環のルート空間分解を利用して定理 3.4.7を証明できる。

例 3.4.8 su(n)は複素単純 Lie環 sl(n,C) の実 Lie部分環になる。su(n)の任意の
元は

X +
√
−1Y (X : n次実交代行列 Y : n次実対称行列 trY = 0)

と表すことができる。この形より

sl(n,C) = su(n) +
√
−1su(n)

は直和になる。したがって、su(n)は sl(n,C)のコンパクト実形になる。

定義 3.4.9 Lie環gに対して随伴表現の像ad(g)はgl(g)のLie部分環になる。ad(g)
に対応するGL(g)の連結 Lie部分群を gの随伴群と呼び、Int(g)で表す。

連結 Lie群Gの Lie環を gとすると、Gの随伴表現の像は gの随伴群に一致す
る。すなわち、Ad(G) = Int(g)が成り立つことがわかる。

命題 3.4.10 複素半単純 Lie環 gのコンパクト実形は Int(g)の作用で写り合う。

コンパクト半単純 Lie環が単純になることとその複素化が複素単純になること
は同値になる。したがって 定理 3.3.3より、複素単純 Lie環の分類に対応してコン
パクト単純 Lie環の分類も得られる。さらに定理 3.4.5より複素単純 Lie環と単連
結コンパクト単純 Lie群は一対一に対応し、単連結コンパクト単純 Lie群の分類も
得られる。
Ar型 (r ≥ 1)複素単純Lie環に対応する単連結コンパクト単純Lie群はSU(r+1)

である。B2型 (r ≥ 2)複素単純 Lie環に対応する単連結コンパクト単純 Lie群は
SO(2r + 1)の二重被覆群 Spin(2r + 1)である。Cr型 (r ≥ 3)複素単純 Lie環に対
応する単連結コンパクト単純 Lie群は Sp(r)である。Dr型 (r ≥ 4)複素単純 Lie環
に対応する単連結コンパクト単純 Lie群は SO(2r)の二重被覆群 Spin(2r)である。
Spin(n)はスピノル群と呼ばれ、抽象的には回転群 SO(n)の普遍被覆群として定
義される。Clifford代数を利用して具体的に構成することもできる。例外型複素単
純 Lie環についてもそれぞれ単連結コンパクト単純 Lie群が対応する。

定義 3.4.11 gを実半単純 Lie環とする。gCのコンパクト実形 uが複素化 gCの g

に関する複素共役写像で不変であり、

k = g ∩ u, m = g ∩
√
−1u

とおくと、g = k+mが直和になるとき、この直和分解をCartan分解と呼ぶ。
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例 3.4.12 sl(n,R)は実単純 Lie環であり、その複素化は sl(n,C)になる。sl(n,C)
の sl(n,R)に関する複素共役写像は通常の複素共役写像

¯ : sl(n,C) → sl(n,C) ; X 7→ X̄

に一致する。例 3.4.8でみたように、su(n)の任意の元は

X +
√
−1Y (X : n次実交代行列 Y : n次実対称行列 trY = 0)

と表すことができ、
X +

√
−1Y = X −

√
−1Y

だから、su(n) = su(n) が成り立つ。さらに

k = sl(n,R) ∩ su(n) = {X ∈ sl(n,R) | X :交代 },
m = sl(n,R) ∩

√
−1su(n) = {X ∈ sl(n,R) | X :対称 }

とおくと、sl(n,R) = k+m は直和になる。したがって、この sl(n,R)の交代行列
と対称行列への直和分解はCartan分解になっている。

定理 3.4.13 実半単純 Lie環はCartan分解を持つ。

定理 3.4.14 gを実半単純 Lie環とし、

g = k1 +m1 = k2 +m2

を gの二つのCartan分解とする。このとき、ある ϕ ∈ Int(g)が存在して、次が成
り立つ。

ϕ(k1) = k2, ϕ(m1) = m2.

定義 3.4.15 gを実 Lie環とし、kをその Lie部分環とする。gの随伴表現の kの像
adg(k)は ad(g)の Lie部分環になる。adg(k)に対応する Int(g)の連結 Lie部分群が
コンパクトになるとき、kを gのコンパクトに埋め込まれたLie部分環という。

命題 3.4.16 gを実半単純 Lie環とし、g = k + mを Lie部分環 kと部分空間mに
よる直和分解とする。このとき、次の (1)と (2)は同値である。

(1) g = k+mはCartan分解である。

(2) 写像 θ : g → gを

θ(T +X) = T −X (T ∈ k, X ∈ m)

によって定めると、θは gの対合的自己同型写像になり、

Bθ(X, Y ) = −B(X, θ(Y )) (X,Y ∈ g)

は g上の正定値内積になる。ただし、Bは gのKilling形式である。
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これらの条件が成り立つとき、kは gの極大なコンパクトに埋め込まれた Lie部分
環になる。

定義 3.4.17 実半単純 Lie環 gの対合的自己同型写像 θに対して、

Bθ(X,Y ) = −B(X, θ(Y )) (X, Y ∈ g)

によって定めた双線形形式が正定値内積になるとき、θを gのCartan対合と呼ぶ。

命題 3.4.16より、実半単純 Lie環の Cartan分解から Cartan対合が定まること
がわかる。

例 3.4.18 例 3.4.12より

k = {X ∈ sl(n,R) | X :交代 }, m = {X ∈ sl(n,R) | X :対称 }

とおくと、sl(n,R) = k+m はCartan分解になる。これから定まるCartan対合 θ

に関して sl(n,R)内の交代行列全体が+1固有空間であり、対称行列全体が−1固
有空間になるので、

θ(X) = −tX (X ∈ sl(n,R))

と表される。これが対合的自己同型写像になり、±1固有空間が k,mになることは
次のように直接計算でも確かめることができる。θが対合的であることと±1固有
空間が k,mになることは θの定義からわかる。X,Y ∈ sl(n,R)に対して

[θ(X), θ(Y )] = [−tX,−tY ] = [tX, tY ] = tX tY − tY tX = t(Y X −XY )

= −t[X,Y ] = θ([X, Y ]).

したがって、θは Lie環の自己同型写像になり、Cartan対合であることがわかる。
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4.1 直交対称Lie代数
(G,K)をRiemann対称対とし、σ : G → Gをその対合的自己同型写像とする。

G,Kの Lie環をそれぞれ g, kで表す。σの微分 dσ : g → gは Lie環 gの対合的自己
同型写像になる。F (σ,G)0 ⊂ K ⊂ F (σ,G)より kは dσの+1固有空間に一致する。
AdG(K)がコンパクトであることより、kは gのコンパクトに埋め込まれた Lie部
分環であることがわかる。これらをふまえて、Lie群に対する Lie環の概念の類似
にあたるRiemann対称対に対する概念を定義する。

定義 4.1.1 実 Lie環 gの対合的自己同型写像 sが次の条件を満たすとき、組 (g, s)

を直交対称 Lie代数と呼ぶ。sの+1固有空間 kは gのコンパクトに埋め込まれた
Lie部分環になる。gの中心を zとして、k ∩ z = {0}が成り立つとき、(g, s)を効
果的という。連結 Lie群Gとその Lie部分群Kの対 (G,K)は次の条件を満たすと
き、(g, s)に対応しているという。Gの Lie環は gであり、Kに対応する Lie部分
環は sの+1固有空間に一致する。二つの直交対称 Lie代数 (g1, s1)と (g2, s2)に対
して、Lie環の同型写像 ϕ : g1 → g2が存在して ϕ ◦ s1 = s2 ◦ ϕが成り立つときに、
(g1, s1)と (g2, s2)は同型であるという。

Riemann対称対 (G,K)とその対合的自己同型写像 σ : G → Gに対して、(g, dσ)

は直交対称 Lie代数になる。逆に直交対称 Lie代数 (g, s)に対応する Lie群の対
(G,K)がどのようなときにRiemann対称対になるかについては次の命題がある。

命題 4.1.2 (g, s)を直交対称 Lie代数とし、(G,K)を (g, s)に対応する Lie群の対
とする。Gが単連結でKが連結ならば、(G,K)はRiemann対称対になる。

注意 4.1.3 直交対称 Lie代数 (g, s)に対応する Lie群の対 (G,K)は一般にはRie-

mann対称対になるとは限らない。Lie環 gの自己同型写像 sに対応する Lie群G

の自己同型写像が存在しないこともあれば、もし Lie群Gの自己同型写像が存在
してもその不動点集合にKが含まれないこともある。

定義 4.1.4 (g, s)を直交対称Lie代数とする。sの±1固有空間分解を g = k+m で
表す。



44 第 4章 対称空間の分解と分類

(1) gがコンパクト半単純 Lie環のとき、(g, s)をコンパクト型直交対称 Lie代
数という。

(2) gが非コンパクト半単純 Lie環であって、g = k +mが gのCartan分解のと
き、(g, s)を非コンパクト型直交対称Lie代数という。

(3) mが gの可換イデアルのとき、(g, s)をEuclid型直交対称Lie代数という。

例 4.1.5 (1) gをコンパクト半単純 Lie環とする。gの任意の対合的自己同型写
像 sに対して、(g, s)は効果的コンパクト型直交対称 Lie代数になる。

(2) gを非コンパクト半単純 Lie環とする。gの Cartan分解に対応して定まる
Cartan対合 sに対して、(g, s)は効果的非コンパクト型直交対称 Lie代数に
なる。

(3) mを有限次元実ベクトル空間とし、kをGL(m)のコンパクトLie部分群のLie

環とする。実ベクトル空間 gを直和 g = k+m によって定める。g上のブラ
ケット積を次のように定める。

[X1, X2] = 0 (X1, X2 ∈ m),

[T,X] = −[X,T ] = T ·X (T ∈ k, X ∈ m),

[T1, T2] = T1T2 − T2T1 (T1, T2 ∈ k).

これによって gは Lie環になる。

s(T +X) = T −X (T ∈ k, X ∈ m)

によって sを定めると、sは gの対合的自己同型写像になる。これにより、
(g, s)は効果的 Euclid型直交対称 Lie代数になる。

定理 4.1.6 (g, s)を直交対称Lie代数とする。このとき、gのイデアル g0, g−, g+が
存在して、以下が成り立つ。

(1) g = g0 + g− + g+ は直和分解。

(2) g0, g−, g+は sの作用に関して不変であり、gのKilling形式に関して直交し
ている。

(3) sの g0, g−, g+への制限をそれぞれ s0, s−, s+とする。このとき、

(g0, s0), (g−, s−), (g+, s+)

はそれぞれ Euclid型、コンパクト型、非コンパクト型直交対称 Lie代数に
なる。
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4.2 対称空間の双対性
定義 4.2.1 (g, s)を直交対称 Lie代数とし、g = k + mを sの±1固有空間分解と
する。

g∗ = k+
√
−1m ⊂ gC

によって gの複素化 gC内の実部分空間 g∗を定めると、g∗は gCの実 Lie部分環に
なる。さらに、sの複素化の g∗への制限

s∗(T +
√
−1X) = T −

√
−1X (T ∈ k, X ∈ m)

は g∗の対合的自己同型写像になる。あとの命題 4.2.3より (g∗, s∗)は直交対称 Lie

代数になる。(g∗, s∗)を (g, s)の双対という。

例 4.2.2 例 3.4.12と 3.4.18で述べた sl(n,R)のCartan分解とCartan対合から定
まる直交対称 Lie代数は、(sl(n,R), θ)になる。ただし、

θ(X) = −tX (X ∈ sl(n,R))

である。sl(n,R)のCartan分解は

k = {X ∈ sl(n,R) | X :交代 }, m = {X ∈ sl(n,R) | X :対称 }

によって定まるので、(sl(n,R), θ)の双対の sl(n,R)∗は

sl(n,R)∗ = k+
√
−1m = su(n)

になる。θを sl(n,C)に複素化し、su(n)に制限した対合的自己同型写像 θ∗によっ
て、(su(n), θ∗)が (sl(n,R), θ)の双対になる。ここで、X ∈ su(n)に対して

θ∗(X) = −tX = X̄

となる。
特にn = 2の場合、(SL(2,R), SO(2))は (sl(2,R), θ)に対応するRiemann対称対

になり、SL(2,R)/SO(2)は双曲平面になる。他方、(SU(2), SO(2))は (su(n), θ∗)

に対応するRiemann対称対になり、SU(2)/SO(2)は 2次元球面になる。

命題 4.2.3 (g, s)を直交対称 Lie代数とし、(g∗, s∗)を (g, s)の双対とする。このと
き、以下が成り立つ。

(1) (g∗, s∗)は直交対称 Lie代数になる。

(2) (g, s)がコンパクト型ならば、(g∗, s∗)は非コンパクト型になる。逆に (g, s)が
非コンパクト型ならば、(g∗, s∗)はコンパクト型になる。
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(3) (g1, s1)と (g2, s2)が同型ならば、(g∗1, s
∗
1)と (g∗2, s

∗
2)も同型になる。

定理 4.2.4 gをコンパクト半単純Lie環とし、s : g⊕g → g⊕g ; (X, Y ) 7→ (Y,X)

によって対合的自己同型写像 sを定めると (g ⊕ g, s)はコンパクト型直交対称 Lie

代数になる。これの双対になる非コンパクト型直交対称 Lie代数を (l∗, s∗)で表す
と、l∗は gCと実 Lie環として同型になる。さらに、(l∗, s∗)は直交対称 Lie代数と
して gCと gに関する複素共役写像 σの組 (gC, σ)と同型になる。
逆にコンパクト型直交対称 Lie代数 (l, s)の双対になる非コンパクト型直交対称

Lie代数 (l∗, s∗)のLie環 l∗が複素Lie環の構造を持てば、(l∗, s∗)は上記のようにし
て得られる。

4.3 対称空間の分解
定義 4.3.1 Riemann対称対 (G,K)から定まる直交対称 Lie代数がコンパクト型
になるとき、(G,K)をコンパクト型Riemann対称対という。Riemann対称対の
非コンパクト型Riemann対称対、Euclid型Riemann対称対についても同様に
定義する。対称空間M の等長変換全体の単位連結成分をGで表し、o ∈ M をと
りK = {k ∈ G | ko = o}と定めると、定理 2.1.3より (G,K)は Riemann対称対
になる。このRiemann対称対 (G,K)がコンパクト型になるとき、M をコンパク
ト型Riemann対称空間という。非コンパクト型Riemann対称空間、Euclid型
Riemann対称空間についても同様に定義する。

定理 4.3.2 M を対称空間とする。

(1) M がコンパクト型ならば、M の断面曲率は 0以上になる。

(2) M が非コンパクト型ならば、M の断面曲率は 0以下になる。

(3) M が Euclid型ならば、M の断面曲率は 0になる。

命題 4.3.3 M を対称空間とし、π : M̃ → M をM の普遍被覆空間とする。πが局
所等長的になるように M̃ のRiemann計量を入れると M̃ も対称空間になる。

定義 4.3.4 Riemann多様体M1,M2の多様体としての積M1 ×M2に

T(x,y)(M1 ×M2) = TxM1 + TyM2

が直交直和になるように Riemann計量を導入したものをM1とM2のRiemann

積と呼ぶ。
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定理 4.3.5 M を単連結対称空間とする。このとき、M はRiemann積

M = M0 ×M− ×M+

に分解する。ここで、M0はEuclid空間、M−はコンパクト型対称空間、M+は非
コンパクト型対称空間である。

定義 4.3.6 (g, s)を直交対称 Lie代数とし、sの±1固有空間分解を g = k + m で
表す。(g, s)が次の条件を満たすとき、(g, s)を既約という。

(1) gは半単純であり、kは gの {0}以外のイデアルを含まない。

(2) ad(k)はmに既約に作用する。

既約直交対称Lie代数に対応するRiemann対称対も既約という。対称空間Mの等
長変換全体の単位連結成分をGで表し、o ∈ M をとりK = {k ∈ G | ko = o}に
よって定まるRiemann対称対 (G,K)が既約になるとき、M を既約という。

直交対称 Lie代数 (g, s)が既約になることと、その双対 (g∗, s∗)が既約になるこ
とは同値になる。

定理 4.3.7 Mを単連結コンパクト型対称空間とする。このとき、MはRiemann積

M = M1 × · · · ×Mr

に分解する。ここで、各Miはコンパクト型既約対称空間である。単連結非コンパ
クト型対称空間も同様の分解を持つ。

定理 4.3.8 コンパクト型既約直交対称 Lie代数は次のいずれかになる。

I コンパクト単純 Lie環 gとその対合的自己同型写像 sによる (g, s).

II コンパクト単純 Lie環 gと s : g ⊕ g → g ⊕ g ; (X, Y ) 7→ (Y,X)による
(g⊕ g, s).

非コンパクト型既約直交対称 Lie代数は次のいずれかになる。

III 非コンパクト単純実 Lie代数 gの複素化 gCが複素単純 Lie環になり、gの対
合的自己同型写像 sの不動点集合がコンパクトに埋め込まれた部分環になる
ときの (g, s).

IV 複素単純 Lie環 gを実 Lie環とみなした gRとそのコンパクト実形に関する複
素共役写像 sによる (gR, s).

さらに既約直交対称 Lie代数 (g, s)が III型になることとその双対 (g∗, s∗)が I型に
なることは同値になり、(g, s)が IV型になることと (g∗, s∗)が II型になることは同
値になる。

II型の既約直交対称 Lie代数はコンパクト単純 Lie環と一対一に対応し、これに
より分類できる。これに応じて IV型の既約直交対称 Lie代数も分類できる。
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4.4 非コンパクト型対称空間
定理 4.4.1 (G,K)を非コンパクト型直交対称Lie代数 (g, s)に対応するLie群の対
とする。定義 4.1.1よりGは連結である。このとき以下が成り立つ。

(1) Kは連結閉部分群になり、Gの中心Zを含む。さらにKがコンパクトであ
ることと Zが有限群であることは同値になる。このとき、KはGの極大コ
ンパクト部分群になる。

(2) Gの対合的自己同型写像 θが存在してK = F (θ,G)と dθ = sが成り立つ。
すなわち、(G,K)はRiemann対称対になる。

(3) sの ±1固有空間分解を g = k + m で表す。写像 m × K → G ; (X, k) 7→
(expX)kは微分同型写像になり、対称空間G/Kの指数写像も微分同型写像
になる。

定理 4.4.2 (G,K)を非コンパクト型Riemann対称対とする。K1をGのコンパク
ト部分群とすると、ある g ∈ Gが存在して g−1K1g ⊂ Kが成り立つ。さらにKは
ただ一つの極大コンパクト部分群K ′を持ち、K ′はGの極大コンパクト部分群に
もなっている。

定理 4.4.3 Gを連結半単純 Lie群とする。Gのすべての極大コンパクト部分群は
連結になり、Gの内部自己同型写像によって共役になる。KをGの極大コンパク
ト部分群とするとEuclid空間に微分同型な部分多様体EがG内に存在して、写像
E ×K → G ; (e, k) 7→ ekは微分同型写像になる。

4.5 コンパクト型対称空間
この節ではコンパクト型対称空間の制限ルート系について解説する。設定やそ

れに伴う記号が多くなるため、一度定めた設定や記号は原則としてその後でもそ
のまま使うことにする。
(g, s)をコンパクト型直交対称Lie代数とし、g = k+mをsの±1固有空間とする。

gに Int(g)と sの作用に関して不変な内積 ⟨ , ⟩を導入する。このとき、g = k+m

は直交直和分解になる。m内の極大可換部分空間 aをとり、aを含む gの極大可換
部分環 tをとると、

t = t ∩ k+ a

は直和分解になり、複素化 tCは複素半単純 Lie環 gCのCartan部分環になる。gC

の tC に関する各ルートは t上純虚数の値をとることがわかる。そこで、前章の複
素半単純 Lie環のルートの定義と

√
−1倍異なるが、次のようにルートの定義をや

りなおす。α ∈ tに対して

gCα = {X ∈ gC | [H,X] =
√
−1⟨α,H⟩X (H ∈ t)}
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によって gCの tに関するルート空間 gCαを定め、

∆ = {α ∈ t− {0} | gCα ̸= {0}}

によってルート系を定める。定理 3.2.3のルート空間分解は

g = tC +
∑
α∈∆

gCα

となる。さらに、λ ∈ aに対して

gCλ = {X ∈ gC | [H,X] =
√
−1⟨λ,H⟩X (H ∈ a)}

によって gCλ を定める。λ ∈ a−{0}に対して gCλ ̸= {0}のとき、λを (g, s)の aに関
する制限ルートと呼び、その全体を

∆m = {λ ∈ a− {0} | gCλ ̸= {0}}

で表し、制限ルート系と呼ぶ。tから aへの直交射影をH 7→ Hで表し、

∆0 = ∆ ∩ k = {α ∈ ∆ | ᾱ = 0}

とおくと
∆m = {ᾱ | α ∈ ∆−∆0}

が成り立つ。kにおける aの中心化部分環を k0とおく。

k0 = {X ∈ k | [X,H] = 0 (H ∈ a)}.

λ ∈ aに対して

kλ = k ∩ (gCλ + gC−λ), mλ = k ∩ (gCλ + gC−λ)

によって制限ルート空間 kλ,mλ を定める。aの基底によって aに辞書式順序を定
める。

∆+
m = {λ ∈ ∆m | λ > 0}

によって正の制限ルートの全体を表す。

定理 4.5.1 コンパクト型直交対称 Lie代数 (g, s)に対して以下が成り立つ。

(1) k = k0 +
∑
λ∈∆+

m

kλ, m = a+
∑
λ∈∆+

m

mλ は直交直和になる。

(2) λ, µ ∈ ∆mに対して [kλ, kµ] ⊂ kλ+µ, [kλ,mµ] ⊂ mλ+µ, [mλ,mµ] ⊂ kλ+µ が成り
立つ。

この定理よりH ∈ aに対して adHの作用を詳しく調べることができる。(g, s)に
対応する対称空間の共変微分、曲率テンソル等は gのブラケット積 [ , ]によって
記述できるので、制限ルート系を使ってこれらを記述できる。これによって、測
地線とその挙動、測地線に沿った Jacobi場、Laplace作用素等の偏微分作用素を
ルートを使って記述でき、対称空間上の幾何学的問題や解析的問題に対して制限
ルート系は強力な道具になる。
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4.6 対称空間の分類
定理 4.6.1 I型既約直交対称 Lie代数に対応する Lie環の対 (g, k)は次のいずれか
になる。

AI (su(n), o(n))

AII (su(2n), sp(n))

AIII (su(p+ q), s(u(p)× u(q)))

BDI (o(p+ q), o(p)× o(q))

DIII (o(2n), u(n))

CI (sp(n), u(n))

CII (sp(p+ q), sp(p)× sp(q))

これ以外に例外型 12種類。

上記の I型既約直交対称 Lie代数の対合的自己同型写像は以下のとおり。AIの
su(n)の対合的自己同型写像は

s(X) = X̄ (X ∈ su(n))

となる。

Jn =

[
0 1n

−1n 0

]
とおくと、AIIの su(2n)の対合的自己同型写像は

s(X) = JnX̄J−1
n (X ∈ su(2n))

となる。

Ip,q =

[
−1p 0

0 1q

]
とおくと、AIIIの su(p+ q)の対合的自己同型写像は

s(X) = Ip,qXIp,q (X ∈ su(p+ q))

となる。BDIの o(p+ q)の対合的自己同型写像は

s(X) = Ip,qXIp,q (X ∈ o(p+ q))

となる。DIIIの o(2n)の対合的自己同型写像は

s(X) = JnX̄J−1
n (X ∈ o(2n))

となる。CIの sp(n)の対合的自己同型写像は

s(X) = X̄ (X ∈ sp(n))
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となる。ただし、ここでは sp(n) = sp(n,C) ∩ u(2n) として、sp(n)を四元数では
なく複素数で表している。

Kp,q =

[
Ip,q 0

0 Ip,q

]
とおくと、CIIの sp(p+ q)の対合的自己同型写像は

s(X) = Kp,qXKp,q (X ∈ sp(p+ q))

となる。
コンパクト型既約直交対称Lie代数の分類は定理 4.3.8より I型と II型に別れる。

I型については定理 4.6.1により分類され、II型については複素単純 Lie環の分類
を与えている定理 3.3.3により分類される。非コンパクト型既約直交対称 Lie代数
の分類は双対を考えることによりコンパクト型既約直交対称 Lie代数の分類に帰
着する。以上によって既約直交対称 Lie代数の分類が完成する。
単連結対称空間は定理 4.3.5よりEuclid空間、単連結コンパクト型対称空間、非

コンパクト型対称空間のRiemann積に分解する。定理 4.4.1より非コンパクト型対
称空間は単連結になることに注意しておく。定理 4.3.7より単連結コンパクト型対
称空間と非コンパクト型対称空間はそれぞれ単連結コンパクト型既約対称空間と
非コンパクト型既約対称空間のRiemann積に分解する。以上により単連結対称空
間の分類は単連結コンパクト型既約対称空間と非コンパクト型既約対称空間の分
類に帰着する。単連結コンパクト型既約対称空間はコンパクト型既約直交対称Lie

代数と一対一に対応し、非コンパクト型既約対称空間は非コンパクト型既約直交
対称 Lie代数と一対一に対応するので、これで単連結対称空間の分類が得られる。

4.7 コンパクト型対称空間の基本群
単連結コンパクト型対称空間は前節の結果から分類される。単連結とは限らな

いコンパクト型対称空間は普遍被覆からの被覆写像と基本群の情報によって把握
できる。

補題 4.7.1 完備Riemann多様体の基本群の元は代表元として測地線をとることが
できる。

完備Riemann多様体の普遍被覆空間は完備になり、被覆写像の逆像の二点を測地
線で結び被覆写像で写すことにより、基本群の代表元として測地線をとることが
できる。

4.5節の設定と記号をそのまま使うことにする。(G,K)をコンパクト型直交対称
Lie代数 (g, s)に対応するRiemann対称対とする。γ ∈ ∆mに対して

Aγ =
2π

⟨γ, γ⟩
γ
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とおく。

Γ(G/K) = {H ∈ a | expH ∈ K} = {H ∈ a | ExpH = o},
Γ0 = {Aγ | γ ∈ ∆m}Z,
Γ∗ = {H ∈ a | ⟨γ,H⟩ ∈ πZ (γ ∈ ∆m)}

によって aの格子 Γ(G/K),Γ0,Γ∗を定める。Γ0はAγ の整数係数線形結合の全体
である。Riemann対称対と制限ルート系の性質からこれらは次の包含関係を持つ
ことがわかる。

命題 4.7.2 Γ0 ⊂ Γ(G/K) ⊂ Γ∗.

H ∈ aに対して
γH : [0, 1] → G/K ; t 7→ ExptH

によってG/Kの測地線 γH を定め、

f : Γ(G/K) → π1(G/K, o) ; H → [γH ]

とおく。H ∈ Γ(G/K)ならば γH はG/Kの oを通る閉測地線になり、oを基点と
するG/Kの基本群 π(G/K, o)の元 [γH ]を定める。

定理 4.7.3 f : Γ → π1(G/K, o) は全射準同型になり、特に π1(G/K, o)は可換に
なる。さらに

ker f = Γ0, π1(G/K, o) ∼= Γ(G/K)/Γ0

が成り立つ。

補題 4.7.1より π1(G/K, o)の元は代表元として oを端点とする測地線をとることが
できる。定理 2.2.4は同じ直交対称Lie代数に対応するRiemann対称対に対して同
じ結論が得られるので

m =
∪

k∈K0

Ad(k)a

となり、oを端点にする測地線はExpoaの測地線とホモトピックになる。これより
f は全射になることがわかる。

G̃を gを Lie環として持つ単連結コンパクト Lie群とする。Lie環の対合的自己
同型 s : g → gは Lie群の対合的自己同型 s̃ : G̃ → G̃を誘導する。s̃の不動点集合

K̃ = F (s̃, G̃)

は連結になることが知られている。命題4.1.2より (G̃, K̃)はRiemann対称対になり、
コンパクト型対称空間 G̃/K̃は単連結になる。よって定理 4.7.3より、Γ(G̃/K̃) = Γ0

が成り立つ。
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gの随伴群 Int(g)において

Int(g) → Int(g) ; x 7→ sxs−1

は対合的自己同型写像になり、

Int(g)s = {x ∈ Int(g) | sxs−1 = x}

とおくと、(Int(g), Int(g)s)はRiemann対称対になる。したがって、Int(g)/Int(g)s
はコンパクト型対称空間になる。さらに Γ(Int(g)/Int(g)s) = Γ∗が成り立つことが
わかる。
(g, s)に対応する任意のRiemann対称対 (G,K)について考える。普遍被覆写像

G̃ → Gは被覆写像 G̃/K̃ → G/K を誘導する。また随伴表現 AdG : G → GL(g)

の像は随伴群に一致し、AdG : G → Int(g)は被覆写像になる。これは被覆写像
ÃdG : G/K → Int(g)/Int(g)s を誘導する。以上を図にまとめると次のようになる。

G̃/K̃ −−−−− Γ0 = Γ(G̃, K̃)

↓ ∩
G/K −−−−− Γ(G,K)

↓ ∩
Int(g)/Int(g)s −−−−− Γ∗ = Γ(Int(g), Int(g)s)

命題 4.7.4 (G1, K1), (G2, K2)を (g, s)に対応するRiemann対称対とする。

Γ(G1/K1) ⊂ Γ(G2/K2)

となるための必要十分条件は、被覆写像 ϕ : G1/K1 → G2/K2が存在して次を満た
すことである。

(1) dϕはmの恒等写像。

(2) ÃdG2 ◦ ϕ = ÃdG1 .

系 4.7.5 (G1, K1), (G2, K2)を (g, s)に対応するRiemann対称対とする。

Γ(G1/K1) = Γ(G2/K2)

の必要十分条件は、G1/K1, G2/K2が Int(g)/Int(g)s のRiemann被覆として同値に
なることである。

命題 4.7.6 Γ0 ⊂ Γ ⊂ Γ∗を満たす格子 Γに対して、ẽxp2Γは G̃の中心に含まれ
G = G̃/ẽxp2Γは gに対応するコンパクト半単純 Lie群になる。sはGの対合的自
己同型写像 s̄を誘導し、Γ(G/F (s̄, G)) = Γが成り立つ。

以上より、コンパクト型直交対称 Lie代数 (g, s)に対応するコンパクト型対称空
間Mは被覆写像M → Int(g)/Int(g)s を持ち、このような被覆写像はΓ0 ⊂ Γ ⊂ Γ∗

を満たす格子 Γと一対一に対応する。さらに、Γ0 ⊂ Γ ⊂ Γ∗ を満たす格子 Γと
Γ∗/Γ0の部分群は一対一に対応する。Γ∗/Γ0は有限 abel群になり、有限巡回群の
有限個の積になる。したがって、すべての部分群を分類することができる。
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空間

Riemann対称空間の中でも特によい性質を持つ対称R空間についてこの章で解
説する。コンパクト型Hermite対称空間はさらに特別な対称R空間であるが、そ
れだけではなく対称R空間全体とも密接な関係がある。

5.1 Hermite対称空間
定義 5.1.1 M をHermite多様体とする。任意の x ∈ M に対してM の対合的正則
等長変換 sxが存在して、xは sxの孤立不動点になるとき、M をHermite対称空
間と呼ぶ。

定義よりHermite対称空間はRiemann対称空間になる。

命題 5.1.2 Hermite対称空間M の正則等長変換全体の単位連結成分をGで表す。
GはM に推移的に作用し、o ∈ M をとりK = {k ∈ G | ko = o}と定めると、
(G,K)はMを定めるRiemann対称対になる。さらに、MはKähler多様体になる。

Riemann対称対から Riemann対称空間を定める定理 2.1.6に対応する Hermite

対称空間に関する結果は次の命題である。

命題 5.1.3 定理 2.1.6の設定に加えて原点 oの接ベクトル空間の直交変換 Joが存
在して、J2

o = −1を満たし、JoはAd(K)の各元の作用と可換になると仮定する。
このとき、Joは一意的にG/K上のG不変概複素構造 J に拡張できる。さらに J

は積分可能であり、G/KはHermite対称空間になる。

定理 5.1.4 Hermite対称空間M の正則等長変換全体の単位連結成分Gが半単純
になると仮定する。o ∈ M をとる。K = {k ∈ G | ko = o}とおき、Kに対応する
Lie環を kで表す。このとき、Mの oにおける概複素構造 Joは {adT | T ∈ k} の中
心に含まれ、点対称 soはKの中心の単位連結成分に含まれる。

上記の結果より、正則等長変換群の単位連結成分が半単純である場合、Hermite

対称空間の概複素構造を見つけだすためにはイソトロピー部分群の Lie環の中心
を調べればよい。



5.1. Hermite対称空間 55

例 5.1.5 コンパクト型対称対 (SU(r + n), S(U(r) × U(n)))は複素Grassmann多
様体Gr(Cr+n)を定める。イソトロピー部分群

S(U(r)× U(n)) =

{[
A 0

0 B

] ∣∣∣∣∣A ∈ U(r), B ∈ U(n), detA detB = 1

}
の Lie環

s(u(r)× u(n)) =

{[
X 0

0 Y

] ∣∣∣∣∣X ∈ u(r), Y ∈ u(n), trX + trY = 0

}
の中心 z(k)は

z(k) =

{[
it
r
1r 0

0 − it
n
1n

] ∣∣∣∣∣ t ∈ R

}
.

対称対による Lie環の分解を

su(r + n) = s(u(r)× u(n)) +m

と表すと

m =

{[
0 X

−X∗ 0

] ∣∣∣∣∣ X ∈ Mr,n(C)

}
が成り立つ。ad(z(k))のmへの作用は[[

it
r
1r 0

0 − it
n
1n

]
,

[
0 X

−X∗ 0

]]
=

[
0 i(r+n)t

rn
X

−( i(r+n)t
rn

X)∗ 0

]
となる。mをMr,n(C)と同一視すると、上記の z(k)の元の作用は i(r+n)t/rn倍に
なる。そこで t = rn/(r+ n)とおくと、その作用は i倍になる。これらの計算から

J =

[
in
r+n

1r 0

0 − ir
r+n

1n

]
∈ z(k)

とおくと
(adJ)X = iX, (adJ)2X = −X (X ∈ m)

が成り立つ。さらに、adJのmへの作用は、1.4節「Grassmann多様体」で定めたm

上の内積に関して等長的になることがわかる。したがって、adJは複素Grassmann

多様体Gr(Cr+n)の概複素構造を定め、これによってGr(Cr+n)はHermite対称空
間になることがわかる。
r = 1の場合はG1(C1+n)は n次元複素射影空間CP nになる。CP nの元はC1+n

内の複素 1次元部分空間だから、生成ベクトル z = (z1, . . . , zn+1) ̸= 0で表すこ
とができる。z, w ∈ C1+n − {0}が CP nの同じ元を定めるための必要十分条件は
Cz = Cwである。これより zの成分に関する同次多項式 f(z)からCP nの部分集
合 {Cz ∈ CP n | f(z) = 0}が定まる。たとえば、{Cz ∈ CP n | zn+1 = 0}はCP n−1

とHermite多様体として同型になる。
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例 5.1.6 r+n次元実ベクトル空間Rr+n内の r次元有向部分空間全体を G̃r(Rr+n)

で表す。G̃r(Rr+n)を有向実Grassmann多様体と呼ぶ。有向部分空間に対して向
きを考えない部分空間を対応させることで、G̃r(Rr+n)からGr(Rr+n)への二重被
覆写像が定まる。これによって、G̃r(Rr+n)にも rn次元多様体構造が定まる。
SO(r+n)は G̃r(Rr+n)に推移的に作用する。Rrに標準的な向きを定めた有向部

分空間を oで表す。

{k ∈ SO(r + n) | ko = o} = SO(r)× SO(n)

が成り立つことがわかる。これらによって、G̃r(Rr+n)はSO(r+n)/SO(r)×SO(n)

と微分同型になる。さらに、Gr(Rr+n)の場合と同様に G̃r(Rr+n)にRiemann計量
を定めRiemann対称空間になることもわかる。
有向実Grassmann多様体 G̃r(Rr+n)は外積

∧r Rr+nへの自然な埋め込みを持つ。
x ∈ G̃r(Rr+n)に対して、xの正の向きの正規直交基底 x1, . . . , xrをとる。xに x1 ∧
· · · ∧xr ∈

∧r Rr+n を対応させることで G̃r(Rr+n)から
∧r Rr+nへの写像が定まる。

この写像の像{
x1 ∧ · · · ∧ xr ∈

r∧
Rr+n

∣∣∣∣∣ x1, . . . , xr はRr+n内の正規直交系

}

はEuclid空間
∧r Rr+nの部分多様体だから、G̃r(Rr+n)と同一視すると便利なこと

がある。
r = 2の場合、イソトロピー部分群 SO(2)× SO(n)の Lie環 o(2)× o(n)の中心

z(k)は
z(k) = o(2)× {0}.

Riemann対称対による Lie環の分解を

o(2 + n) = o(2)× o(n) +m

と表すと

m =

{[
0 X

−X∗ 0

] ∣∣∣∣∣ X ∈ M2,n(R)

}
.

そこで

A =

 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ∈ z(k)

とおくと
(adA)2X = −X (X ∈ m)

が成り立つ。さらに、adAのmへの作用は、1.4節「Grassmann多様体」で定め
たm上の内積に関して等長的になることがわかる。したがって、adAは G̃2(R2+n)
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の概複素構造を定め、これによって G̃2(R2+n)はHermite対称空間になることがわ
かる。
v ∈ G̃2(R2+n)に対して、vの正の向きの正規直交基底 x, yをとる。z = x+ iy ∈

C2+nとおく。vにCz ∈ CP 1+nを対応させることで G̃2(R2+n)からCP 1+nへの写
像が定まる。この写像の像は

{C(x+ iy) ∈ CP 1+n | x, y はR2+n内の正規直交系 }

となる。他方

2+n∑
a=1

z2a =
2+n∑
a=1

(xa + iya)
2 =

2+n∑
a=1

(x2
a − y2a + 2ixaya) = 0

となるので、上記の写像の像は複素射影空間CP 1+n内の複素二次超曲面

Qn(C) = {Cz ∈ CP 1+n | z21 + · · ·+ z22+n = 0}

に含まれる。さらに、これらは一致することもわかる。そこで、これらを同一視
して G̃2(R2+n)も複素二次超曲面と呼ぶ。

例 5.1.7 実線形同型写像 σ : H → Hを

σ(x0 + x1i+ x2j + x3k) = x0 + x1i− x2j − x3k (x0, x1, x2, x3 ∈ R)

によって定める。すると

iqi−1 = σ(q) (q ∈ H)

が成り立つ。四元数行列の各成分に σを作用させることにより、σの四元数行列へ
の作用を定める。I = i1nとおくと

IXI−1 = σ(X) (X ∈ Mn(H))

が成り立つ。これより σを Sp(n)に制限すると Sp(n)の対合的自己同型写像にな
る。これも σで表す。F (σ, Sp(n)) = U(n)となり、(Sp(n), U(n))はコンパクト型
Riemann対称対になる。σの誘導するLie環 sp(n)の対合的自己同型写像も σに一
致する。これの±1固有空間分解は

sp(n) = u(n) +m, m = {X ∈ sp(n) | X ∈ Mn(Rj + Rk)}

である。X ∈ mに対して IX = σ(X)I = −XIとなる。そこで J = I/2 ∈ u(n)と
おくと

(adJ)X =
1

2
(IX −XI) = IX, (adI)2X = I2X = −X.

これより Sp(n)/U(n)はコンパクト型Hermite対称空間であることがわかる。
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補題 5.1.8 M を Hermite対称空間とする。このとき、M の等長変換全体の単位
連結成分G′が半単純になることとM の正則等長変換全体の単位連結成分Gが半
単純になることは同値になる。さらにこの場合はG = G′が成り立つ。

補題 5.1.8より、Riemann対称空間のコンパクト型と非コンパクト型の定義 (定
義 4.3.1)をそのままHermite対称空間に対しても利用できる。

定理 5.1.9 コンパクト型Hermite対称空間は単連結になる。

単連結コンパクト型対称空間の既約対称空間のRiemann積への分解に関する定
理 (定理 4.3.7)に対応するコンパクト型Hermite対称空間の分解は次のようになる。
非コンパクト型Hermite対称空間の場合も同様である。

命題 5.1.10 コンパクト型Hermite対称空間に対する定理 4.3.7の分解の各因子は
コンパクト型既約Hermite対称空間になる。非コンパクト型Hermite対称空間に
対する定理 4.3.7の分解の各因子は非コンパクト型既約Hermite対称空間になる。

定義 5.1.11 MをHermite多様体とする。Mの 0ではない接ベクトルXに対して
Xの張る複素 1次元部分空間は実 2次元部分空間になりその断面曲率をXの正則
断面曲率と呼ぶ。

定理 5.1.12 コンパクト型 Hermite対称空間の正則断面曲率は正になる。非コン
パクト型Hermite対称空間の正則断面曲率は負になる。

定義 5.1.13 DをCnの有界領域とする。任意の x ∈ Dに対してDの対合的正則
同型 sxが存在して、xは sxの孤立不動点になるとき、Dを有界対称領域と呼ぶ。

定理 5.1.14 有界対称領域にはあるHermite計量が存在して、非コンパクト型Her-

mite対称空間になる。逆に非コンパクト型Hermite対称空間に対して、それと正
則同型になる有界対称領域が存在する。

5.2 コンパクト型Hermite対称空間
定理 5.2.1 gをコンパクト半単純 Lie環とし、G = Int(g)とする。gにG不変内
積 ⟨ , ⟩を定める。J ∈ g, J ̸= 0を (adJ)3 = −adJ を満たす元とする。このとき、
J を通るG軌道M = G · J はコンパクト型Hermite対称空間になる。逆にコンパ
クト型Hermite対称空間はこのように表現される。

証明の概略 K = {k ∈ G | kJ = J}とすると、M はG/Kと微分同型であり、
Kの Lie環 kは

k = {X ∈ g | [J,X] = 0} = ker(adJ)
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が成り立つ。特に J ∈ kである。⟨ , ⟩に関する kの直交補空間をmとすると

m = {[J,X] | X ∈ g} = im(adJ)

が成り立つ。(adJ)3 = −adJより σ = eπadJ とおくと、σは gの対合的自己同型に
なる。このとき、kは σの固有値 1に対する固有空間であり、mは σの固有値−1

に対する固有空間である。σの誘導するGの対合的自己同型も σで表すことにす
ると、これによって (G,K)はRiemann対称対になる。さらにmは adJ 不変にな
り、(adJ |m)2 = −1が成り立つ。adJ |mはmの等長線形変換になることもわかる。
したがって、M = G/Kはコンパクト型Hermite対称空間になる。
逆に、Mをコンパクト型Hermite対称空間とする。Mの等長変換全体の単位連

結成分Gの Lie環を gとする。M の複素構造を定める gの元 Jは (adJ)3 = −adJ

を満たし、M はAd(G)J と微分同型になることがわかる。

定理 5.2.1よりコンパクト型Hermite対称空間の随伴軌道表示の複素等質空間に
よる表示を得る。そのために岩澤分解を準備する。
g0を実半単純 Lie環とし、g0 = k0 + p0をそのCartan分解とする。p0内の極大

可換部分空間 aをとり、aを含む g0の極大可換部分環 h0をとる。hC0 は複素半単純
Lie環 gC0 のCartan部分環になり、定理 3.2.5の hRは hR =

√
−1k0 ∩ h0 + aで与え

られる。hRの部分空間 aの基底を先に並べることにより、(hR)
∗に辞書式順序を入

れる。gC0 の hC0 に関するルート系を∆で表す。α ∈ ∆のルート空間を gαで表す。
辞書式順序により∆+ = {α ∈ ∆ | α > 0} を定めることができる。

P+ = {α ∈ ∆+ | α|a ̸= 0}

によって P+を定め、

n =
∑
α∈P+

gα, n0 = g0 ∩ n, s0 = a+ n0

とおく。すると、nは gC0 の羃零 Lie部分環、n0は g0の羃零 Lie部分環、s0は g0の
可解 Lie部分環になる。

定理 5.2.2 (岩澤分解) 上記設定のもとで、g0 = k0 + a + n0 は直和になる。これ
を g0の岩澤分解と呼ぶ。(G,K)を (g0, k0)に対応するRiemann対称対とし、a, n0
に対応するGの連結 Lie部分群をそれぞれA,N とする。このとき

K × A×N → G ; (k, a, n) 7→ kan

は微分同型写像になる。これをGの岩澤分解と呼ぶ。

上記設定のもとで、

u = k0 +
√
−1p0, a∗ = k0 ∩ h0 +

√
−1a, n+ =

∑
α∈∆+

gα
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とおくと、uは gC0 のコンパクト実形、a∗は uの極大可換部分環、n+は gC0 の羃零
Lie部分環になる。

定理 5.2.3 (岩澤分解) 上記設定のもとで、gC0 を実 Lie環とみなしたとき gC0 =

u+ a∗ + n+ は gC0 の岩澤分解になる。GCをGの複素化とする。u, a∗, n+に対応す
るGCの連結 Lie部分群をそれぞれ U,A∗, N+とする。このとき

U × A∗ ×N+ → GC ; (u, a, n) 7→ uan

はGC実 Lie群とみなしたときの岩澤分解になる。

注意 5.2.4 連結実半単純 Lie群Gの複素化がつねに存在するとはかぎらないが、
Int(g0)の複素化は存在することがわかる。

定理 5.2.1はコンパクト半単純 Lie環の特別な条件を満たす元の随伴軌道がコン
パクト型Hermite対称空間になることを示している。次の命題は、コンパクト半
単純Lie環の任意の元の随伴軌道は複素等質空間になることを示している。コンパ
クト半単純Lie環の元の随伴軌道は複素旗多様体と呼ばれていて、重要な複素等質
空間の例を与えている。

命題 5.2.5 uをコンパクト半単純 Lie環とし、U = Int(u)とする。任意の 0では
ない元X ∈ uに対してその随伴軌道 U ·Xは複素等質空間の構造を持つ。

証明の概略 コンパクト半単純 Lie環はあるコンパクト型Riemann対称空間の
等長変換全体のなすLie群のLie環になり、対応する双対非コンパクト型Riemann

対称空間に上記設定を適用できる。極大トーラスの共役性 (定理 2.2.4と 2.3節)よ
りH ∈ U ·X ∩ a∗をとることができ、

UH = {u ∈ U | u ·H = H}

とおくと U ·X ∼= U/UH が成り立つ。UH に対応する Lie環 uH は

uH = {Z ∈ u | [H,Z] = 0}

となり、
uH + a∗ + n+ = hC0 +

∑
α∈∆

α(H)=0

gα +
∑
α∈∆+

α(H )̸=0

gα

はuC = gC0 の連結複素Lie部分環になることがわかる。これより、UHA
∗N+はUC =

Int(uC) = Int(gC0 )の複素Lie部分群になる。さらに、U/UH
∼= UA∗N+/UHA

∗N+ =

UC/UHA
∗N+ が成り立つので、U/UH は複素等質空間になる。



5.3. 対称R空間 61

例 5.2.6 su(r + n)の複素化は sl(r + n,C)になる。例 3.2.4で定めた sl(r + n,C)
のCartan部分環 hは例 5.1.5で定めた Jを含む。例 3.2.4で定めたルートに関して

{α ∈ ∆ | α(J) = 0} = {αi,j | 1 ≤ i ̸= j ≤ r} ∪ {αi,j | r + 1 ≤ i ̸= j ≤ r + n}.

i < jのとき αi,j > 0となるように辞書式順序を導入しておくと、

{α ∈ ∆+ | α(J) ̸= 0} = {αi,j | 1 ≤ i ≤ r, r + 1 ≤ j ≤ r + n}

となる。命題 5.2.5の証明の概略中に定めた sl(r+n,C)内の複素Lie部分環を pで
表すと

p =

{[
X Y

0 Z

] ∣∣∣∣∣ X ∈ Mr(C), Y ∈ M(r, n;C), Z ∈ Mn(C)
trX + trZ = 0

}
.

SL(r + n,C)内の対応する複素 Lie部分群を P で表すと

P =

{[
X Y

0 Z

] ∣∣∣∣∣ X ∈ Mr(C), Y ∈ M(r, n;C), Z ∈ Mn(C)
detX detZ = 1

}

が成り立つ。したがって、次の同型を得る。

Gr(Cr+n) ∼= SU(r + n)/S(U(r)× U(n)) ∼= SL(r + n,C)/P.

この同型は次のように考えても得られる。1.4節では、SU(r+n)はGr(Cr+n)に推移
的に作用しCrを固定する部分群がS(U(r)×U(n))になることを示してGr(Cr+n) ∼=
SU(r+ n)/S(U(r)×U(n))が成り立つことがわかった。SL(r+ n,C)もGr(Cr+n)

に推移的に作用する。

{g ∈ SL(r + n,C) | gCr = Cr} = P

がわかり、これよりGr(Cr+n) ∼= SL(r + n,C)/P が成り立つ。

5.3 対称R空間
この節では対称R空間の定義と基本的性質、コンパクト型Hermite対称空間との

関係について解説する。その前にHermite多様体の実形について準備をしておく。

補題 5.3.1 Riemann多様体の等長変換の不動点集合の連結成分は全測地的部分多
様体になる。

定義 5.3.2 Kähler多様体の対合的反正則等長変換の不動点集合が空ではないとき、
実形と呼ぶ。Kähler多様体内の実次元が半分の実部分多様体へのKähler形式の引
き戻しが消えるとき、その実部分多様体をLagrange部分多様体と呼ぶ。
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補題 5.3.1より、実形の各連結成分は全測地的 Lagrange部分多様体になること
がわかる。

例 5.3.3 実Grassmann多様体Gr(Rr+n)の元を複素化することにより複素Grass-

mann多様体Gr(Cr+n)の元が対応する。この対応によりGr(Rr+n)はGr(Cr+n)の
全測地的部分多様体になることがわかる。Gr(Cr+n)の元W にその複素共役

W̄ = {w̄ | w ∈ W}

を対応させる写像はGr(Cr+n)の対合的反正則等長変換になり、その不動点集合は
Gr(Rr+n)に一致する。したがって、Gr(Rr+n)はGr(Cr+n)の実形である。

定義 5.3.4 連結Riemann多様体M の等長変換全体のなす Lie群の単位連結成分
の元で写り合う部分集合を合同という。

例 5.3.5 複素二次超曲面Qn(C) ⊂ CP n+1の対合的反正則等長変換 τk (0 ≤ k ≤ n)

を
τk(Cz) = C(z̄1, . . . , z̄k+1,−z̄k+2, . . . ,−z̄2+n) (Cz ∈ Qn(C))

によって定める。対応する G̃2(R2+n)の写像も同じ記号 τkで表すことにすると、正
規直交系 x, y ∈ R2+nに対して、

τk(x ∧ y) =



x1

...

xk+1

−xk+2

...

−x2+n


∧



−y1
...

−yk+1

yk+2

...

y2+n


となる。Qn(C) = G̃2(R2+n)を G̃2(R2+n) ⊂

∧2R2+nとみなして、部分多様体Sk,n−k

を
Sk,n−k = Sk(Re1 + · · ·+ Rek+1) ∧ Sn−k(Rek+2 + · · ·+ Ren+2)

によって定める。上の τkの表示より

F (τk, G̃2(R2+n)) = Sk,n−k

が成り立つことがわかり、Sk,n−kはQn(C)の実形になる。Sk,n−kは Sk × Sn−k/Z2

と等長的である。Sk,n−kと Sn−k,kは合同になることがわかる。さらにQn(C)の任
意の実形は Sk,n−k (0 ≤ k ≤ [n/2])のいずれかと合同になることが知られている。

命題 5.3.6 (T.[13]とTanaka-T.[12]) MをコンパクトKähler多様体とし、正則
断面曲率は正と仮定する。このとき、Mの全測地的コンパクトLagrange部分多様
体 L1, L2に対して、L1 ∩ L2 ̸= ∅が成り立つ。特にM の実形は連結になる。
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証明 L1 ∩ L2 = ∅と仮定して矛盾を導く。L1とL2を最短測地線 c(s) (0 ≤ s ≤
d(L1, L2))で結ぶ。M はKähler多様体だから、複素構造 Jは平行になる。速度ベ
クトル c′(s)は c(s)に沿って平行になり、Jc′(s)は c(s)に沿った平行法ベクトル場
になる。c(s)の最短性から c′(s)は端点でそれぞれ L1と L2に直交する。L1, L2が
Lagrange部分多様体であることから、法ベクトル場 Jc′(s)は端点でそれぞれ L1

と L2に接する。Jc′(s)の生成する c(s)の変分曲線族 ct(s) = Expc(s)(tJc
′(s))は、

L1, L2が全測地的部分多様体であることから、L1, L2を結ぶ曲線族になる。この曲
線族の長さに関する第一変分は 0になり、M の正則断面曲率が正であるという仮
定から、第二変分は

d2L(ct)
dt2

∣∣∣∣
t=0

=

∫ d(L1,L2)

0

{
⟨∇∂/∂sJc

′(s),∇∂/∂sJc
′(s)⟩ − ⟨R(Jc′(s), c′(s))c′(s), Jc′(s)⟩

}
ds

= −
∫ d(L1,L2)

0

⟨R(Jc′(s), c′(s))c′(s), Jc′(s)⟩ds < 0.

これは c(s)の最短性に反する。したがって、L1 ∩ L2 ̸= ∅が成り立つ。
M の対合的反正則等長変換の不動点集合の各連結成分は全測地的コンパクト

Lagrange部分多様体になる。連結成分がもし二つ以上あると上で示したことより、
それらは交わりを持つことになり矛盾する。したがって、連結成分は一つだけに
なり実形は連結になる。

命題 5.3.6より、コンパクト型Hermite対称空間の実形は連結になり、二つの実
形は必ず交わることがわかる。

定義 5.3.7 (G,K)をRiemann対称対とし、これから定まるGのLie環 gの直和分
解を g = k+mとする。X ∈ mのAd(K)軌道Ad(K)XがmのAd(K)不変内積か
ら誘導される Riemann計量に関して Riemann対称空間になるとき、Ad(K)X を
対称R空間と呼ぶ。

注意 5.3.8 定理 5.2.1よりコンパクト型Hermite対称空間はコンパクト半単純 Lie

環の随伴表現の軌道として表現できる。したがって、コンパクト型Hermite対称
空間は対称R空間になる。

定理 5.3.9 対称R空間はあるコンパクト型Hermite対称空間の実形になる。逆に
コンパクト型Hermite対称空間の実形は対称R空間になる。

証明の概略 Riemann対称対の線形イソトロピー表現は双対の線形イソトロピー
表現と同値になるため、対称 R空間を考える際の Riemann対称対は非コンパク
ト型を考えれば十分である。(G,K)を非コンパクト型 Riemann対称対とし、こ



64 第 5章 Hermite対称空間と対称R空間

れから定まるGの Lie環 g0の直和分解を g0 = k0 + p0とする。X ∈ p0に対して
Ad(K)Xが対称R空間であると仮定すると、必要ならXを定数倍することによっ
て (adX)3 = adXが成り立つ。1 g0に 5.2節の設定と記号を使うことにする。

(ad(
√
−1X))3 =

√
−1

3
(adX)3 = −

√
−1adX = −ad(

√
−1X)

となり、
√
−1X ∈ uだから、Ad(U)(

√
−1X)はコンパクト型Hermite対称空間に

なる。
√
−1Ad(K)X = Ad(K)(

√
−1X)より、Ad(K)XはAd(K)(

√
−1X)と同一

視でき、Ad(K)Xはコンパクト型Hermite対称空間Ad(U)(
√
−1X)の部分多様体

になる。Xを含む p0の極大可換部分空間 aをとり、これについても 5.2節の設定
と記号を使うことにする。H =

√
−1X ∈

√
−1aとおく。

KH = {k ∈ K | k ·H = H}

とおくとK ·H ∼= K/KH が成り立つ。KH に対応する Lie環 kH は

kH = {Z ∈ k | [Z,H] = 0}

である。定理 5.2.2(岩澤分解)より

K ·H ∼= K/KH
∼= KAN/KHAN = G/KHAN.

さらに g0の Lie部分環 kH + a+ nの複素化が uH + a∗ + n+に一致することがわか
る。gC0 の g0に関する複素共役写像をσで表すと、σはGCの自己同型写像を誘導し
σ(UHA

∗N+) = UHA
∗N+を満たす。よって反正則微分同型写像σ : GC/UHA

∗N+ →
GC/UHA

∗N+ を誘導し、σの不動点集合はG/KHAN に一致する。σを U/UH で
考えると等長変換であることもわかる。したがって、Ad(K)X ∼= G/KHAN はコ
ンパクト型Hermite対称空間GC/UHA

∗N+
∼= U/UH の実形になる。

逆にコンパクト型Hermite対称空間の実形は対称R空間になることを定理 5.2.1

の設定のもとで示す。コンパクト型Hermite対称空間M の対合的反正則等長変換
τ : M → MによってMの実形Lが定まっているとする。Iτ : G → G ; g 7→ τgτ−1

によって、Gの自己同型 Iτ を定める。Lは J を含むと仮定しても一般性は失われ
ない。M の元 xは g ∈ Gによって x = g · J と表すことができる。

τ(x) = (τg) · J = (τgτ−1τ) · J = (Iτ (g)) · J

となるので、F (Iτ , G) · J ⊂ F (τ,G · J) = L を得る。さらに、命題 5.3.6より実形
Lは連結になり、F (Iτ , G) · J = Lが成り立つことがわかる。dIτ (J) = −J が成り
立ち Jは dIτ の−1固有空間に含まれる。(G,F (Iτ , G))はRiemann対称対になり、
Lは対称R空間になる。

1(adX)3 = adX より adX の固有値は−1, 0, 1になり、固有空間分解によって g0の第一種階別
Lie環の構造が定まる。これにより対称 R空間と第一種階別 Lie代数は対応する。
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この章では Chen-Naganoが [2]で導入した Riemann対称空間の極地と [3]で導
入した対蹠集合に関する基本事項を解説する。それらを利用して対称R空間とコ
ンパクト型Hermite対称空間の対蹠集合の基本的性質を導く。さらに、コンパク
ト型Hermite対称空間内の二つの実形の交叉に関する田中真紀子さんとの共同研
究の成果についても述べる。

6.1 極地
定義 6.1.1 M をコンパクトRiemann対称空間とする。M の点 xにおける点対称
sxの固定点全体 F (sx,M)を

F (sx,M) =
r∪

k=0

M+
k

と連結成分の合併に分解する。この連結成分の一つ一つをM の極地と呼ぶ。極地
が一点からなるとき極と呼ぶ。{x}は必ず F (sx,M)の連結成分になるため、{x}
は自明な極と呼ぶ。

補題 5.3.1より極地は全測地的部分多様体になる。極地の例を挙げておく。

例 6.1.2 n次元単位球面

Sn = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 | x2
1 + · · ·+ x2

n+1 = 1}

の点 xにおける点対称は sx = 1Rx − 1x⊥ と表すことができ、この不動点集合は
{x,−x}になる。よって、Snの xに関する極地は {x}と {−x}であり、ともに極に
なる。

例 6.1.3 KをR,C,Hのいずれかとして、Kr+n内の r次元K部分空間全体から成
る係数体Kに関するGrassmann多様体Gr(Kr+n)について考える。r ≤ nと仮定
しておく。V ∈ Gr(Kr+n)に関する点対称は sV = 1V − 1V ⊥と表すことができ、

F (sV , Gr(Kr+n)) =
r∪

k=0

{V1 ⊕ V2 | V1 ∈ Gk(V ), V2 ∈ Gr−k(V
⊥)}
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が成り立つ。特に V = Kr = oの場合、

F (so, Gr(Kr+n)) =
r∪

k=0

Gk(Kr)×Gr−k(Kn)

と表すことができる。

例 6.1.4 複素二次超曲面Qn(C) = G̃2(R2+n)の極地を求める。R2に標準的な向き
を定めたものを oで表す。R2に oとは逆の向きを定めたものを ōで表す。oに関す
る点対称は so = 1o − 1o⊥と表すことができ、

F (so, G̃2(R2+n)) = {o} ∪ {ō} ∪ G̃2(⟨e3, . . . , e2+n⟩R)

が成り立つ。

補題 6.1.5 連結Riemann対称空間M の点 xとM の等長変換 gに対して、sgx =

gsxg
−1が成り立つ。

証明 Mの二つの等長変換 sgx, gsxg
−1はともに gxを固定し、TgxMにおける微

分写像は−1倍になるので、sgx = gsxg
−1が成り立つ。

命題 6.1.6 コンパクトRiemann対称空間の異なる点に関する極地は合同になる。

証明 M をコンパクトRiemann対称空間とし、その等長変換全体のなす Lie群
の単位連結成分をGで表す。Mの二点x, yをとる。定理2.1.2よりGはMに推移的
に作用しているので、y = gxとなる g ∈ Gが存在する。補題 6.1.5より sy = gsxg

−1

となって、F (sy,M) = gF (sx,M)が成り立つ。したがって、xに関する極地と y

に関する極地は gによって写り合う。

命題 6.1.6より、コンパクト Riemann対称空間の極地を考える場合は原点をと
りそれに関する極地を考えれば十分である。

命題 6.1.7 (G,K)を Riemann対称対とし、対応する Riemann対称空間G/K は
コンパクトになるとする。G/Kの原点を oで表す。G/Kの oを通る極大トーラス
Aをとると、F (so, G/K) = KF (so, A)が成り立つ。Aに対応する極大可換部分空
間を aで表し、

Γ(G/K) = {H ∈ a | ExpH = o}

とおくとF (so, A) = Exp1
2
Γ(G/K)が成り立つ。F (so, A)は有限集合になり、G/K

の各極地は F (so, A)の点のK軌道になる。
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証明 定理 2.2.4より、任意の x ∈ G/Kは x = ka, k ∈ K, a ∈ Aと表すことが
できる。

so(x) = so(ka) = kk−1sok(a) = ksk−1(o)(a) = kso(a)

となるので、x ∈ F (so, G/K)の必要十分条件は a ∈ F (so, A)である。したがって、
F (so, G/K) = KF (so, A)が成り立つ。
Aの任意の元はH ∈ aによってExpHと表すことができ、soExpH = Exp(−H)

が成り立つ。したがって、

soExpH = ExpH ⇔ ExpH = Exp(−H) ⇔ Exp2H = o ⇔ H ∈ 1

2
Γ(G/K)

となり、F (so, A) = Exp1
2
Γ(G/K)を得る。

F (so, A) = Exp1
2
Γ(G/K)より F (so, A)は有限集合になり、G/K の各極地は

F (so, A)の点のK軌道になることがわかる。

例 6.1.8 U(n)の単位元を通る極大トーラス

T =


 eiθ1

. . .

eiθn


∣∣∣∣∣∣∣ θa ∈ R

 ∼= U(1)× · · · × U(1)

をとる。命題 6.1.7と 2.3節で示したことより

F (se, U(n)) =
∪

g∈U(n)

gF (se, T )g
−1

が成り立つ。g ∈ U(n)に対して se(g) = g−1となることから、

F (se, T ) =


 ±1

. . .

±1




となる。対角線の+1の個数が等しい行列は共役になり、同じU(n)軌道に含まれ
る。1 ≤ k ≤ n− 1に対して

Gk(Cn) →

{
g

[
1k

−1n−k

]
g−1

∣∣∣∣∣ g ∈ U(n)

}
; V 7→ 1V − 1V ⊥

は微分同型写像になるので、この写像によって同一視する。1V −1V ⊥はV に関する
Cn内の鏡映変換であり、上の微分同型写像の像は重複度 kの固有値+1と重複度
n− kの固有値−1を持つU(n)の元の全体と一致する。そこで、G0(Cn)は {−1n}
と同一視し、Gn(Cn)は {1n}と同一視すると、

F (se, U(n)) =
∪

0≤k≤n

Gk(Cn)

が U(n)の極地の全体になる。
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例 6.1.9 例 5.1.7で定めたコンパクト型Hermite対称空間Sp(n)/U(n)の極地を求
める。Lie環の分解

sp(n) = u(n) +m

のm内の極大可換部分空間 aを

a =


 t1j

. . .

tnj


∣∣∣∣∣∣∣ t1, . . . , tn ∈ R


によって定める。

exp

 t1j
. . .

tnj

 =

 cos t1 + sin t1j
. . .

cos tn + sin tnj


となるので、aに対応する Sp(n)/U(n)の極大トーラスA = Expaの束は

Γ(Sp(n)/U(n)) =


 t1j

. . .

tnj


∣∣∣∣∣∣∣ t1, . . . , tn ∈ πZ


である。よって

F (so, A) = Exp
1

2
Γ(Sp(n)/U(n))

=


 ϵ1

. . .

ϵn

U(n)

∣∣∣∣∣∣∣ ϵ1, . . . , ϵn = 1または j

 .

これらの点の U(n)軌道が極地になる。jと 1の個数が等しい点の U(n)軌道は等
しくなる。そこで、

Ja =

[
j1a

1n−a

]
, M+

a = U(n)JaU(n) ⊂ Sp(n)/U(n) (0 ≤ a ≤ n)

とおくと、Sp(n)/U(n)の極地の全体はM+
0 ,M

+
1 , . . . ,M

+
n である。g ∈ U(n)に対

して

gJaU(n) = JaU(n) ⇔ J−1
a gJaU(n) = U(n) ⇔ J−1

a gJa ∈ U(n)

⇔ g ∈ U(a)× U(n− a)

となり、M+
a

∼= U(n)/U(a) × U(n − a) ∼= Ga(Cn) が成り立つ。したがって、
Sp(n)/U(n)の極地の全体は

F (so, Sp(n)/U(n)) =
n∪

a=0

Ga(Cn)

と書くこともできる。
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例 6.1.10 ユニタリ群 U(n)の対合的自己同型写像 σを

σ(g) = ḡ (g ∈ U(n))

によって定める。F (σ, U(n)) = O(n)となり、(U(n), O(n))はコンパクトRiemann

対称対になる。σの誘導するLie環 u(n)の対合的自己同型写像も σに一致する。こ
れの±1固有空間分解は

u(n) = o(n) +m, m = {X ∈ u(n) | X ∈ Mn(Ri)}

である。m内の極大可換部分空間 aを

a =


 t1i

. . .

tni


∣∣∣∣∣∣∣ t1, . . . , tn ∈ R


によって定める。

exp

 t1i
. . .

tni

 =

 cos t1 + sin t1i
. . .

cos tn + sin tni


となるので、aに対応する U(n)/O(n)の極大トーラスA = Expaの束は

Γ(U(n)/O(n)) =


 t1i

. . .

tni


∣∣∣∣∣∣∣ t1, . . . , tn ∈ πZ


である。よって

F (so, A) = Exp
1

2
Γ(U(n)/O(n))

=


 ϵ1

. . .

ϵn

U(n)

∣∣∣∣∣∣∣ ϵ1, . . . , ϵn = 1または i

 .

これらの点のO(n)軌道が極地になる。iと 1の個数が等しい点のO(n)軌道は等し
くなる。そこで、

Ia =

[
i1a

1n−a

]
, M+

a = O(n)IaO(n) ⊂ U(n)/O(n) (0 ≤ a ≤ n)

とおくと、U(n)/O(n)の極地の全体はM+
0 ,M

+
1 , . . . ,M

+
n である。g ∈ O(n)に対

して

gIaO(n) = IaO(n) ⇔ I−1
a gIaO(n) = O(n) ⇔ I−1

a gIa ∈ O(n)

⇔ g ∈ O(a)×O(n− a)
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となり、M+
a

∼= O(n)/O(a) × O(n − a) ∼= Ga(Rn) が成り立つ。したがって、
U(n)/O(n)の極地の全体は

F (so, U(n)/O(n)) =
n∪

a=0

Ga(Rn)

と書くこともできる。

命題 6.1.11 対称R空間の極地は対称R空間になる。コンパクト型Hermite対称
空間の極地はコンパクト型Hermite対称空間になる。

6.2 対蹠集合
Riemann対称空間M の点 xにおける点対称を sxで表す。M の部分集合 Sは次

の条件を満たすとき、対蹠集合という。すべての x, y ∈ Sに対して sx(y) = yが
成り立つ。M の対蹠集合の元の個数の上限を 2-numberといい#2M で表す。2-

numberを与える対蹠集合を大対蹠集合と呼ぶ。1 これらの概念はChen-Nagano[3]

が導入した。非コンパクト型Riemann対称空間の一点の点対称はその点以外に固
定点を持たないため、対蹠集合は一点のみになり 2-numberは 1になる。そこで、
以下ではコンパクトRiemann対称空間の対蹠集合や 2-numberを考える。

対蹠集合の例を挙げておく。

例 6.2.1 n次元単位球面 Snの点 xにおける点対称 sxの不動点集合は例 6.1.2より
{x,−x}になる。よって、これはSnの大対蹠集合になり、逆にSnの大対蹠集合は
必ずこの形で与えられることもわかる。特に、#2S

n = 2が成り立つ。

例 6.2.2 KをR,C,Hのいずれかとして、Grassmann多様体Gr(Kr+n)の対蹠集合
について考える。V ∈ Gr(Kr+n)に関する点対称 sV の不動点集合は V のK部分空
間と V ⊥のK部分空間の直和になる r次元K部分空間の全体になる。このことか
ら、Kn+rのユニタリ基底 e1, . . . , en+rに対して

{⟨ei1 , . . . , eir⟩K ∈ Gr(Kr+n) | 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n+ r}

はGr(Kr+n)の大対蹠集合になり、逆にGr(Kr+n)の大対蹠集合は必ずこの形で与
えられることもわかる。したがって、

#2Gr(Kr+n) =

(
n+ r

r

)
が成り立つ。これは係数体Kに依存しない。

1大対蹠集合の定義は 2-numberが有限でなければ意味がないが、これは命題 6.2.4で示す。
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命題 6.2.3 コンパクトRiemann対称空間Mとその極地M+
0 ,M

+
1 , . . . ,M

+
r に対し

て次の不等式が成り立つ。

#2M ≤
r∑

k=0

#2M
+
k .

証明 M+
0 ,M

+
1 , . . . ,M

+
r を点 o ∈ M に関する極地とする。Aを oを含むM の

対蹠集合とするとA ⊂ F (so,M)が成り立ち、

A =
r∪

k=0

(A ∩M+
k )

となる。各A ∩M+
k はM+

k の対蹠集合になり次を得る。

#A =
r∑

k=0

#(A ∩M+
k ) ≤

r∑
k=0

#2M
+
k .

#Aの上限が#2M だから、問題の不等式を得る。

命題 6.2.4 コンパクト Riemann対称空間の対蹠集合は有限集合になる。さらに
2-numberも有限になる。

証明 Aをコンパクト Riemann対称空間M の対蹠集合とする。x ∈ Aとする
とA ⊂ F (sx,M)が成り立つ。xは F (sx,M)の孤立点だから、xはAの孤立点に
なる。したがって、Aは離散集合になり、特に有限集合になる。
M+

0 ,M
+
1 , . . . ,M

+
r をM の極地とすると命題 6.2.3より

#2M ≤
r∑

k=0

#2M
+
k

が成り立つ。M+
k が極の場合は#2M

+
k = 1である。この場合は極地をとる操作は

終了し、M+
k が極ではない場合は ok ∈ M+

k をとり、さらに極地

F (sok ,M
+
k ) =

rk∪
j=0

(M+
k )

+
j

を定める。すると命題 6.2.3より

#2M
+
k ≤

rk∑
j=0

#2(M
+
k )

+
j

が成り立つ。Riemann対称空間に対してその極地は次元が小さいので、このよう
な極地をとる操作を有限回続けると極のみになる。したがって、#2M < ∞がわ
かる。
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例 6.2.5 M1,M2をコンパクトRiemann対称空間とする。AiをMiの対蹠集合とす
ると、A1×A2はM1×M2の対蹠集合になる。さらに、AiがMiの大対蹠集合ならば、
A1×A2はM1×M2の大対蹠集合になる。したがって、#2(M1×M2) = #2M1 ·#2M2

が成り立つ。例 6.2.1より #2S
1 = 2だから、r次元トーラス T r の 2-numberは

#2T
r = 2rとなる。これより、階数 rのコンパクトRiemann対称空間Mに対して

2r ≤ #2M が成り立つ。

例 6.2.6 KをR,C,Hのいずれかとする。Grassmann多様体Gr(Kr+n)の極地は例
6.1.3より

M+
k = Gk(Kr)×Gr−k(Kn) (0 ≤ k ≤ r)

となる。例 6.2.2と例 6.2.5より

r∑
k=0

#2M
+
k =

r∑
k=0

#2(Gk(Kr)×Gr−k(Kn)) =
r∑

k=0

#2(Gk(Kr)) ·#2(Gr−k(Kn))

=
r∑

k=0

(
r

k

)(
n

r − k

)
.

(1 + x)r+n = (1 + x)r(1 + x)nを二項展開して xrの係数を比較すると(
r + n

r

)
=

r∑
k=0

(
r

k

)(
n

r − k

)
を得る。これより

#2(Gr(Kr+n)) =
r∑

k=0

#2M
+
k

が成り立つ。これは命題 6.2.3の不等式の等号が成り立つ例になっている。

竹内 [10]の結果より次が成り立つことがわかる。

定理 6.2.7 対称R空間M とその極地M+
0 ,M

+
1 , . . . ,M

+
r に対して次の等式が成り

立つ。

#2M =
r∑

k=0

#2M
+
k .

[10]の主結果は次の定理である。

定理 6.2.8 M を対称R空間とし、その Z2係数ホモロジー群をH(M ;Z2)で表す
と、次の等式が成り立つ。

#2M = dimH(M ;Z2).

定理 6.2.7を利用して対称R空間の 2-numberを求める計算例を挙げておく。
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例 6.2.9 Sp(n)は対称 R空間になることが知られている。例 6.1.8と同様にして
Sp(n)の極地の全体は

F (se, Sp(n)) =
n∪

k=0

Gk(Hn)

であることがわかる。よって、定理 6.2.7より次の等式を得る。

#2Sp(n) =
n∑

k=0

#2Gk(Hn) =
n∑

k=0

(
n

k

)
= 2n.

例 6.2.10 コンパクト対称空間U(n)/O(n)は対称R空間であることが知られてい
る。例 6.1.10より U(n)/O(n)の極地の全体は

F (so, U(n)/O(n)) =
n∪

a=0

Ga(Rn)

である。よって、定理 6.2.7より次の等式を得る。

#2(U(n)/O(n)) =
n∑

a=0

#2Ga(Rn) =
n∑

a=0

(
n

a

)
= 2n.

2.3節「コンパクト Lie群」でみたようにコンパクト連結 Lie群はRiemann対称
空間とみなせる。このときの対蹠集合と群構造の関連性についてまとめておく。
Gをコンパクト連結 Lie群とする。x ∈ Gにおける点対称 sxはLx ◦ se ◦ Lx−1に

一致し、
sx(y) = xy−1x (y ∈ G)

が成り立つ。
等質性より、考える対蹠集合は単位元を含んでいると仮定しても一般性は失わ

れない。Aを Gの単位元 eを含む対蹠集合とする。すると x ∈ Aに対して x =

se(x) = x−1となるので、
x2 = e (x ∈ A)

が成り立つ。さらに x, y ∈ Aに対して y = sx(y) = xy−1x = xyxとなり、

(∗) xy = yx (x, y ∈ A)

が成り立つ。x, y, z ∈ Aに対して

sz(xy) = z(xy)−1z = zy−1x−1z = zyxz = yzzx = yx = xy

となるので、A∪{xy}も対蹠集合になる。したがって、Aが極大対蹠集合ならば、
Aは部分群になる。さらに (∗)よりAは可換部分群になる。有限Abel群の基本定
理よりAは Z2のいくつかの積と群として同型になる。特に Aが大対蹠集合にな
るときも同様になり、Gの 2-numberは 2の羃乗になる。



74 第 6章 極地と対蹠集合

例 6.2.11 U(n)の単位元を含む極大対蹠集合Aをとる。上の議論よりAは可換部
分群になる。したがって、Aの元は同時対角化可能になる。すなわちAは標準的
な極大トーラス

T =


 eiθ1

. . .

eiθn


∣∣∣∣∣∣∣ θa ∈ R

 ∼= U(1)× · · · × U(1)

の部分群と共役になる。U(n)の極大対蹠集合を明らかにするためには A ⊂ T と
仮定してもよい。Aの各元の位数は 2であることと極大であることから、

A =


 ±1

. . .

±1




となってAが確定する。したがって、これは大対蹠集合になり、#2U(n) = 2nが
成り立つ。
上記の議論では U(n)の 2-numberだけではなく、大対蹠集合の形まで明らかに

なったが、2-numberを求めるだけなら次のように計算することもできる。例 6.1.8

より U(n)の極地の全体は

F (se, U(n)) =
∪

0≤k≤n

Gk(Cn)

だから、定理 6.2.7より次の等式を得る。

#2U(n) =
∑

0≤k≤n

#2Gk(Cn) =
∑

0≤k≤n

(
n

k

)
= 2n.

連結コンパクトLie群の大対蹠部分群は、一般には極大トーラスに含まれるとは
かぎらない。Chen-Nagano [3]の研究のきっかけになったBorel-Serre [1]では次の
例を挙げている。

例 6.2.12 3次回転群 SO(3)の部分群Aを次のように定める。三つの直交軸に関
する回転角 πの回転と恒等変換からなる部分集合をAで表す。これらの直交軸を
定める正規直交基底による表現行列は対角成分の二つが−1であり一つが 1である
対角行列三つと単位行列になる。

A =


 1

1

1

 ,

 1

−1

−1

 ,

 −1

1

−1

 ,

 −1

−1

1




これは SO(3)の大対蹠部分群になることがわかり、#2SO(3) = 4 = 22となる。A

を含むSO(3)の極大トーラスは存在しない。Riemann多様体としてSO(3)はRP 3

と同型になり、RP 3 = G1(R4)だから例 6.2.2からでも#2SO(3) = 4を得る。



6.3. 対称R空間の対蹠集合 75

6.3 対称R空間の対蹠集合
gをコンパクト半単純 Lie環とし、G = Int(g)とする。gにはG不変内積 ⟨ , ⟩

を定めておく。J ∈ g, J ̸= 0を (adJ)3 = −adJを満たす元とする。定理 5.2.1より
Jを通るG軌道G · Jはコンパクト型Hermite対称空間になり、逆にコンパクト型
Hermite対称空間はこのように表現される。

定理 6.3.1 (Sánchez[7], Tanaka-T.[12]) 上記設定のもとでM = G · J とする。
X ∈ M におけるM の点対称を sX で表す。X,Y ∈ M に対して sX(Y ) = Y の必
要十分条件は、[X,Y ] = 0である。さらに以下の (A)、(B)が成り立つ。

(A) 任意の対蹠集合に対して、それを含む大対蹠集合が存在する。

(B) 二つの大対蹠集合は合同になる。

大対蹠集合は g内の極大可換 Lie部分環 tによってM ∩ tという形に表現される。
特に大対蹠集合は gのWeyl群の軌道になる。

証明の概略 X ∈ M に関する Lie環 gの直和分解は

g = kX +mX , kX = z(X), mX = [X, g]

となる。adXはmX の概複素構造を定め、

sX(Y ) = eπadXY (Y ∈ M)

が成り立つ。これより、X,Y ∈ Mが [X,Y ] = 0を満たすならば、sX(Y ) = Y が成
り立つことがわかる。逆に sX(Y ) = Y とすると eπadXY = Y となりY ∈ kX = z(X)

を得る。これより [X, Y ] = 0が成り立つ。以上より、X,Y ∈ Mに対してsX(Y ) = Y

の必要十分条件は、[X, Y ] = 0であることがわかった。SをM の任意の対蹠集合
とする。上で示したことより任意のX, Y ∈ Sに対して [X, Y ] = 0が成り立つ。S

の張る gの部分空間をSRで表すと、SRは gの可換Lie部分環になる。そこで、SR

を含む gの極大可換 Lie部分環 tをとる。すると S ⊂ M ∩ tが成り立つ。極大可換
Lie部分環の共役性より、(A)と (B)が成り立つことがわかる。さらに大対蹠集合
は gの極大可換 Lie部分環 tによってM ∩ tと表現できる。

定理 6.3.2 (Tanaka-T.[12]) τ : M → Mをコンパクト型Hermite対称空間Mの
対合的反正則等長変換とし、τ の不動点集合としてM の実形Lが定まっていると
する。

Iτ : G → G ; g 7→ τgτ−1

によって、Gの自己同型 Iτ を定める。Lは J を含むと仮定する。Iτ から定まる g

の標準分解を g = l+ pとする。このとき、L = M ∩ pが成り立つ。さらにLに対
して以下の (A)、(B)が成り立つ。
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(A) 任意の対蹠集合に対して、それを含む大対蹠集合が存在する。

(B) 二つの大対蹠集合は合同になる。

Lの大対蹠集合は p内の極大可換部分空間 aによってM ∩ aという形に表現され
る。特に大対蹠集合は Iτ から定まる対称対のWeyl群の軌道になる。

証明の概略 定理 5.3.9の証明の後半で示したことを利用すると

τ(x) = −dIτ (x) (x ∈ M)

がわかる。これより

L = {x ∈ M | τ(x) = x} = M ∩ p

を得る。
Sを Lの任意の対蹠集合とする。任意のX, Y ∈ Sに対して [X, Y ] = 0が成り

立つ。Sの張る pの部分空間を SRで表すと、SRは pの可換部分空間になる。そこ
で、SRを含む pの極大可換部分空間 aをとる。すると S ⊂ M ∩ aが成り立つ。極
大可換Lie部分空間のF (Iτ , G)による共役性より、(A)と (B)が成り立つことがわ
かる。さらに大対蹠集合は pの極大可換部分環 aによってM ∩ aと表現できる。

系 6.3.3 (Tanaka-T.[12]) 対称R空間の対蹠集合に関して以下の (A)、(B)が成
り立つ。

(A) 任意の対蹠集合に対して、それを含む大対蹠集合が存在する。

(B) 二つの大対蹠集合は合同になる。

証明 定理 5.3.9より対称R空間はあるコンパクト型Hermite対称空間の実形に
なり、定理 6.3.2より (A)と (B)が成り立つ。

Ad(SU(4))の対蹠集合は性質 (A)を満たさないことがわかる ([12])。この概略を
以下で説明する。SU(4)の中心Zは

Z = {±14,±i14} ∼= Z4

となる。Ad(SU(4))の単位元を eで表すと

F (se,Ad(SU(4))) = {g ∈ Ad(SU(4)) | g2 = e} = Ad{x ∈ SU(4) | x2 ∈ Z}.

T = S(U(1)4)とおくと、T は SU(4)の極大トーラスになる。

{x ∈ SU(4) | x2 ∈ Z} =
∪

g∈SU(4)

g{t ∈ T | t2 ∈ Z}g−1
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が成り立つ。

I =


1

1

−1

−1

 , J =


e

π
4
i

e
π
4
i

e
π
4
i

e−
3π
4
i


によって I, J ∈ T を定めると、I, J の成分を置換したもの全体が {t ∈ T | t2 ∈ Z}
に一致することがわかる。これより

M+
0 = {e},

M+
1 = Ad{gIg−1 | g ∈ SU(4)},

M+
2 = Ad{gJg−1 | g ∈ SU(4)}

とおくと
F (se,Ad(SU(4))) = M+

0 ∪M+
1 ∪M+

2

がわかり、これらがAd(SU(4))の極地の全体になる。SU(4)の共役作用に関する
I, J の固定部分群を求めることにより、

M+
1
∼= (SU(4)/S(U(2)× U(2)))/Z2

∼= G2(C4)/Z2
∼= G2(R6),

M+
2
∼= SU(4)/S(U(3)× U(1)) ∼= G1(C4)

を得る。これらより

#2M
+
1 =

(
6

2

)
= 15, #2M

+
2 =

(
4

1

)
= 4.

M+
1 の大対蹠集合A1をとると、#A1 = 15である。{e} ∪A1はAd(SU(4))の対蹠
集合になり

#2Ad(SU(4)) ≥ 1 + #A1 = 16.

他方、

#2Ad(SU(4)) ≤ #2M
+
0 +#2M

+
1 +#2M

+
2 ≤ 1 + 15 + 4 = 20.

#2Ad(SU(4))は 2の羃になるため、#2Ad(SU(4)) = 16 = 24 を得る。よって、
{e} ∪A1はAd(SU(4))の大対蹠集合である。特に極大になり部分群になる。J の
対角成分を置換したもの全体のAdによる像をA2で表すと、#A2 = 4となりA2

はM+
2 の大対蹠集合であることがわかる。A2の生成する部分群を Ã2で表すと、

Ã2 = {e} ∪ A2 ∪ Ad




i

i

−i

−i

 ,


i

−i

i

−i

 ,


i

−i

−i

i
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となって、Ã2は対蹠的部分群になる。Ad(J)の中心化部分群はAd(S(U(3)×U(1))

になることがわかり、A2の中心化部分群は T に一致することがわかる。これより
Ã2の中心化部分群も T に一致する。Ã2を含む対蹠集合Aが存在すれば、Aは Ã2

の中心化部分群に含まれるので T に含まれる。#2T = 23 = 8であり、#Ã2 = 8だ
から、Ã2 = Aとなって、Ã2は極大対蹠集合になる。特に Ã2を含む大対蹠集合は
存在しない。よって条件 (A)は成り立たない。Ad(SU(4))に対して条件 (B)は成
り立つことがわかる。

6.4 コンパクト型Hermite対称空間の実形の交叉
この節の内容はおもにTanaka-T.[11]に基づいている。

定義 6.4.1 多様体X の部分多様体 Y1, Y2に対して、任意の x ∈ Y1 ∩ Y2について
TxX = TxY1 + TxY2が成り立つとき、Y1と Y2は横断的に交わるという。

定理 6.4.2 ([11]) M をコンパクト型Hermite対称空間とする。M の二つの実形
L1, L2が横断的に交わるならば、L1 ∩ L2は L1と L2の対蹠集合になる。

証明の概略 定理 5.1.12よりコンパクト型Hermite対称空間の正則断面曲率は
正になる。命題 5.3.6より L1と L2は交わる。o ∈ L1 ∩ L2と仮定しても一般性は
失われない。o以外の p ∈ L1 ∩ L2に対して、o, pは L1と L2において対蹠点にな
ることを証明すれば十分である。
o, pを含むLiの極大トーラスAiをとる。さらに、Aiを含むM の極大トーラス

A′
iをとる。M の制限ルート系によってA′

1 ∩ A′
2を記述でき、さらにAiが実形の

極大トーラスであることから、o, pは対蹠点の関係にあることがわかる。したがっ
て、L1, L2においても対蹠点の関係にある。

定理 6.4.2をもとにして、実形の交叉を詳しく調べるために準備をする。

補題 6.4.3 M をコンパクト型Hermite対称空間とし、Lを原点 oを通るM の実
形とする。M の oに関する極地M+が L ∩M+ ̸= ∅を満たすならば、L ∩M+は
コンパクト型Hermite対称空間M+の実形になる。2

証明の概略 実形Lを定めるMの対合的反正則等長変換をτで表すと、τ◦so = so◦τ
が成り立つ。任意の x ∈ F (so,M)に対して、so(τ(x)) = τ(so(x)) = τ(x)となり、
τ(F (so,M)) = F (so,M)を得る。p ∈ L∩M+をとる。τ(p) = pとなりτ(M+) = M+

が成り立つ。したがって、τ はM+の対合的反正則等長変換を誘導し、L∩M+は
M+の実形になる。

次の補題はコンパクト型Hermite対称空間の二つの実形の交叉の性質を各極地
の実形の交叉の性質に帰着できることを示している。

2M+ がコンパクト型 Hermite対称空間であることは、命題 6.1.11より従う。
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補題 6.4.4 Mをコンパクト型Hermite対称空間とし、Mの原点 oに関する極地を

F (so,M) =
r∪

j=0

M+
j

と表す。

(1) LをM の原点 oを通る実形とすると、Lの極地は

F (so, L) =
r∪

j=0

L ∩M+
j

となり、次の等式が成り立つ。

#2L =
r∑

j=0

#2(L ∩M+
j ).

(2) L1, L2をM の原点 oを通り横断的に交わる実形とすると、次の等式が成り
立つ。

L1 ∩ L2 =
r∪

j=0

{
(L1 ∩M+

j ) ∩ (L2 ∩M+
j )

}
,

#(L1 ∩ L2) =
r∑

j=0

#
{
(L1 ∩M+

j ) ∩ (L2 ∩M+
j )

}
.

証明 (1) Lは oを通る全測地的部分多様体だから、

F (so, L) = L ∩ F (so,M) =
r∪

j=0

L ∩M+
j

となる。補題 6.4.3より各L∩M+
j は空でなければM+

j の実形になり、特に連結に
なる。よってL ∩M+

j はLの極地になる。定理 5.3.9よりLは対称R空間になり、
定理 6.2.7より次の等式が成り立つ。

#2L =
r∑

j=0

#2(L ∩M+
j ).

(2) 定理 6.4.2よりL1 ∩ L2はL1とL2の対蹠集合になる。L1 ∩ L2はM の対蹠集
合でもあるので、L1 ∩L2 ⊂ F (so,M)が成り立つ。したがって、次の等式を得る。

L1 ∩ L2 =
r∪

j=0

{
(L1 ∩M+

j ) ∩ (L2 ∩M+
j )

}
#(L1 ∩ L2) =

r∑
j=0

#
{
(L1 ∩M+

j ) ∩ (L2 ∩M+
j )

}
.



80 第 6章 極地と対蹠集合

定理 6.4.5 ([11]) Mをコンパクト型Hermite対称空間とし、L1, L2, L
′
1, L

′
2をMの

実形とする。さらに、L1, L
′
1は合同であり、L2, L

′
2も合同であると仮定する。L1, L2

が横断的に交わり、L′
1, L

′
2も横断的に交わるならば、#(L1 ∩ L2) = #(L′

1 ∩ L′
2)が

成り立つ。

証明の概略 定理の証明は次の主張の証明に帰着する。
(I) L1, L2をMの実形とし、g ∈ I0(M)とする。L1, L2は横断的に交わり、L1, gL2

も横断的に交わるとき、#(L1 ∩ L2) = #(L1 ∩ gL2)が成り立つ。
さらに (I)の証明は次の主張の証明に帰着する。
(II) L1, L2をMの実形とし、o ∈ L1∩L2をとる。k ∈ K = {ϕ ∈ I0(M) | ϕ(o) =

o}とする。L1, L2は横断的に交わり、L1, kL2も横断的に交わるとき、#(L1∩L2) =

#(L1 ∩ kL2)が成り立つ。
以下で#(L1 ∩ L2) = #(L1 ∩ kL2)を示す。

F (so,M) =
r∪

j=0

M+
j

を極地とする。補題 6.4.4の (2)より

L1 ∩ L2 =
r∪

j=0

{
(L1 ∩M+

j ) ∩ (L2 ∩M+
j )

}
,

L1 ∩ kL2 =
r∪

j=0

{
(L1 ∩M+

j ) ∩ (kL2 ∩M+
j )

}
となり

#(L1 ∩ L2) =
r∑

j=0

#
{
(L1 ∩M+

j ) ∩ (L2 ∩M+
j )

}
,

#(L1 ∩ kL2) =
r∑

j=0

#
{
(L1 ∩M+

j ) ∩ (kL2 ∩M+
j )

}
.

kM+
j = M+

j だから、k(L2 ∩M+
j ) = kL2 ∩M+

j となり、L2 ∩M+
j と kL2 ∩M+

j は
各 jについて同時に空になるか同じ一点になるかまたはM+

j 内の合同な実形にな
る。一番目、二番目の場合は L2 ∩M+

j = kL2 ∩M+
j となり、

(L1 ∩M+
j ) ∩ (L2 ∩M+

j ) = (L1 ∩M+
j ) ∩ (kL2 ∩M+

j ).

したがって、

#{(L1 ∩M+
j ) ∩ (L2 ∩M+

j )} = #{(L1 ∩M+
j ) ∩ (kL2 ∩M+

j )}.
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三番目の場合はコンパクト型Hermite対称空間M+
j において極地をとることによ

り上記の議論を続ける。この操作を有限回繰り返すと、極地の次元は必ず小さく
なるので、一番目、二番目の場合だけになり (I)の結論

#(L1 ∩ L2) = #(L1 ∩ kL2)

が成り立つことがわかる。

系 6.4.6 ([12]) 定理 6.4.5の設定にさらに#(L1 ∩ L2) = min{#2L1,#2L2} とい
う条件を加えると、L1 ∩ L2と L′

1 ∩ L′
2は合同になる。

後で述べる定理 6.5.1の (2)は上の系の条件を満たしている。

定理 6.4.7 ([11]) M をコンパクト型Hermite対称空間とし、L1, L2をM の横断
的に交わる合同な実形とする。このとき、L1∩L2はL1とL2の大対蹠集合になる。
すなわち、#(L1 ∩ L2) = #2L1 = #2L2が成り立つ。

証明の概略 定理 6.4.2より、L1 ∩ L2はL1, L2の対蹠集合になるので、#(L1 ∩
L2) = #2L1 = #2L2を示せばよい。
o ∈ L1 ∩ L2としても一般性は失われない。補題 6.4.4の (2)より

L1 ∩ L2 =
r∪

j=0

{
(L1 ∩M+

j ) ∩ (L2 ∩M+
j )

}
,

#(L1 ∩ L2) =
r∑

j=0

#
{
(L1 ∩M+

j ) ∩ (L2 ∩M+
j )

}
となる。Liの極地は補題 6.4.4の (1)より

F (so, Li) =
r∪

j=0

Li ∩M+
j

となり、次の等式が成り立つ。

#2Li =
r∑

j=0

#2(Li ∩M+
j ).

L1と L2は合同だから#2L1 = #2L2であり、各 jについて L1 ∩M+
j と L2 ∩M+

j

もM+
j 内で合同になる。よって、L1 ∩M+

j とL2 ∩M+
j は各 jについて同時に空に

なるか、同じ一点になるか、またはM+
j 内の合同な実形になる。一番目の場合は、

#
{
(L1 ∩M+

j ) ∩ (L2 ∩M+
j )

}
= 0 = #(Li ∩M+

j ) = #2(Li ∩M+
j ).
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二番目の場合は、

#
{
(L1 ∩M+

j ) ∩ (L2 ∩M+
j )

}
= 1 = #(Li ∩M+

j ) = #2(Li ∩M+
j ).

三番目の場合はコンパクト型Hermite対称空間M+
j において極地をとることによ

り上記の議論を続ける。この操作を有限回繰り返すと、極地の次元は必ず小さく
なるので、一番目、二番目の場合だけになり

#(L1 ∩ L2) = #2L1 = #2L2

が成り立つことがわかる。

6.5 既約コンパクト型Hermite対称空間の実形の交叉
この節の内容もおもにTanaka-T.[11]に基づいている。

定理 6.5.1 ([11]) M を既約コンパクト型Hermite対称空間とし、L1, L2をM 内
の横断的に交わる二つの実形とする。

(1) M = GC
2m(C4m) (m ≥ 2)であり、L1はGH

m(H2m)と合同、L2は U(2m)と合
同ならば、次が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = 2m <

(
2m

m

)
= #2L1 < 22m = #2L2.

(2) それ以外の場合、L1 ∩ L2は 2-numberが小さい方の実形の大対蹠集合にな
り、次の等式が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = min{#2L1,#2L2}.

証明の概略 二つの実形が合同な場合は定理 6.4.7によって、交叉は実形の大対
蹠集合になることがわかっているので、実形が合同ではない場合を考えればよい。
既約コンパクト型Hermite対称空間と合同ではない二つの実形の組合せは以下の
とおりであることが、Leung [6], Takeuchi [9]からわかる。

M L1 L2

Qn(C) Sk,n−k Sl,n−l

GC
2q(C2m+2q) GH

q (Hm+q) GR
2q(R2m+2q)

GC
n(C2n) U(n) GR

n(R2n)

GC
2m(C4m) GH

m(H2m) U(2m)

Sp(2m)/U(2m) Sp(m) U(2m)/O(2m)

SO(4m)/U(2m) U(2m)/Sp(m) SO(2m)

E6/T · Spin(10) F4/Spin(9) GH
2 (H4)/Z2

E7/T · E6 T · (E6/F4) (SU(8)/Sp(4))/Z2

これらについて個別に定理の主張が成り立つことを確かめる。
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定理 6.5.2 0 ≤ k ≤ l ≤ [n/2]とする。Qn(C)内のSk,n−kと合同な実形L1とSl,n−l

と合同な実形 L2が横断的に交わるならば、その交叉 L1 ∩ L2は

{±e1 ∧ ek+2, . . . ,±ek+1 ∧ e2k+2}

と合同になる。したがって、L1 ∩ L2は L1の大対蹠集合になり、次が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = #2L1 = 2(k + 1) ≤ 2(l + 1) = #2L2.

さらに k = l = [n/2]ならば、L1 ∩ L2はQn(C)の大対蹠集合になる。

定理 6.5.3 GC
2q(C2m+2q)内のGH

q (Hm+q)と合同な実形L1とGR
2q(R2m+2q)と合同な

実形L2が横断的に交わるならば、その交叉L1 ∩L2はL1の大対蹠集合になり、次
が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = #2L1 =

(
m+ q

q

)
≤

(
2m+ 2q

2q

)
= #2L2.

定理 6.5.4 GC
n(C2n)内の U(n)と合同な実形 L1とGR

n(R2n)と合同な実形 L2が横
断的に交わるならば、その交叉L1 ∩L2はL1の大対蹠集合になり、次が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = #2L1 = 2n ≤
(
2n

n

)
= #2L2.

定理 6.5.5 GC
2m(C4m)内の GH

m(H2m)と合同な実形 L1と U(2m)と合同な実形 L2

が横断的に交わるならば、次が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = 2m, min{#2L1,#2L2} =

(
2m

m

)
これより、m = 1のとき#(L1 ∩ L2) = min{#2L1,#2L2} が成り立ち、m ≥ 2の
とき#(L1 ∩ L2) < min{#2L1,#2L2} が成り立つ。

定理 6.5.6 Sp(2m)/U(2m)内の Sp(m)と合同な実形 L1と U(2m)/O(2m)と合同
な実形L2が横断的に交わるならば、その交叉L1 ∩ L2はL1の大対蹠集合になり、
次が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = #2L1 = 2m ≤ 22m = #2L2.

定理 6.5.7 SO(4m)/U(2m)内の U(2m)/Sp(m)と合同な実形 L1と SO(2m)と合
同な実形 L2が横断的に交わるならば、その交叉 L1 ∩ L2は L1の大対蹠集合にな
り、次が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = #2L1 = 2m ≤ 22m−1 = #2L2.
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定理 6.5.8 EIII = E6/T · Spin(10)内の FII = F4/Spin(9)と合同な実形 L1と
GH

2 (H4)/Z2と合同な実形 L2が横断的に交わるならば、その交叉 L1 ∩ L2は L1の
大対蹠集合になり、次が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = #2L1 = 3 < 27 = #2L2.

定理 6.5.9 EV II = E7/T ·E6内の (T ×EIV )/Z3と合同な実形L1とAII(4)/Z2

と合同な実形 L2が横断的に交わるならば、その交叉 L1 ∩ L2は L1の大対蹠集合
になり、次が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = #2L1 = 8 < 56 = #2L2.

定理 6.5.2の証明の概略 Qn(C)の極地は

F (so, Qn(C)) = {o} ∪ {ō} ∪Qn−2(C)

となる。ただし、F (so, Q1(C)) = {o} ∪ {ō}であり、

F (so, Q2(C)) = {±e1 ∧ e2,±e3 ∧ e4}

である。Lを oを通るQn(C)の実形とする。Lが S0,nと合同ならば、

L ∩ F (so, Qn(C)) = {o, ō}

となり、Lが Sk,n−k (1 ≤ k ≤ [n/2])と合同ならば

L ∩ F (so, Qn(C)) = {o, ō} ∪ L′

となり、L′ は Qn−2(C)内の実形 Sk−1,n−k−1 と Qn−2(C)内で合同になることがわ
かる。
上記の交叉の情報を利用して、定理を kに関する帰納法で証明する。命題 5.3.6

よりL1 ∩L2 ̸= ∅となる。そこで o = e1 ∧ ek+2 ∈ L1 ∩L2としても一般性は失われ
ない。k = 0の場合は

L1 ∩ F (so, Qn(C)) = {±e1 ∧ e2}

となる。定理 6.4.2よりL1 ∩ L2は対蹠集合になりL1 ∩ L2 ⊂ F (so, Qn(C))が成り
立つ。

L2 ∩ F (so, Qn(C)) ⊃ {±e1 ∧ e2}

となり、
L1 ∩ L2 = {±e1 ∧ e2}.

k − 1の場合に定理の主張が成り立つと仮定して、kの場合にも成り立つことを
示す。

L1 ∩ F (so, Qn(C)) = {±e1 ∧ ek+2} ∪ L′
1
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となり、L′
1はQn−2(C)内の実形 Sk−1,n−k−1とQn−2(C)内で合同になる。L2につ

いても
L2 ∩ F (so, Qn(C)) = {±e1 ∧ ek+2} ∪ L′

2

となり、L′
2はQn−2(C)内の実形 Sl−1,n−l−1とQn−2(C)内で合同になる。帰納法の

仮定より L′
1 ∩ L′

2はQn−2(C)内で

{±e2 ∧ ek+3, . . . ,±ek+1 ∧ e2k+2}

と合同になる。したがって、L1 ∩ L2は

{±e1 ∧ ek+2, . . . ,±ek+1 ∧ e2k+2}

と合同になる。これは Sk,n−kの大対蹠集合になるので、L1 ∩ L2はL1の大対蹠集
合になり、次が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = #2L1 = 2(k + 1) ≤ 2(l + 1) = #2L2.

さらに k = l = [n/2]ならば、L1 ∩ L2はQn(C)の大対蹠集合になる。

注意 6.5.10 複素二次超曲面の実形の交叉に関する論文 [13]を書いた時点では二
つの実形の交叉が対蹠集合になることはあらかじめわかっていなかったため、複
素二次超曲面の二つの極に関する最小軌跡の交叉が極地になるという特殊性を利
用して定理 6.5.2を証明した。それに対して上記の証明は実形の交叉の対蹠性があ
らかじめわかっているので、議論を数学的帰納法にのせる部分が [13]の証明より
も簡単になっている。

例 6.1.3でみたように、既約コンパクト型Hermite対称空間の極地は一般には既
約にはならない。実形の交叉を極地における実形の交叉に帰着させるためには、た
とえ既約コンパクト型Hermite対称空間を対象とする場合でも、極地に現れる既
約ではないコンパクト型Hermite対称空間の実形の交叉に関する情報が必要にな
る。それらを扱うために次の補題 6.5.11と命題 6.5.12を準備しておく。

補題 6.5.11 M をコンパクト型 Hermite対称空間とし、τ : M → M を対合的反
正則等長変換とする。(x, y) 7→ (τ(y), τ(x))はM ×M の対合的反正則等長変換に
なり、不動点集合である実形は次で与えられる。

Dτ (M) = {(x, τ(x)) | x ∈ M}.

コンパクト型Hermite対称空間M はM ×M の実形になることを補題 6.5.11は
示している。Leung [6]の 4. Classification of real forms of Hermitian symmetric

spaces と Sánchez [7]の Proposition 3では補題 6.5.11の実形を想定していないよ
うに思われる。
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命題 6.5.12 (1) M1,M2をコンパクト型Hermite対称空間とし、L1, L
′
1をM1の

二つの実形、L2, L
′
2をM2の二つの実形とする。このとき、L1×L2とL′

1×L′
2

はM1×M2の二つの実形になり、(L1×L2)∩(L′
1×L′

2) = (L1∩L′
1)×(L2∩L′

2)

が成り立つ。L1, L
′
1が横断的に交わりL2, L

′
2が横断的に交わるならば、L1×L2

とL′
1×L′

2も横断的に交わり#{(L1×L2)∩(L′
1×L′

2)} = #(L1∩L′
1)#(L2∩L′

2)

が成り立つ。

(2) L1, L2をコンパクト型Hermite対称空間M の実形とし、τ : M → M を対合
的反正則等長変換とすると、次が成り立つ。

(L1 × L2) ∩Dτ (M) = {(x, τ(x)) | x ∈ L1 ∩ τ−1(L2)}.

M ×M 内の実形 L1 × L2とDτ (M)が横断的に交わることと L1と τ−1(L2)

が横断的に交わることは同値になり、このとき

#{(L1 × L2) ∩Dτ (M)} = #{L1 ∩ τ−1(L2)}.

ここで、L2 = (τ2,M)とすると、τ−1(L2) = F (ττ2τ
−1,M)となり τ−1(L2)も

M の実形である。

(3) M をコンパクト型 Hermite対称空間とし、τ1, τ2 : M → M をM の正則等
長変換全体の単位連結成分の元によって共役な対合的反正則等長変換とする
と、Dτ1(M)とDτ2(M)は合同になる。さらに、Dτ1(M)とDτ2(M)が横断的
に交われば、#(Dτ1(M) ∩Dτ2(M)) = #2M が成り立つ。

既約コンパクト型Hermite対称空間内の実形の交叉を調べる際に、極地における
実形の交叉は命題 6.5.12の (1)と (2)の場合しか現れないが、今後一般のコンパク
ト型Hermite対称空間内の実形の交叉を調べるために必要になる (3)も掲載した。

定理6.5.3の証明 q,mに関する帰納法で証明する。q = m = 1のとき、GC
2 (C4)

は複素二次超曲面Q4(C)に同型であり、GC
2 (C4)内の実形GH

1 (H2)とGR
2 (R4)はそれ

ぞれQ4(C)内の実形S0,4とS2,2と同型になる。したがって、定理 6.5.2よりL1∩L2

は L1の大対蹠集合になり、次が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = #2L1 = 2 < 6 = #2L2.

次に一般の q,mについて考える。GC
2q(C2m+2q)の極地は

M+
j = GC

j (C2q)×GC
2q−j(C2m) (0 ≤ j ≤ 2q)

となる。さらに、0 ≤ j ≤ 2qについて

GH
q (Hm+q) ∩M+

j =

{
∅ (j :奇数)

GH
k (Hq)×GH

q−k(Hm) (j = 2k)

GR
2q(R2m+2q) ∩M+

j = GR
j (R2q)×GR

2q−j(R2m).
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したがって、帰納法の仮定より

#{(L1 ∩M+
2k) ∩ (L2 ∩M+

2k)} =

(
q

k

)(
m

q − k

)
.

補題 6.4.4と例 6.2.6で示した二項係数の関係式より

#(L1 ∩ L2) =

q∑
k=0

#{(L1 ∩M+
2k) ∩ (L2 ∩M+

2k)} =

q∑
k=0

(
q

k

)(
m

q − k

)
=

(
m+ q

q

)
= #2L1 <

(
2m+ 2q

2q

)
= #2L2.

定理 6.5.4の証明 GC
n(C2n)の極地は

M+
j = GC

j (Cn)×GC
n−j(Cn) (0 ≤ j ≤ n)

となる。GC
j (Cn)とGC

n−j(Cn)は正則等長的であることに注意する。0 ≤ j ≤ nに
ついて

U(n) ∩M+
j = Dτj(G

C
j (Cn))

GR
n(R2n) ∩M+

j = GR
j (Rn)×GR

n−j(Rn).

したがって、補題 6.5.11と定理 6.4.7より

#{(L1 ∩M+
j ) ∩ (L2 ∩M+

j )} = #{(GR
j (Rn)×GR

n−j(Rn)) ∩Dτj(G
C
j (Cn))}

= #2G
R
j (Rn) =

(
n

j

)
.

補題 6.4.4より

#(L1 ∩ L2) =
n∑

j=0

#{(L1 ∩M+
j ) ∩ (L2 ∩M+

j )} =
n∑

j=0

(
n

j

)
= 2n

= #2U(n) ≤
(
2n

n

)
= #2G

R
n(R2n).

定理 6.5.5の証明 GC
2m(C4m)の極地は

M+
j = GC

j (C2m)×GC
2m−j(C2m) (0 ≤ j ≤ 2m)

である。GC
j (C2m)とGC

2m−j(C2m)は正則等長的であることに注意する。0 ≤ j ≤ 2m

について

GH
m(H2m) ∩M+

j =

{
∅ (j :奇数)

GH
k (Hm)×GH

m−k(Hm) (j = 2k)

U(2m) ∩M+
j = Dτj(G

C
j (C2m)).
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したがって、補題 6.5.11と定理 6.4.7より

#{(L1 ∩M+
2k) ∩ (L2 ∩M+

2k)} = #{(GH
k (Hm)×GH

m−k(Hm)) ∩Dτ2k(G
C
2k(C2m))}

= #2G
H
k (Hm) =

(
m

k

)
.

補題 6.4.4より

#(L1 ∩ L2) =
m∑
k=0

#{(L1 ∩M+
2k) ∩ (L2 ∩M+

2k)} =
m∑
k=0

(
m

k

)
= 2m

≤
(
2m

m

)
= #2G

H
m(H2m) ≤ 22m = #2U(2m).

ここで、m = 1のときは

#(L1 ∩ L2) = 21 =

(
2

1

)
= #2G

H
1 (H2) < 22 = #2U(2).

m ≥ 2のときは

#(L1 ∩ L2) = 2m <

(
2m

m

)
= #2G

H
m(H2m) < 22m = #2U(2m).

定理 6.5.6の証明 Sp(2m)/U(2m)の極地は

M+
j = GC

j (C2m)×GC
2m−j(C2m) (0 ≤ j ≤ 2m)

である。0 ≤ j ≤ 2mについて

Sp(m) ∩M+
j =

{
∅ (j :奇数)

GH
k (Hm) (j = 2k)

(U(2m)/O(2m)) ∩M+
j = GR

j (R2m).

したがって、定理 6.4.7より

#{(L1 ∩M+
2k) ∩ (L2 ∩M+

2k)} = #{GH
k (Hm) ∩GR

2k(R2m)}

= #2G
H
k (Hm) =

(
m

k

)
.

補題 6.4.4と例 6.2.9、6.2.10より

#(L1 ∩ L2) =
m∑
k=0

#{(L1 ∩M+
2k) ∩ (L2 ∩M+

2k)} =
m∑
k=0

(
m

k

)
= 2m

= #2Sp(m) ≤ 22m = #2U(2m)/O(2m).

定理 6.5.7を証明するために、SO(4m)/U(2m)の極地を求めると、これらの極
地はすべて複素Grassmann多様体になり、定理 6.5.3、6.5.4、6.5.5の結果を適用
できる。これによって、今までと同様な手法で定理 6.5.7を証明できる。
定理 6.5.8と 6.5.9を証明するためには、極地を求めそれらの性質を調べる準備

が必要になるので、ここではその詳細は省略する。



89

参考文献

[1] A. Borel and J. P. Serre, Sur certains sousgroupes des groupes de Lie com-

pacts, Comm. Math. Helv. 27 (1953), 128–139.

[2] B.-Y. Chen and T. Nagano, Totally geodesic submanifolds of symmetric

spaces, Duke Math. J. 44 (1977), 745–755.

[3] B.-Y. Chen and T. Nagano, A Riemannian geometric invariant and its ap-

plications to a problem of Borel and Serre, Trans. Amer. Math. Soc., 308

(1988), 273–297.

[4] S. Helgason, Differential geometry, Lie groups, and symmetric spaces, Aca-

demic Press, New York, 1978.

[5] H. Iriyeh, T. Sakai and H. Tasaki, Lagrangian Floer homology of a pair of real

forms in Hermitian symmetric spaces of compact type, J. Math. Soc. Japan,

65 (2013), 1135–1151.

[6] D. P. S. Leung, Reflective submanifolds. IV, Classification of real forms of

Hermitian symmetric spaces, J. Differential Geom. 14 (1979), 179–185.

[7] C. U. Sánchez, The index number of an R-space: An extension of a result of

M. Takeuchi’s, Proc. Amer. Math. Soc. 125 (1997), 893–900.

[8] M. Takeuchi, On conjugate loci and cut loci of compact symmetric spaces I.

Tsukuba J. Math. 2 (1978), 35 – 68.

[9] M. Takeuchi, Stability of certain minimal submanifolds of compact Hermitian

symmetric spaces, Tohoku Math. J., (2) 36, 293–314 (1984)

[10] M. Takeuchi, Two-number of symmetric R-spaces, Nagoya Math. J., 115

(1989), 43–46

[11] M. S. Tanaka and H. Tasaki, The intersection of two real forms in Hermitian

symmetric spaces of compact type, J. Math. Soc. Japan, 64 (2012), 1297–

1332.



90 参考文献

[12] M. S. Tanaka and H. Tasaki, Antipodal sets of symmetric R-spaces, Osaka J.

Math., 50 (2013), 161–169.

[13] H. Tasaki, The intersection of two real forms in the complex hyperquadric,

Tohoku Math. J., 62 no.3 (2010), 375–382.

[14] 田崎博之、Riemann幾何学の基礎 (2003年度筑波大学数理物質科学研究科)

http://www.math.tsukuba.ac.jp/˜tasaki/lecture/ln2003/tsukuba.html

[15] 田崎博之、等質空間と形状空間 (2004年度筑波大学数理物質科学研究科)

http://www.math.tsukuba.ac.jp/˜tasaki/lecture/ln2004/tsukuba.html



91

索 引

2-number, 70

Cartan行列, 37

Cartan対合, 42

Cartanの定理, 10

Cartan部分環, 33

Cartan分解, 40

Dynkin図形, 38

Einstein多様体, 9

Euclid型Riemann対称空間, 46

Euclid型Riemann対称対, 46

Euclid型直交対称 Lie代数, 44

Grassmann多様体, 14

G不変, 14

Haar測度, 11

Hermite対称空間, 54

Hopf-Rinowの定理, 8

Killing形式, 32

Lagrange部分空間, 24

Lagrange部分多様体, 61

Levi-Civita接続, 8

Lie環, 1

Lie群の—, 2

Lie群, 1

Lie三対系, 22

Lie部分環, 1

Lie部分群, 6

Lie変換群, 10

Myersの定理, 10

n次元K射影空間, 14

Ricci曲率, 9

Ricciテンソル, 9

Riemann計量, 7

Riemann積, 46

Riemann対称空間, 19

Riemann対称対, 22

Riemann多様体, 7

一径数部分群, 3

イデアル, 31

岩澤分解, 59

横断的に交わる, 78

階数, 24, 35

回転群, 6

可換, 4

完備Riemann多様体, 9

既約, 47

共変微分, 8

行列の指数関数, 3

極, 65

極大トーラス, 28

極地, 65

曲率テンソル, 8

効果的, 43

合同, 62

古典型複素単純 Lie環, 39

コンパクト Lie環, 39

コンパクト型Riemann対称空間, 46

コンパクト型Riemann対称対, 46
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コンパクト型直交対称 Lie代数, 44

コンパクトに埋め込まれたLie部分環,

41

最小軌跡, 9

四元数一般線形群, 1

辞書式順序, 36

指数写像
Lie群の—, 3

Riemann多様体の—, 8

実 Lie環, 31

実一般線形群, 1

実形, 39

自明な極, 65

準同型写像
Lie環の—, 2

Lie群の—, 2

シンプレクティック群, 7

推移的, 10

随伴群, 40

随伴表現
Lie環の—, 5

Lie群の—, 5

制限ルート, 49

制限ルート空間, 49

制限ルート系, 49

正則断面曲率, 58

接最小軌跡, 9

線形 Lie群, 6

全測地的部分多様体, 22

双対, 45

対称R空間, 63

対蹠集合, 70

大対蹠集合, 70

単位連結成分, 2

単純 Lie環, 31

単純 Lie群, 31

単純ルート, 36

断面曲率, 9

中心
Lie環の—, 39

直交群, 6

直交対称 Lie代数, 43

対合的, 19

点対称, 19

同型, 43

Lie環の—, 2

Lie群の—, 2

同型写像
Lie環の—, 2

Lie群の—, 2

等質空間, 10

特殊線形群, 6

特殊ユニタリ群, 7

半単純 Lie環, 31

半単純 Lie群, 31

非コンパクト型Riemann対称空間, 46

非コンパクト型Riemann対称対, 46

非コンパクト型直交対称 Lie代数, 44

左移動, 1

左不変, 11

左不変ベクトル場, 1

微分, 5

表現
Lie環の—, 5

Lie群の—, 5

複素 Lie環, 31

複素一般線形群, 1

複素化, 39

複素旗多様体, 60

右移動, 1
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右不変ベクトル場, 1

有界対称領域, 58

有向実Grassmann多様体, 56

ユニタリ群, 7

ルート, 34

ルート空間, 34, 49

ルート系, 34, 49

例外型複素単純 Lie環, 39


