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第1章 多様体上の積分

一つのベクトル空間からその上のテンソル代数と外積代数を定め、元のベクトル
空間の内積から外積代数の内積を定める。この外積代数の内積を使ってRiemann

多様体上の測度を定義し、その測度に関する積分の基本的性質を述べる。特に、1.5

節で述べる余面積公式 (定理 1.5.5)は積分幾何学において重要な役割を演じる。

1.1 テンソル代数

定義 1.1.1 有限次元実ベクトル空間 V に対して、

p︷ ︸︸ ︷
V ∗ × · · · × V ∗×

q︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V 上

で定義された p+ q変数の実数値多重線形写像を V 上の (p, q)型テンソル と呼び、
その全体を T (p,q)(V )で表す。T (p,q)(V )を (p, q)型テンソル代数 と呼ぶ。T (p,q)(V )

は実数値多重線形写像の自然な加法とスカラー倍によって実ベクトル空間になる。
V の元 u1, . . . , upと V ∗の元 f1, . . . , fqに対して、

(u1 ⊗ · · · ⊗ up ⊗ f1 ⊗ · · · ⊗ fq)(g1, . . . , gp, v1, . . . , vq)

= g1(u1) · · · gp(up)f1(v1) · · · fq(vq)

(g1, . . . , gp ∈ V ∗, v1, . . . , vq ∈ V )

によって写像

u1 ⊗ · · · ⊗ up ⊗ f1 ⊗ · · · ⊗ fq :

p︷ ︸︸ ︷
V ∗ × · · · × V ∗×

q︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V −→ R

を定めると、u1 ⊗ · · · ⊗ up ⊗ f1 ⊗ · · · ⊗ fqは V 上の (p, q)型テンソルになる。

命題 1.1.2 V を有限次元実ベクトル空間とすると、写像
p︷ ︸︸ ︷

V × · · · × V ×
q︷ ︸︸ ︷

V ∗ × · · · × V ∗ −→ T (p,q)(V )

(u1, . . . , up, f1, . . . , fq) 7−→ u1 ⊗ · · · ⊗ up ⊗ f1 ⊗ · · · ⊗ fq

は多重線形写像にになる。

命題 1.1.3 V をn次元実ベクトル空間とする。u1, . . . , unをV の基底とし、f 1, . . . , fn

をその双対基底とする。すると、

ui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq (1 ≤ i1, . . . , ip, j1, . . . , jq ≤ n)

は T (p,q)(V )の基底になる。特に、T (p,q)(V )の次元は np+qになる。
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命題 1.1.4 V とW を有限次元実ベクトル空間とし、F : V −→ W を線形写像と
する。このとき次の条件を満たす線形写像

F (p,0) : T (p,0)(V ) −→ T (p,0)(W )

が唯一つ存在する。条件：任意の v1, . . . , vp ∈ V に対して

F (p,0)(v1 ⊗ · · · ⊗ vp) = F (v1) ⊗ · · · ⊗ F (vp)

が成り立つ。また次の条件を満たす線形写像

F (0,q) : T (0,q)(W ) −→ T (0,q)(V )

が唯一つ存在する。条件：任意の f1, . . . , fq ∈ W ∗に対して

F (0,q)(f1 ⊗ · · · ⊗ fq) = (f1 ◦ F ) ⊗ · · · ⊗ (fq ◦ F )

が成り立つ。

1.2 外積代数
定義 1.2.1 有限次元実ベクトル空間 V に関する T (p,0)(V )の元Aと 1 ≤ i < j ≤ p

に対して

(ti,jA)(f1, . . . , fp) = A(f1, . . . ,

i
^

fj, . . . ,

j
^

fi, . . . , fp) (f1, . . . , fp ∈ V ∗)

とおくと、線形写像 ti,j : T (p,0)(V ) → T (p,0)(V )が定まる。

∧pV = {A ∈ T (p,0)(V ) | ti,jA = −A (1 ≤ i < j ≤ p)}

を p次外積代数 と呼ぶ。

補題 1.2.2 {1, . . . , p}の元の置換全体から成る群を Spで表す。V の元 u1, . . . , up

に対して
u1 ∧ · · · ∧ up =

∑
σ∈Sp

sgn(σ)uσ(1) ⊗ · · · ⊗ uσ(p)

とおくと、∧pV の元 u1 ∧ · · · ∧ upが定まる。

命題 1.2.3 有限次元実ベクトル空間 V に対して、写像

p︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V −→ ∧pV

(u1, . . . , up) 7−→ u1 ∧ · · · ∧ up
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は多重線形写像になる。u1, . . . , up ∈ V と 1 ≤ i < j ≤ pに対して

u1 ∧ · · · ∧
i

^
uj ∧ · · · ∧

j
^
ui ∧ · · · ∧ up = −u1 ∧ · · · ∧ up

が成り立つ。さらに p次正方行列A = (Aij)に対して vj =

p∑
i=1

Aijuiとおくと

v1 ∧ · · · ∧ vp = (detA)u1 ∧ · · · ∧ up

が成り立つ。特に v1, . . . , vpが線形従属のとき、v1 ∧ · · · ∧ vp = 0が成り立つ。

命題 1.2.4 u1, . . . , unを実ベクトル空間 V の基底とする。このとき

ui1 ∧ · · · ∧ uip (1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n)

は ∧pV の基底になる。特に dim(∧pV ) =

(
n

p

)
となる。

命題 1.2.5 V とW を有限次元実ベクトル空間とし、F : V −→ W を線形写像と
する。命題 1.1.4で定めた線形写像

F (p,0) : T (p,0)(V ) −→ T (p,0)(W )

は F (p,0)(∧pV ) ⊂ ∧pW を満たし、線形写像

F (p,0) : ∧pV −→ ∧pW

を誘導する。さらに F (p,0)は F (p,0)(v1 ∧ · · · ∧ vp) = F (v1) ∧ · · · ∧ F (vp)を満たす。

1.3 外積代数における内積
補題 1.3.1 V を有限次元実ベクトル空間とする。このとき T (0,2)(V )の元 Aと V

から V ∗への線形写像 αは

A(x, y) = (α(x))(y) (x, y ∈ V )

によって一対一に対応する。この対応によって T (0,2)(V )と、V から V ∗への線形
写像全体の成すベクトル空間Hom(V, V ∗)は線形同型になる。α ∈ Hom(V, V ∗)に
対応する T (0,2)(V )の元Aが対称になっていて、さらに、0でない x ∈ V に対して
(α(x))(x) > 0が成り立つときAは V 上の内積になる。
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命題 1.3.2 V を内積 〈 , 〉を持つ有限次元実ベクトル空間とする。内積 〈 , 〉に補
題 1.3.1によって対応するHom(V, V ∗)の元を αで表す。∧pV ∗は自然に (∧pV )∗と
同一視され、命題 1.2.5によって α : V → V ∗が誘導する線形写像

α(p,0) : ∧pV → ∧pV ∗ = (∧pV )∗

に対応する T (0,2)(∧pV )の元は、∧pV 上の内積になる。

証明の概略 まず、∧pV ∗と (∧pV )∗を同一視する対応を述べておく。∧pV ∗の元
φと (∧pV )∗の元Φは

φ(v1, . . . , vp) = Φ(v1 ∧ · · · ∧ vp) (v1, . . . , vp ∈ V )

によって対応している。
α(p,0)に対応する T (0,2)(∧pV )の元をAで表すと、V の元 u1, . . . , upと v1, . . . , vp

に対して、

A(u1 ∧ · · · ∧ up, v1 ∧ · · · ∧ vp)

= det(〈ui, vj〉)1≤i,j≤p

が成り立つことがわかる。そこで、u1, . . . , unを V の正規直交基底とすると、

ui1 ∧ · · · ∧ uip (1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n)

は ∧pV の基底になる。さらに、上の計算より、1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ nと 1 ≤ j1 <

· · · < jp ≤ nをとると

A(ui1 ∧ · · · ∧ uip , uj1 ∧ · · · ∧ ujp) = δi1j1 · · · δipjp

が成り立つ。したがって、Aは∧pV 上の内積になり、上の基底はこの内積に関す
る正規直交基底になる。

注意 1.3.3 以後、特に断わらない限り、内積 〈 , 〉を持つ有限次元実ベクトル空間
V の外積代数∧pV の内積は命題 1.3.2で示したAを考えることとし、Aも 〈 , 〉で
表すことにする。また、これらの内積から定まるノルムは | |で表す。すなわち、
|u| =

√
〈u, u〉。

系 1.3.4 命題 1.3.2の条件のもとで、V の元 u1, . . . , upと v1, . . . , vpに対して、

〈u1 ∧ · · · ∧ up, v1 ∧ · · · ∧ vp〉 = det[〈ui, vj〉]1≤i,j≤p

が成り立つ。さらに、V の正規直交基底 e1, . . . , enをとると、

ei1 ∧ · · · ∧ eip (1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n)

は ∧pV の正規直交基底になる。
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注意 1.3.5 上の系 1.3.4より V の元 u1, u2に対して

|u1 ∧ u2|2 = 〈u1 ∧ u2, u1 ∧ u2〉 =

∣∣∣∣∣ 〈u1, u1〉 〈u1, u2〉
〈u2, u1〉 〈u2, u2〉

∣∣∣∣∣ = |u1|2|u2|2 − 〈u1, u2〉2

となる。他方、u1と u2のなす角度を θで表すと 〈u1, u2〉 = |u1| · |u2| cos θが成り立
つ。これより、u1と u2の張る平行四辺形の面積の二乗は

|u1|2|u2|2 sin2 θ = |u1|2|u2|2(1 − cos2 θ) = |u1|2|u2|2 − 〈u1, u2〉2 = |u1 ∧ u2|2

となるので、|u1 ∧u2|は u1と u2の張る平行四辺形の面積になる。このように∧2V

の内積によって、V 内の平行四辺形の面積を求めることができる。3個以上の元の
外積の長さについても同様である。

注意 1.3.6 Rnの元を横ベクトルとみなす。横ベクトルuを縦ベクトルにしたものを
u∗で表す。m ≤ nとしてRnの元u1, . . . , um, v1, . . . , vmをとり、ui = [uij], vi = [vij]

とおく。 u11 · · · u1n

...
...

um1 · · · umn


 v11 · · · vm1

...
...

v1n · · · vmn

 =

 u1

...

um

 [v∗1 · · · v∗m] = [uiv
∗
j ] = [〈ui, vj〉].

これらはm次正方行列になり、両辺の行列式をとると、補題 1.3.4より

det


 u11 · · · u1n

...
...

um1 · · · umn


 v11 · · · vm1

...
...

v1n · · · vmn


 = det[〈ui, vj〉]

= 〈u1 ∧ · · · ∧ um, v1 ∧ · · · ∧ vm〉.

Rnの標準的正規直交基底を e1, . . . , enで表すと、

ui = [ui1 . . . uin] =
n∑

j=1

uijej.

外積の多重線形性と交代性 (命題 1.2.3)より

u1 ∧ · · · ∧ um =

(
n∑

j1=1

u1j1ej1

)
∧ · · · ∧

(
n∑

jm=1

u1jmejm

)
=

∑
#{j1,...,jm}=m

u1j1 · · ·umjmej1 ∧ · · · ∧ ejm

=
∑

j1<···<jm

∣∣∣∣∣∣∣
u1j1 · · · u1jm

...
...

umj1 · · · umjm

∣∣∣∣∣∣∣ ej1 ∧ · · · ∧ ejm
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が成り立つ。同様に

v1 ∧ · · · ∧ vm =
∑

j1<···<jm

∣∣∣∣∣∣∣
v1j1 · · · v1jm

...
...

vmj1 · · · vmjm

∣∣∣∣∣∣∣ ej1 ∧ · · · ∧ ejm

となり、

〈u1 ∧ · · · ∧ um, v1 ∧ · · · ∧ vm〉 =
∑

j1<···<jm

∣∣∣∣∣∣∣
u1j1 · · · u1jm

...
...

umj1 · · · umjm

∣∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣
v1j1 · · · v1jm

...
...

vmj1 · · · vmjm

∣∣∣∣∣∣∣
を得る。したがって、

det


 u11 · · · u1n

...
...

um1 · · · umn


 v11 · · · vm1

...
...

v1n · · · vmn




=
∑

j1<···<jm

∣∣∣∣∣∣∣
u1j1 · · · u1jm

...
...

umj1 · · · umjm

∣∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣
v1j1 · · · v1jm

...
...

vmj1 · · · vmjm

∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
j1<···<jm

∣∣∣∣∣∣∣
u1j1 · · · u1jm

...
...

umj1 · · · umjm

∣∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣
v1j1 · · · vmj1
...

...

v1jm · · · vmjm

∣∣∣∣∣∣∣
を得る。m = nの場合は、正方行列の積の行列式がそれぞれの正方行列の行列式
の積に等しいというよく知られた等式になる。

命題 1.3.7 V を内積 〈 , 〉を持つ有限次元実ベクトル空間とする。V の元u1, . . . , up

に対して、

|u1 ∧ · · · ∧ up| ≤
p∏

i=1

|ui|

が成り立つ。さらに、等号が成り立つための必要十分条件は、u1, . . . , upが互いに
直交していることである。

補題 1.3.8 V とW をそれぞれ内積を持つ m次元と n次元のベクトル空間とし
(m ≥ n)、F : V → W を線形写像とする。

JF = sup{|F (u1) ∧ · · · ∧ F (un)| | u1, . . . , unは V の正規直交系 }

とおく。F が全射でないときは、JF = 0となり、F が全射のときは、(kerF )⊥の
基底 v1, . . . , vnに対して

JF =
|F (n,0)(v1 ∧ · · · ∧ vn)|

|v1 ∧ · · · ∧ vn|
=

|F (v1) ∧ · · · ∧ F (vn)|
|v1 ∧ · · · ∧ vn|

が成り立つ。
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1.4 Riemann多様体上の測度
この節では一般の測度と積分について簡単に復習してから、Rieszの表現定理 (定

理 1.4.7)を使って、定義 1.4.9で Riemann多様体上の Riemann測度を定義する。
これらの測度と積分に関する基本事項については証明なしで述べるにとどめる。

定義 1.4.1 集合Xの部分集合全体 2X 上で定義された [0,∞]に値を持つ関数 µが
次の条件を満たすとき、µをX上の測度と呼ぶ。

(1) µ(∅) = 0

(2) Xの部分集合の可算族 {Ai}とA ⊂
∞
∪

i=1
Aiを満たすA ∈ 2X に対して

µ(A) ≤
∞∑
i=1

µ(Ai).

定義 1.4.2 µを集合X上の測度とする。Xの部分集合Aに対して、

µ(T ) = µ(T − A) + µ(T ∩ A)

が任意の T ∈ 2X について成り立つとき、AをXの µ可測部分集合という。

定義 1.4.3 f を測度 µを持つ集合X の部分集合 S上で定義された [−∞,∞]に値
を持つ関数とする。さらに µ(X −S) = 0を仮定する。[−∞,∞]の任意の開集合O

に対して f−1(O)がXの µ可測部分集合になるとき、f を µ可測関数と呼ぶ。

注意 1.4.4 以上の概念を使って集合上の測度に関する積分論をRnにおけるLebesgue

積分論と同様に展開することができ、Lebesgueの収束定理やFubiniの定理等が成
り立つ。

定義 1.4.5 位相空間X の開集合全体が生成する σ集合族の元をBorel集合と呼
ぶ。µをX上の測度とする。XのBorel集合がすべてµ可測になり、任意のA ⊂ X

に対してBorel集合Bが存在し、A ⊂ Bとµ(A) = µ(B)を満たすとき、µをBorel

正則測度と呼ぶ。

定義 1.4.6 X を局所コンパクト可分Hausdorff空間とする。X 上の Borel正則測
度 µが、任意のコンパクト集合K ⊂ X に対して µ(K) < ∞を満たすとき、µを
Radon測度と呼ぶ。

定理 1.4.7 (Rieszの表現定理) X を局所コンパクト可分 Hausdorff空間とする。
X上の台がコンパクトになる実数値連続関数の全体をK(X)で表す。K(X)上の実
数値線形汎関数 L : K(X) −→ Rが、
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(1) f ≥ 0となる f ∈ K(X)に対して L(f) ≥ 0

(2) コンパクト集合K ⊂ Xに対して

sup{L(f) | f ∈ K(X), |f | ≤ 1, suppf ⊂ K} <∞

を満たすとき、Radon測度 µがX上に存在し、

L(f) =

∫
X

fdµ (f ∈ K(X))

が成り立つ。

注意 1.4.8 この講義では多様体は可算開基を持つC∞級多様体のみ考えることに
する。可算開基を持つ多様体は可分になるので、ここでの多様体は定理 1.4.7の仮
定を満たしている。

定義 1.4.9 (M, g)を Riemann多様体とする。M の局所座標系 (U ;x1, . . . , xn)を
とる。各 x ∈ U に対して ∧nTx(M)にRiemann計量から自然に定まる内積を入れ
ておく。suppf ⊂ U となる f ∈ K(M)に対して

L(f) =

∫
U

f(x1, . . . , xn)

∣∣∣∣ ∂∂x1

∧ · · · ∧ ∂

∂xn

∣∣∣∣ dx1 · · · dxn

によってL(f)を定める。右辺はEuclid空間におけるLebesgue積分である。被積分
関数はコンパクトな台を持つ連続関数だから、Riemann積分に一致している。こ
の値L(f)は積分の変数変換の公式から、局所座標系のとり方に依存しないことが
わかる。さらに一つの局所座標近傍に台が含まれないK(M)の元に対しては、単
位の分割を使うことによって L : K(M) −→ Rを定義することができる。これも
単位の分割のとり方に依存しないことがわかる。さらにLは定理 1.4.7の仮定を満
たすので、Radon測度 µがM 上に存在し、

L(f) =

∫
M

fdµ (f ∈ K(M))

が成り立つ。この測度µをMのRiemann測度と呼ぶ。今後Riemann多様体上の
測度はRiemann測度のみを考えることにする。µを µ(M,g)と記したり、Riemann

計量がわかっているときはµMと記したりする。vol(M) = µM(M)と表し、vol(M)

をM の体積と呼ぶ。通常M の次元が 1のときは、長さと呼び、M の次元が 2の
ときは、面積と呼ぶ。

注意 1.4.10 n次元多様体上のコンパクトな台を持つn次連続微分形式の積分の定
義をするためには、多様体に向きがついていることが必要になるが、Riemann多
様体上のコンパクトな台を持つ連続関数の積分を定義するためには、多様体の向
きは必要ない。
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命題 1.4.11 MをRiemann多様体とし、(U ; x1, . . . , xn)をMの局所座標近傍とす
る。U 上定義された µM 可測関数 φが、µM 可積分であるかまたは φ ≥ 0である
とき、 ∫

U

φdµM =

∫
U

φ(x1, . . . , xn)

∣∣∣∣ ∂∂x1

∧ · · · ∧ ∂

∂xn

∣∣∣∣ dx1 · · · dxn

が成り立つ。

1.5 余面積公式
積分幾何学の種々の公式を証明するうえで基本的な役割を果たす余面積公式を

示し、その簡単な応用としてFenchelの定理を証明する。余面積公式を述べる上で
必要になる多様体間の写像の臨界値と正則値に関する準備から始めることにする。

定義 1.5.1 f : M −→ Nを多様体Mから多様体NへのC∞級写像とする。x ∈M

に対して、dfx : Tx(M) −→ Tf(x)(N)が全射になるとき、xを f の正則点と呼ぶ。
M の正則点ではない点を臨界点と呼ぶ。y ∈ N に対して、f(x) = yとなる f の臨
界点 xが存在するとき、yを f の臨界値と呼ぶ。N の臨界値ではない点を正則値
と呼ぶ。

定理 1.5.2 (Sardの定理) UをRn内の開集合とし、f : U → RpをC∞級写像とす
る。fの臨界点の全体をCで表し、RpのLebesgue測度をµで表すと、µ(f(C)) = 0

が成り立つ。

定理 1.5.2を Riemann多様体上局所的に適用し、測度の可算加法性を使うと次
の定理を得る。

定理 1.5.3 f : M −→ N を Riemann多様体M から Riemann多様体N への C∞

級写像とする。f の臨界点の全体をCで表すと、µN(f(C)) = 0が成り立つ。

定義 1.5.4 m ≥ nとし、f : M −→ N をm次元 Riemann多様体M から n次元
Riemann多様体N へのC∞級写像とする。x ∈ M に対して補題 1.3.8の J を使っ
て、Jf(x) = Jdfxとおく。

定理 1.5.5 (余面積公式) f : M −→ N をm次元 Riemann多様体M から n次元
Riemann多様体N へのC∞級写像とし、φをM 上の µM 可測関数とする。m ≥ n

と仮定する。このとき、N の元 yに対して
∫

f−1(y)

φ(x)dµf−1(y)(x)を対応させる関

数はN 上の µN 可測関数になる。さらに、φJf がM 上 µM 可積分であるか、また
は φ ≥ 0のとき、∫

N

(∫
f−1(y)

φ(x)dµf−1(y)(x)

)
dµN(y) =

∫
M

φ(x)Jf(x)dµM(x)

が成り立つ。
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系 1.5.6 定理 1.5.5においてm = nの場合、N の元 yに対して
∑

x∈f−1(y)

φ(x)を対

応させる関数はN 上の µN 可測関数になる。さらに、∫
N

 ∑
x∈f−1(y)

φ(x)

 dµN(y) =

∫
M

φ(x)Jf(x)dµM(x)

が成り立つ。

注意 1.5.7 系1.5.6を適用する際に、次のことに注意しておくと、右辺の
∫

M

φJfdµM

の計算が簡単になる。M の局所座標近傍 (U ;x1, . . . , xn)において次の等式が成り
立つことがわかる。∫

U

φJfdµM =

∫
φ

∣∣∣∣df ( ∂

∂x1

)
∧ · · · ∧ df

(
∂

∂x1

)∣∣∣∣ dx1 · · · dxn.

したがってMの接ベクトル空間の正規直交基底をとる必要はない。他方、Nの接
ベクトル空間の正規直交基底 e1, . . . , enをとって、x ∈ U に対して f(x)での変換
行列 F (x)を [

df

(
∂

∂x1

)
· · · df

(
∂

∂xn

)]
= [e1 · · · en]F (x)

で定めると、 ∣∣∣∣df ( ∂

∂x1

)
∧ · · · ∧ df

(
∂

∂xn

)∣∣∣∣ = | detF (x)|

となり、 ∫
U

φJfdµM =

∫
φ(x)| detF (x)|dx1 · · · dxn.

定理 1.5.8 (Fenchel) cを平面閉曲線とする。cの弧長パラメーターを sで表し、
曲率を κ(s)で表す。このとき、

2π ≤
∫

c

|κ(s)|ds

が成り立つ。

証明 R2内の 1次元部分ベクトル空間全体が成す 1次元実射影空間をRP 1で
表す。RP 1の元

{(x, y) ∈ R2 | x cos θ + y sin θ = 0}

に θを対応させると、θはRP 1の局所座標系になる。dθ⊗dθはRP 1全体で定義さ
れるRiemann計量になる。このとき、vol(RP 1) = πとなることに注意しておく。
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曲線 cの点 c (s)に対して、c (s)での接線をR2の原点を通るように平行移動し
たものを対応させる写像を gで表すと、g : c→ RP 1はC∞級写像になる。c上恒
等的に 1に等しい関数と gに余面積公式（系 1.5.6）を適用すると、∫

RP 1

](g−1(l))dµRP 1(l) =

∫
c

Jgdµc =

∫
c

|κ(s)|ds

を得る。ただし、]Xは集合Xの元の個数を表す。各 l ∈ RP 1に対して cを lに平
行な直線ではさむことにより、](g−1(l)) ≥ 2となることがわかる。したがって∫

c

|κ(s)|ds ≥ 2vol(RP 1) = 2π.

注意 1.5.9 定理 1.5.8の証明方法を Euclid空間内のコンパクト部分多様体に適用
すると、被積分関数は高さの関数の臨界点の個数になるので、Morse理論より位
相不変量で下から評価することができる。これがChern-Lashof[3]の定理の証明の
概略である。
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第2章 Lie群と等質空間

この章では、Lie群とLie環の関係、等質空間とその不変Riemann計量、Riemann

等質空間のなかでも顕著な性質を持つRiemann対称空間、さらに重要かつ基本的
なRiemann対称空間である実空間形と複素空間形について基本事項をまとめてお
く。証明も含めた詳しい解説がHelgasonの教科書 [7]にある。

2.1 Lie群とLie環
定義 2.1.1 多様体Gが群構造を持ち、その群演算

G×G→ G; (x, y) 7→ xy, G→ G;x 7→ x−1

がC∞級写像になるとき、GをLie群と呼ぶ。(特にことわらないかぎり、群の単
位元は eで表す。)

注意 2.1.2 連結 Lie群は可算開基を持つことが知られている。したがって、可算
連結成分を持つ Lie群も可算開基を持つ。

例 2.1.3 V を有限次元実ベクトル空間とすると、V の正則線形変換の全体GL(V )

は Lie群になる。GL(Rn)は GL(n,R)とも書く。GL(V )を一般線形群と呼ぶ。
GL+(V )で行列式が正になる正則線形変換の全体を表すことにすると、GL+(V )

は連結 Lie群になる。さらに、GL(V )はGL+(V )に関して二つの剰余類を持ち、
それぞれGL+(V )に微分同型になるので、GL(V )は二つの連結成分を持つ。した
がって、注意 2.1.2で述べたことより、GL(V )は可算開基を持つ。

定義 2.1.4 Lie群Gの元 gに対して微分同型写像 Lg, Rgを

Lg : G→ G; x 7→ gx, Rg : G→ G;x 7→ xg−1

によって定め、それぞれ gによる左移動、右移動と呼ぶ。G上のベクトル場Xは、
Gの任意の元 gに対して

(dLg)x(Xx) = Xgx (x ∈ G)

を満たすとき左不変ベクトル場と呼ばれ、

(dRg)x(Xx) = Xxg−1 (x ∈ G)

を満たすとき右不変ベクトル場と呼ばれる。
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定義 2.1.5 実ベクトル空間 gに双線形写像 [ , ] : g × g → gがあり、すべての元
X, Y, Z ∈ gに対して

[X,Y ] = −[Y,X], [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0

を満たすとき、gをLie環と呼ぶ。Lie環 gの部分ベクトル空間 hが、演算 [ , ]に
関して閉じているとき、hを gのLie部分環と呼ぶ。

例 2.1.6 多様体M 上のベクトル場の全体 X(M)は Lieブラケット [ , ]に関して
Lie環になる。

例 2.1.7 V をベクトル空間とする。End(V )の元X, Y に対して [X,Y ] = XY −Y X
と定めるとEnd(V )はLie環になる。このLie環を gl(V )で表す。gl(Rn)は gl(n,R)

とも書く。

定理 2.1.8 Gを Lie群とし、Gの左不変ベクトル場の全体を gで表す。すると、g

は Lie環X(G)の Lie部分環になり、写像

α : g → Te(G);X 7→ Xe

は線形同型写像になる。特に dim g = dimTe(G) = dimGが成り立つ。

定義 2.1.9 Lie群Gの左不変ベクトル場の全体からなるLie環 gをLie群GのLie

環と呼ぶ。

定義 2.1.10 Lie群の間のC∞級写像 f : G→ Hが群の準同型写像でもあるとき、
f をLie群の準同型写像と呼ぶ。さらに f が逆写像 f−1を持ち、f−1も Lie群の準
同型写像であるとき、f を Lie群の同型写像と呼び Lie群GとHは同型であると
いう。Lie環の間の線形写像 f : g → hが

[f(X), f(Y )] = f([X, Y ]) (X,Y ∈ g)

を満たすとき、f を Lie環の準同型写像と呼ぶ。さらに f が逆写像 f−1を持つと
き、f をLie環の同型写像と呼び、Lie環 gと hは同型であるという。

定理 2.1.11 GL(n,R)は det = 0という代数方程式の零点集合の補集合だからベ
クトル空間 gl(n,R)の開集合になり、接ベクトル空間 Te(GL(n,R))を gl(n,R)と
同一視できる。Lie群GL(n,R)のLie環をgとし、X ∈ gl(n,R)に対してGL(n,R)

上の左不変ベクトル場 X̃ ∈ gを X̃g = (dLg)e(X) (g ∈ GL(n,R))によって定める
と、写像

˜: gl(n,R) → g;X 7→ X̃

は Lie環の同型写像である。
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注意 2.1.12 定理 2.1.11の Lie環の同型写像 ˜ : gl(n,R) → g によって Lie環
gl(n,R)と Lie群 GL(n,R)の Lie環 gを同一視し、今後は gl(n,R)を GL(n,R)

の Lie環とみなすことにする。Lie環の演算を計算するには gl(n,R)の方が扱いや
すい。

定義 2.1.13 実数全体Rを加法に関して Lie群とみなしたとき、Rから Lie群G

への Lie群の準同型写像をGの一径数部分群と呼ぶ。

定理 2.1.14 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。Lie環 gの元全体とGの一
径数部分群の全体は次の対応で 1対 1に対応する。X ∈ gに対してXの積分曲線
c : R → Gで c(0) = eとなるものがただ 1つ存在し、cはGの一径数部分群にな
り、X ∈ gにこの cを対応させる。逆にGの一径数部分群 cに対して、定理 2.1.8

によって
dc

dt
(0)に対応する gの元Xを cに対応させる。

例 2.1.15 GL(n,R)の一径数部分群を求めてみよう。GL(n,R)の接ベクトルを
gl(n,R)の元と同一視する。X ∈ gl(n,R) ∼= Te(GL(n,R))に対応する GL(n,R)

上の左不変ベクトル場を X̃で表すと、X̃g = gX (g ∈ GL(n,R))となる。したがっ
て、Xに対応するGL(n,R)の一径数部分群 cは

dc(t)

dt
= c(t)X (t ∈ R), c(0) = e

を満たす。行列の指数関数 : eA =
∞∑

n=0

1
n!
Anを使うと c(t) = etX となる。

定義 2.1.16 GをLie群とし、そのLie環をgとする。X ∈ gに対して定理 2.1.14で
存在を示したXの積分曲線 c : R → Gで c(0) = eとなるものをとり、expX = c(1)

とおくことによって写像 exp : g → Gを定義する。expを Lie群Gの指数写像と
呼ぶ。

例 2.1.17 例 2.1.15で示したように GL(n,R)の Lie環 gl(n,R)の元X に対応す
る一径数部分群は etX になるので、GL(n,R)の指数写像は行列の指数関数に一致
する。

命題 2.1.18 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。X ∈ gに対して定理 2.1.14

の対応で対応するGの一径数部分群は t 7→ exp tXになる。

定理 2.1.19 GをLie群とし、そのLie環を gとすると、Gの指数写像 exp : g → G

はC∞級写像である。さらに、expは gにおける 0のある開近傍とGにおける eの
ある開近傍の間の微分同型写像を与える。

命題 2.1.20 Lie群の準同型写像の合成は Lie群の準同型写像になる。Lie環の準
同型写像の合成は Lie環の準同型写像になる。
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定理 2.1.21 G,HをLie群とし、これらのLie環をそれぞれg, hとおく。f : G→ H

を Lie群の準同型写像とする。定理 2.1.8の線形同型写像を αG : g → Te(G), αH :

h → Te(H)とすると、df = α−1
H ◦ dfe ◦ αG : g → h は Lie環の準同型写像になる。

定義 2.1.22 Lie群の準同型写像 f : G→ Hに対して、df = α−1
H ◦ dfe ◦αG : g → h

を f の微分と呼ぶ。この用語を使うと定理 2.1.21は Lie群の準同型写像の微分は
Lie環の準同型写像になると言い換えることができる。

命題 2.1.23 A,B,CをLie群とし、これらのLie環をそれぞれ a, b, cとおく。Aの
恒等写像の微分は aの恒等写像である。また f : A→ B, g : B → C を Lie群の準
同型写像とすると、d(g ◦ f) = dg ◦ df : a → c が成り立つ。

系 2.1.24 A,Bを Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ a, bとおく。f : A→ B

を Lie群の同型写像とすると、df : a → bは Lie環の同型写像になる。

命題 2.1.25 G,HをLie群とし、これらのLie環をそれぞれg , hとおく。f : G→ H

を Lie群の準同型写像とすると、

f(expX) = exp(df(X)) (X ∈ g)

が成り立つ。ただし、左辺の expはGの指数写像で右辺の expはHの指数写像で
ある。

定義 2.1.26 Lie群Gと有限次元ベクトル空間V に対して、GからGL(V )へのLie

群の準同型写像をGの表現と呼ぶ。Lie環 gとベクトル空間 V に対して、gから
gl(V )への Lie環の準同型写像を gの表現と呼ぶ。

命題 2.1.27 Lie環 gの元Xに対して ad(X)(Y ) = [X, Y ], Y ∈ gとして ad(X) ∈
gl(g)を定めると ad : g → gl(g) は Lie環の表現になる。

定義 2.1.28 Lie環 gに対して定まる表現 ad : g → gl(g) を gの随伴表現と呼ぶ。

定理 2.1.29 Lie群Gの元 gに対してAd(g) = d(Lg ◦ Rg)とおく。Gの Lie環を g

とすると、Ad(g) ∈ GL(g)となり g exp(X)g−1 = exp(Ad(g)X) (g ∈ G, X ∈ g)

が成り立つ。さらに、Ad : G→ GL(g) は Lie群の表現になりAdの微分は gの随
伴表現に一致する。

定義 2.1.30 Lie群 Gに対して定まる表現 Ad : G → GL(g) を Gの随伴表現と
呼ぶ。

例 2.1.31 有限次元ベクトル空間 V に対する一般線形群GL(V )の随伴表現を求め
てみよう。例 2.1.17より、GL(V )の指数写像は線形変換の指数関数に一致する。
g ∈ GL(V ), X ∈ gl(V )に対して

Ad(g)X =
d

dt
(getXg−1)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
etgXg−1

∣∣∣∣
t=0

= gXg−1.
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定義 2.1.32 Lie群Hが Lie群Gの Lie部分群であるとは、HがGの部分多様体
であり同時にHがGの部分群であることをいう。

定理 2.1.33 Gを Lie群としHをGの部分群とする。HがGの閉集合ならば、H
は相対位相に関して Lie部分群になる。

定義 2.1.34 定理 2.1.33より、Lie群の閉部分群は相対位相に関して Lie部分群に
なるので、このLie部分群の構造を持っている閉部分群を閉Lie部分群と呼ぶこと
にする。

定義 2.1.35 一般線形群の閉 Lie部分群を線形Lie群と呼ぶ。

補題 2.1.36 有限次元実ベクトル空間 V に対して det : GL(V ) → GL(R) = R −
{0} はGL(V )の表現になり、detの微分は tr : gl(V ) → gl(R) = R である。

定義 2.1.37 V を有限次元実ベクトル空間とし、SL(V ) = {g ∈ GL(V )| det g = 1}
と表すと、補題 2.1.36より SL(V )は線形 Lie群になる。SL(V )を特殊線形群と呼
ぶ。SL(V )の Lie環を sl(V )で表すと、補題 2.1.36より

sl(V ) = {X ∈ gl(V )|trX = 0}

となる。Rnにおける特殊線形群とそのLie環をSL(n,R), sl(n,R)とも書く。SL(n,R)

は連結になることが知られているので、注意 2.1.2で述べたことより、可算開基を
持つ。

定義 2.1.38 V を有限次元ベクトル空間としAを V 上の正定値内積とする。V の
Aに関する直交変換の全体を O(V ) = O(V ;A)で表すと O(V )は線形 Lie群にな
る。O(V )を直交群と呼ぶ。O(V )の Lie環を o(V ) = o(V ;A)で表すと

o(V ) = {X ∈ gl(V )|A(Xu, v) + A(u,Xv) = 0 (u, v ∈ V )}

となる。Rnの標準内積に関する直交群とそのLie環をO(n), o(n)とも書く。O(V )

は二つの連結成分を持つことが知られているので、注意 2.1.2で述べたことより、
O(V )は可算開基を持つ。

注意 2.1.39 O(n)はn次直交行列の全体でありo(n)はn次交代行列の全体である。

定義 2.1.40 V を有限次元ベクトル空間としAを V 上の正定値内積とする。

SO(V ) = SO(V ;A) = SL(V ) ∩O(V ;A)

と表すと、SO(V )は線形Lie群になる。SO(V )を回転群または特殊直交群と呼ぶ。
SO(V )の Lie環を so(V ) = so(V ;A)で表すと so(V ) = sl(V ) ∩ o(V ) = o(V ) とな
る。Rnの標準内積に関する回転群とその Lie環を SO(n), so(n)とも書く。SO(V )

は連結になることが知られているので、注意 2.1.2で述べたことより、SO(V )は可
算開基を持つ。
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2.2 等質空間の多様体構造
定義 2.2.1 Mを多様体としGをLie群とする。C∞級写像G×M →M ; (g, x) 7→
g · x が存在し任意の g1, g2 ∈ G, x ∈M に対して (g1g2) · x = g1 · (g2 · x)を満たすと
き、GをM の Lie変換群と呼ぶ。さらに任意の x, y ∈ M に対してある g ∈ Gが
存在して g · x = yとなるときGはM に推移的に作用しているという。

注意 2.2.2 Lie群Gが多様体M の Lie変換群のとき、各 g ∈ Gに対して

g : M →M ; x 7→ g · x

はM の微分同型写像になる。逆写像は g−1が誘導する写像である。

定理 2.2.3 GをLie群としHをGの閉Lie部分群とする。射影π : G→ G/H; g 7→
gHによってGのH による剰余類の全体G/Hに商位相を入れる。すなわち、

{O ⊂ G/H | π−1(O)は G の開集合 }

をG/Hの開集合系として定める。このとき、

G× (G/H) → G/H; (g, xH) 7→ gxH

によってGがG/Hの Lie変換群になるようなG/Hの多様体構造が存在する。

定義 2.2.4 Gを Lie群としH をGの閉 Lie部分群とする。定理 2.2.3で存在を示
した多様体構造を持つG/HをGの等質空間と呼ぶ。GはG/Hに推移的に作用す
る Lie変換群になっている。

定理 2.2.5 Gは多様体M に推移的に作用している Lie変換群でGの連結成分の
個数は可算であるとする。p ∈M をとり

Gp = {g ∈ G|g · p = p}

とおくと、GpはGの閉 Lie部分群になる。さらに写像

α : G/Gp →M ; gGp 7→ g · p

は等質空間G/GpとM との間の微分同型写像になる。

命題 2.2.6 Gを Lie群としH をGの閉 Lie部分群とする。π : G → G/H を自然
な射影としたとき、等質空間G/Hから多様体M への写像 f がC∞級写像になる
ための必要十分条件は f ◦ πがC∞級写像になることである。

命題 2.2.7 Gを多様体MのLie変換群とする。p ∈MをとりGp = {g ∈ G|g · p =

p}とおくと、GpはGの閉 Lie部分群になる。さらにG(p) = {g · p|g ∈ G}は等質
空間G/Gpと微分同型であるようなM の部分多様体になる。
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2.3 等質空間の不変Riemann計量
この節では、等質空間に不変Riemann計量を定める方法について述べる。

定義 2.3.1 Riemann計量を持つLie群の任意の左移動が等長的になっているとき、
そのRiemann計量を左不変という。任意の右移動も等長的になる左不変Riemann

計量を、両側不変Riemann計量という。

命題 2.3.2 Lie群Gの左不変Riemann計量の全体と、その Lie環 gの内積の全体
は一対一に対応する。さらに、Gの両側不変Riemann計量の全体と、gのAd(G)

不変な内積の全体は一対一に対応する。

注意 2.3.3 命題 2.3.2より Lie群Gの Lie環 gの内積からGの左不変Riemann計
量が定まり、定義 1.4.9よりこの左不変Riemann計量からG上に測度が定まる。

系 2.3.4 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。ρ : G→ GL(V )をGの表現と
する。V 上のG不変内積 〈 , 〉は

〈dρ(X)u, v〉 + 〈u, dρ(X)v〉 = 0 (X ∈ g, u, v ∈ V )

を満たす。すなわち、dρ(g) ⊂ o(V ; 〈 , 〉) となる。さらにGが連結のときは、V 上
のG不変内積全体と、dρ(g) ⊂ o(V ; 〈 , 〉) を満たす V の内積 〈 , 〉の全体は一対一
に対応する。

補題 2.3.5 Gを連結 Lie群とし、U をGの単位元 eの近傍とする。このときG =

∪{Un|n ∈ N}が成り立つ。ただし、Un = {g1 . . . gn|gi ∈ U}。

系 2.3.6 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。G上の両側不変Riemann計量
〈 , 〉は

〈[X, Y ], Z〉 + 〈Y, [X,Z]〉 = 0 (X,Y, Z ∈ g)

を満たす。すなわち、ad(g) ⊂ o(g; 〈 , 〉) となる。さらにGが連結のとき、Gの両
側不変Riemann計量の全体と、ad(g) ⊂ o(g; 〈 , 〉) を満たす gの内積 〈 , 〉の全体
は一対一に対応する。

定理 2.3.7 GをコンパクトHausdorff位相群とする。このとき、次の条件を満た
すG上のRadon測度 µGが一意的に存在する。

(1) µG(G) = 1

(2) G上の µG可積分関数 f と g ∈ Gに対して∫
G

f(gx)dµG(x) =

∫
G

f(x)dµG(x)
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(3) G上の µG可積分関数 f と g ∈ Gに対して∫
G

f(xg)dµG(x) =

∫
G

f(x)dµG(x)

(4) G上の µG可積分関数 f に対して∫
G

f(x−1)dµG(x) =

∫
G

f(x)dµG(x)

定義 2.3.8 定理 2.3.7で定まるコンパクト Hausdorff位相群 G上の測度を、Gの
Haar測度と呼ぶ。

命題 2.3.9 GをコンパクトHausdorff位相群とし、µGをGのHaar測度とする。G
の表現 (ρ, V )に対して ρをGからHom(V, V )への写像とみなして P =

∫
ρdµG ∈

Hom(V, V )とおくと、P 2 = P が成り立つ。また

VG = {v ∈ V |ρ(g)(v) = v (g ∈ G)}

とおくと、ImP = VGとなる。

命題 2.3.10 (ρ, V )をコンパクトHausdorff位相群Gの表現とすると、ρが直交（ユ
ニタリ）表現になるような V の内積が存在する。

系 2.3.11 コンパクト Lie群には、両側不変Riemann計量が存在する。

例 2.3.12 コンパクト線形 Lie群の場合は、Haar測度を使わなくても、以下のよ
うに具体的に両側不変Riemann計量を構成することができる。コンパクト線形Lie

群G ⊂ GL(n,R)に対して、命題 2.3.10より

G ⊂ O(Rn;B)

となるRnの内積Bが存在する。RnのBに関する正規直交基底をとり、それにつ
いて行列表示することにより、G ⊂ O(n)とみなす。このとき、O(n)に両側不変
Riemann計量を構成すれば、Gに誘導されるRiemann計量も両側不変になる。

〈X,Y 〉 = tr(tXY ) (X, Y ∈ o(n))

によってO(n)の Lie環 o(n)上の二次形式 〈 , 〉を定める。

〈X, Y 〉 = tr(tXY ) = −tr(XY ) = −tr(Y X) = tr(tY X) = 〈Y,X〉

だから、〈 , 〉は対称になっている。さらに、X = (Xij) ∈ o(n)に対して

〈X,X〉 = tr(tXX) =
∑
i,j

X2
ij
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より 〈 , 〉は正定値になる。さらに g ∈ O(n)に対して例 2.1.31より

Ad(g)X = gXg−1 (X ∈ o(n))

となるので、

〈Ad(g)X,Ad(g)Y 〉 = −tr(gXg−1gY g−1) = −tr(gXY g−1)

= −tr(XY ) = 〈X, Y 〉.

したがって、〈 , 〉はAd(O(n))不変になり、命題 2.3.2より、対応するO(n)上の
Riemann計量は両側不変になる。

命題 2.3.13 Gを Lie群とし、H をGの閉 Lie部分群とする。GとH の Lie環を
それぞれ gと hで表す。このとき、等質空間G/HのG不変Riemann計量の全体
と、商ベクトル空間 g/hのAdG(H)不変な内積の全体は一対一に対応する。

系 2.3.14 GをLie群とし、HをGのLie部分群とする。AdG(H)はコンパクトで
あると仮定する。GとH の Lie環をそれぞれ gと hで表す。このとき、gの直和
分解

g = h + m

が存在し、
AdG(H)h ⊂ h, AdG(H)m ⊂ m,

を満たす。等質空間G/HのG不変Riemann計量の全体と、mのAdG(H)不変な
内積の全体は、一対一に対応する。さらに、mのAdG(H)不変な内積は存在し、し
たがって、G/HのG不変Riemann計量も存在する。

2.4 Riemann対称空間
この節ではRiemann対称空間の基本事項について解説する。

定義 2.4.1 連結 Riemann多様体M の各点 xに対して、M の等長変換 sxが存在
し、s2

x = 1を満たし、xが sxの孤立不動点になるとき、M をRiemann対称空間
と呼ぶ。sxを xにおける点対称と呼ぶ。

例 2.4.2 n ≥ 1のとき、n次元 Euclid空間Rnがその内積から自然に誘導される
Riemann計量に関してRiemann対称空間になることを示す。Rnが連結になるこ
とはすぐにわかるので、各点 x ∈ Rnにおける点対称 sxの存在を示せばよい。

sx(y) = 2x− y (y ∈ Rn)
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とおく。sx(y)は yを−1倍し、2x平行移動して得られるので、等長変換になって
いる。

sxsx(y) = sx(2x− y) = 2x− (2x− y) = y

となるので、s2
x = 1を満たす。sx(y) = yとすると 2x − y = yとなり、y = xが

成り立つ。すなわち、sxの不動点は xだけである。特に xは sxの孤立不動点にな
る。以上より、RnはRiemann対称空間になる。

例 2.4.3 n ≥ 1のとき、n次元単位球面

Sn = {x ∈ Rn+1 | |x| = 1}

がRn+1から自然に誘導されるRiemann計量に関してRiemann対称空間になるこ
とを示す。Snが連結になることはすぐにわかるので、各点 x ∈ Snにおける点対称
sxの存在を示せばよい。Rn+1を xを含む一次元部分ベクトル空間Rxとその直交
補空間 (Rx)⊥に直交直和分解する。Rxを固有値 1の固有空間として持ち、(Rx)⊥

を固有値−1の固有空間として持つ線形写像を sxで表すと、sxは等長線形写像に
なる。よって sx(S

n) = Snが成り立ち、sxは Snの等長変換とみなすことができ
る。sxの固有値は±1だから s2

x = 1を満たす。sxの固有値 1の固有ベクトル空間
はRxだから、sxのSnへの作用の不動点は±xになる。特に xは sxの孤立不動点
になる。以上より、SnはRiemann対称空間になる。

例 2.4.4 コンパクト連結 Lie群が両側不変 Riemann計量に関して Riemann対称
空間になることを示す。系 2.3.11より両側不変Riemann計量は存在する。まず

τ(y) = y−1 (y ∈ G)

によって τ を定めると、τ は等長変換になることを示しておく。x ∈ GとX ∈ gに
対して

dτx(dLxX) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

τ(x exp tX) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(x exp tX)−1 =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(−tX)x−1

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

x−1 exp(−tAd(x)X) = −dLx−1Ad(x)X.

したがって、dτx = −dLx−1Ad(x)dL−1
x が成り立つ。命題 2.3.2より Ad(x)は等長

的なので、dτxも等長的になる。よって、τ は等長変換になる。
x ∈ Gに対して

sx(y) = xy−1x (y ∈ G)

とおく。sx = LxRx−1τ となるので、sxは等長変換になっている。

sxsx(y) = sx(xy
−1x) = x(xy−1x)−1x = y
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となるので、s2
x = 1を満たす。

まず seの不動点を考える。se = τ となる。定理 2.1.19より、gの原点 0の開近
傍U とGの eの開近傍 V が存在し、exp : U → V は微分同型写像になる。X ∈ U

に対して
se exp(X) = (exp(X))−1 = exp(−X)

となるので、V における seの不動点は eのみである。特に eは seの個立不動点に
なる。任意の x, y ∈ Gに対して

sx(y) = xy−1x = x(x−1y)−1 = LxseLx−1(y)

となるので、sx = LxseLx−1が成り立つ。これより、sxが xを孤立不動点として持
つことがわかる。以上より、コンパクト連結 Lie群Gは両側不変Riemann計量に
関してRiemann対称空間になる。

定義 2.4.5 Gを連結Lie群とし、KをGの閉Lie部分群とする。対 (G,K)が次の
条件を満たすとき、(G,K)をRiemann対称対と呼ぶ。AdG(K)がコンパクトに
なり、Gの位数 2の自己同型写像 θが存在して

Gθ = {g ∈ G | θ(g) = g}

とおいて、Gθの単位連結成分をG0
θで表したとき、G

0
θ ⊂ K ⊂ Gθが成り立つ。

定理 2.4.6 M をRiemann対称空間とし、oをM の一点とする。このとき、M の
等長変換全体の成す群 I(M)はMのLie変換群になる。さらに、I(M)の単位連結
成分をGで表し、

K = {g ∈ G | go = o}

とおくと、Kはコンパクトになり、

G/K →M ; gK 7→ go

は微分同型写像になる。写像

θ : G→ G ; g 7→ sogso

はGの位数 2の自己同型写像になり、この θに関して (G,K)は Riemann対称対
になる。

定義 2.4.7 Lie環 gに対して

K(X,Y ) = tr(ad(X)ad(Y )) (X, Y ∈ g)

によって、gのKilling形式Kを定める。トレースの性質からKは対称二次形式
になることがわかる。Kが非退化になるとき、gを半単純という。Lie群の Lie環
が半単純になるとき、その Lie群も半単純という。
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定理 2.4.8 Riemann対称対 (G,K)に対して、等質空間G/K にG不変 Riemann

計量を入れると (AdG(K)がコンパクトであることからこのような計量は存在す
る)、G/KはRiemann対称空間になる。

注意 2.4.9 定理 2.4.8の設定のもとで、Gの位数 2の自己同型写像を θとし、θが
誘導するGの Lie環 gの位数 2の自己同型写像も θで表す。gを

g = k + p, k = {X ∈ g | θ(X) = X}, p = {X ∈ g | θ(X) = −X}

と直和分解すると、自然な射影G→ G/Kの微分写像によって、pはG/Kの原点
oの接ベクトル空間 To(G/K)と同一視することができる。(以後、To(G/K)と pを
同一視する。)

例 2.4.10 例 2.4.2で扱った Euclid空間Rnに対応する Riemann対称対について
考える。Rnの等長変換全体の成す群の単位連結成分をGで表すと、

G =

{[
A x

0 1

] ∣∣∣∣∣ A ∈ SO(n), x ∈ Rn

}

とみなすことができる。GのRnへの作用は y ∈ Rnに対して[
A x

0 1

][
y

1

]
=

[
Ay + x

1

]

によって定める。このとき、

K = {g ∈ G | g0 = 0} =

{[
A 0

0 1

] ∣∣∣∣∣ A ∈ SO(n)

}
∼= SO(n).

したがって、RnはG/Kと微分同型になる。さらに、原点 0における点対称 s0は

s0 =

[
−1n 0

0 1

]
∈ I(Rn).

これより

s0

[
A x

0 1

]
s0 =

[
−1n 0

0 1

][
A x

0 1

][
−1n 0

0 1

]
=

[
A −x
0 1

]

となるので、

θ

[
A x

0 1

]
=

[
A −x
0 1

]
によって θ : G→ Gを定めると、θはGの位数 2の自己同型写像になり、この θに
関して (G,K)はRiemann対称対になる。
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例 2.4.11 例 2.4.3で扱った n次元単位球面 Snに対応するRiemann対称対につい
て考える。Snの等長変換全体の成す群の単位連結成分は SO(n+ 1)になる。さら
に Snの原点 oを en+1に選べば

{g ∈ SO(n+ 1) | go = o} =

{[
A 0

0 1

] ∣∣∣∣∣ A ∈ SO(n)

}
∼= SO(n).

したがって、Snは SO(n+ 1)/SO(n)と微分同型になる。さらに、原点 0における
点対称 soは

so =

[
−1n 0

0 1

]
∈ O(n+ 1).

これより θ(g) = sogsoによって θ : G → Gを定めると、θはGの位数 2の自己同
型写像になり、この θに関して (SO(n+ 1), SO(n))はRiemann対称対になる。

次の定理は Lie群と Lie環に関する定理だが、直交対称 Lie代数の定義で必要に
なる Lie環の内部自己同型群の定義に使うので、ここで述べておく。

定理 2.4.12 Lie群Gの Lie環を gとする。gの Lie部分環 hに対してGの連結な
Lie部分群で対応する Lie部分環が hになるものが一意に存在する。

定義 2.4.13 Lie環 gに対してGL(g)のLie環 gl(g)のLie部分環 adg(g)に対応する
GL(g)の連結Lie部分群を Int(g)で表し、Lie環 gの内部自己同型群と呼ぶ。Int(g)

がコンパクトになるとき、gをコンパクトLie環という。

定義 2.4.14 Lie環 gと位数 2の自己同型写像 θの組 (g, θ)に対して、

k = {X ∈ g | θ(X) = X}

とおくと、adg(g)のLie部分環 adg(k)に対応する Int(g)内の連結Lie部分群がコン
パクトになるとき、(g, θ)を直交対称 Lie代数と呼ぶ。さらに、gの中心と kの共
通部分が {0}になるとき、直交対称 Lie代数 (g, θ)は効果的と言われる。Lie群の
組 (G,K)に対してGはLie環 gを持つ連結Lie群で、KはLie環 kを持つLie部分
群であるとき、(G,K)は直交対称 Lie代数 (g, θ)に対応しているという。

定義 2.4.15 (g, θ)を直交対称 Lie代数とし、gを

g = k + p, k = {X ∈ g | θ(X) = X}, p = {X ∈ g | θ(X) = −X}

と直和分解する。gは半単純であって、kは gの非自明イデアルを含まず、adg(k)は
pに既約に作用するとき、(g, θ)を既約直交対称Lie代数と呼ぶ。直交対称Lie代数
(g, θ)に対応するLie群の組G,Kは、(g, θ)が既約のとき、既約と言う。Riemann対
称空間Mに対して、Mの等長変換全体の成すLie群の単位連結成分をGとし、M
の一点を固定するGの部分群をKとすると、定理 2.4.6より、(G,K)はRiemann

対称対になる。(G,K)が既約のとき、M を既約Riemann対称空間と呼ぶ。
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例 2.4.16 (G,K)を Riemann対称対とする。定義 2.4.5より、Gの位数 2の自己
同型写像 θが存在して

Gθ = {g ∈ G | θ(g) = g}

とおくと、G0
θ ⊂ K ⊂ Gθが成り立つ。そこで、θの誘導する gの自己同型写像も

θで表すと、これも位数 2になり、gは

g = k + p, k = {X ∈ g | θ(X) = X}, p = {X ∈ g | θ(X) = −X}

と直和分解される。さらに、(g, θ)は直交対称Lie代数になることがわかる。Riemann

対称対 (G,K)は、定義 2.4.14の意味で、直交対称 Lie代数 (g, θ)に対応している。

命題 2.4.17 (g, θ)を直交対称 Lie代数とし、kを θの不動点全体とする。Lie群の
組 (G,K)が (g, θ)に対応していて、Gは単連結であり、Kは連結であると仮定す
る。このとき、(G,K)はRiemann対称対になる。

定義 2.4.18 gを半単純Lie環とし、σで複素化 gC内の gに関する複素共役写像と
する。gの部分 Lie環 kと部分ベクトル空間 pによる直和分解 g = k + pがCartan

分解であるとは、gC内にあるコンパクト半単純 Lie部分環 gkが存在し、

gC = gC
k , σgk ⊂ gk, k = g ∩ gk, p = g ∩ (

√
−1gk)

を満たすことをいう。

定理 2.4.19 gを半単純 Lie環とすると、gにはCartan分解が存在し、しかも、g

のどのCartan分解も gの内部自己同型写像で移り合う。

例 2.4.20 gを非コンパクト実半単純 Lie代数とし、

g = k + p (k が部分 Lie環)

を gの Cartan分解とする。定理 2.4.19より、このような分解が存在し、しかも、
gの内部自己同型を除いて一意的である。このとき、

θ(T +X) = T −X (T ∈ k, X ∈ p)

によって線形写像 θ : g → gを定めると、(g, θ)は直交対称 Lie代数になる。

定義 2.4.21 (g, θ)を直交対称 Lie代数とすると、gは

g = k + p, k = {X ∈ g | θ(X) = X}, p = {X ∈ g | θ(X) = −X}

と直和分解される。

(1) gがコンパクト半単純Lie環のとき、(g, θ)はコンパクト型であるといわれる。
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(2) gが非コンパクト半単純Lie環であって、g = k + pが gのCartan分解になっ
ているとき、(g, θ)は非コンパクト型であるといわれる。

(3) pが gの可換イデアルになっているとき、(g, θ)は Euclid型であるといわ
れる。

Riemann対称空間やRiemann対称対に対しても、対応する直交対称 Lie代数の型
の名前をそのまま使う。

命題 2.4.22 (g, θ)を直交対称 Lie代数とし、gを

g = k + p, k = {X ∈ g | θ(X) = X}, p = {X ∈ g | θ(X) = −X}

と直和分解する。g∗ = k +
√
−1p ⊂ gC によって g∗を定め、θを gCに複素線形に

拡張して g∗に制限したものを θ∗で表す。このとき、(g∗, θ∗)も直交対称Lie代数に
なる。さらに、(g, θ)がコンパクト型ならば、(g∗, θ∗)は非コンパクト型になり、逆
も成り立つ。

定義 2.4.23 直交対称 Lie代数 (g, θ)に対して、命題 2.4.22で定めた直交対称 Lie

代数 (g∗, θ∗)を (g, θ)の双対と呼ぶ。

注意 2.4.24 Riemann対称対 (G,K)と (G∗, K)に対応する直交対称 Lie代数が互
いの双対になっているとき、これらRiemann対称対の線形イソトロピー表現は同
値になる。

例 2.4.25 SL(n,R)は連結Lie群であり、SO(n)はSL(n,R)内のコンパクト部分
群になっている。SO(n)はコンパクトだから、AdSL(n,R)(SO(n))もコンパクトに
なる。以後、AdSL(n,R)を単にAdと書くことにする。

θ : SL(n,R) → SL(n,R) ; g 7→ tg−1

によって、SL(n,R)の自己同型写像 θを定める。すると、θは位数 2の自己同型写
像になり、

SO(n) = {g ∈ SL(n,R) | θ(g) = g}

が成り立つ。以上より、(SL(n,R), SO(n))はRiemann対称対になる。
SL(n,R)の自己同型写像 θに対応する Lie環 sl(n,R)の自己同型写像 θは

θ : sl(n,R) → sl(n,R) ;X 7→ −tX

になる。よって、θによる sl(n,R)の分解は、

sl(n,R) = o(n) + p, p = {X ∈ sl(n,R) | tX = X}
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となる。(sl(n,R), θ)は、Riemann対称対 (SL(n,R), SO(n))から定まっているの
で、直交対称 Lie代数になる。

Lie環 sl(n,R)は非コンパクト単純 Lie環になることが知られている。sl(n,R)

の複素化は sl(n,C)になり、sl(n,C)内の sl(n,R)に関する複素共役写像 σは、通
常の複素共役写像、つまり行列の各成分の複素共役をとる写像に一致する。su(n)

は sl(n,C)内のコンパクト単純 Lie環になることが知られている。

su(n) = o(n) +
√
−1p

となるので、su(n)C = sl(n,C)が成り立つ。上のsu(n)の分解より、σsu(n) = su(n)

が成り立つこともわかる。さらに、

sl(n,R) ∩ su(n) = o(n), sl(n,R) ∩ (
√
−1su(n)) = p

が成り立つので、分解

sl(n,R) = o(n) + p, p = {X ∈ sl(n,R) | tX = X}

は sl(n,R)のCartan分解になる。したがって、(sl(n,R), θ)は非コンパクト型直交
対称Lie代数になり、(SL(n,R), SO(n))は非コンパクト型Riemann対称対になる。
上で示したことより、

g∗ = o(n) +
√
−1p = su(n)

となり、
θ∗ : su(n) → su(n) ;X 7→ −tX.

さらに (su(n), θ∗)は、コンパクト型直交対称 Lie代数になる。対応するコンパク
ト型Riemann対称対は、(SU(n), SO(n))であって、SU(n)の位数 2の自己同型写
像は

θ∗ : SU(n) → SU(n) ; g 7→ tg−1

になる。

2.5 実空間形と複素空間形
定義 2.5.1 単連結で断面曲率一定の完備Riemann多様体を実空間形と呼ぶ。n ≥ 2

とすると、n次元実空間形はRiemann計量を正の定数倍することにより、次の三
つのうちのいずれか一つと等長的になることが知られている。

(1) Rnに標準的な平坦なRiemann計量を入れたもの。

G =

{[
a x

0 1

] ∣∣∣∣∣ a ∈ SO(n), x ∈ Rn

}
,

K =

{[
a 0

0 1

] ∣∣∣∣∣ a ∈ SO(n)

}
∼= SO(n)
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とおくと、自然に等質空間G/KはRnに同一視される。G,Kの Lie環をそ
れぞれ g, kとすると、

g =

{[
X x

0 0

] ∣∣∣∣∣ X ∈ o(n), x ∈ Rn

}
,

k =

{[
X 0

0 0

] ∣∣∣∣∣ X ∈ o(n)

}
∼= o(n)

となる。そこで

p =

{[
0 x

0 0

] ∣∣∣∣∣ x ∈ Rn

}
とおくと、g = k + pは直和分解になる。〈[

X 0

0 0

]
,

[
Y 0

0 0

]〉
= −1

2
tr(XY )([
X 0

0 0

]
,

[
Y 0

0 0

]
∈ k

)
〈[

0 x

0 0

]
,

[
0 y

0 0

]〉
= 〈x, y〉([

0 x

0 0

]
,

[
0 y

0 0

]
∈ p

)

によって kと pに内積を定め、g全体には kと pが直交するように内積を定め
る。この g上の内積をG全体に左不変に拡張すると、G上の左不変Riemann

計量になる。この左不変 Riemann計量から誘導される G/K 上の Riemann

計量は、RnのRiemann計量に一致する。このRiemann計量に関して、Rn

は定曲率 0の実空間形になる。[[
X x

0 0

]
,

[
0 y

0 0

]]
=

[
0 Xy

0 0

]

よりpはgのイデアルになる。pが可換であることもわかるので、RnはEuclid

型Riemann対称空間になる。

(2) Rn+1内の単位球面 SnにRn+1のRiemann計量から誘導されたRiemann計
量を入れたもの。ただし、n ≥ 2とする。

G = SO(n+ 1)

K =

{[
a 0

0 1

] ∣∣∣∣∣ a ∈ SO(n)

}
∼= SO(n)
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とおくと、自然に等質空間G/Kは Snに同一視される。G,Kの Lie環をそ
れぞれ g, kとすると、

g = o(n+ 1)

k =

{[
X 0

0 0

] ∣∣∣∣∣ X ∈ o(n)

}
∼= o(n)

となる。そこで

p =

{[
0 x

−tx 0

] ∣∣∣∣∣ x ∈ Rn

}
とおくと、g = k + pは直和分解になる。

〈X, Y 〉 = −1

2
tr(XY ) (X,Y ∈ g)

によって gに内積を定めると、〈[
X x

−tx 0

]
,

[
Y y

−ty 0

]〉
= −1

2
tr(XY ) + 〈x, y〉([
X x

−tx 0

]
,

[
Y y

−ty 0

]
∈ g

)

となり、特に、kと pは直交する。さらに

〈gXg−1, gY g−1〉 = 〈X, Y 〉 (g ∈ G, X, Y ∈ g)

が成り立つので、この g上の内積を G全体に左不変に拡張すると、G上の
両側不変Riemann計量になる。この両側不変Riemann計量から誘導される
G/K上のRiemann計量は、SnのRiemann計量に一致する。このRiemann

計量に関して、Snは定曲率 1の実空間形になる。SO(n+ 1)はコンパクト半
単純 Lie群になり、さらに n 6= 3のとき SO(n + 1)はコンパクト単純 Lie群
になることが知られている。特に、Snはコンパクト型Riemann対称空間に
なる。

(3) Rn+1上の二次形式 x2
1 + · · · + x2

n − x2
n+1は非退化だから、

Hn = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1| x2
1 + · · · + x2

n − x2
n+1 = −1, xn+1 > 0}

とおくと、HnはRn+1の正規部分多様体になる。C∞級写像

Rn → Hn ; (x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn,
√
x2

1 + · · · + x2
n + 1)
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はRnとHnの間の微分同型写像を与えるので、特に、Hnは連結で単連結に
なる。Rn+1の正定値ではない計量

dx1 ⊗ dx1 + · · · + dxn ⊗ dxn − dxn+1 ⊗ dxn+1

から誘導された計量をHnに入れる。これはRiemann計量になる。上の二次
形式を表す行列を

In,1 =

[
1n 0

0 −1

]
とし、

G′ = {g ∈ GL(n+ 1,R) | tgIn,1g = In,1},

K =

{[
a 0

0 1

] ∣∣∣∣∣ a ∈ SO(n)

}
∼= SO(n)

とおくと、G′は In,1の定める二次形式を不変にするRn+1の線形同型写像の
全体になる。Wittの定理 (定理 2.5.2)より、G′はHnに推移的に作用するの
で、G′の単位元の連結成分GもHnに推移的に作用し、自然に等質空間G/K

はHnに同一視される。G,Kの Lie環をそれぞれ g, kとすると、

g =

{[
X x
tx 0

] ∣∣∣∣∣ X ∈ o(n), x ∈ Rn

}
,

k =

{[
X 0

0 0

] ∣∣∣∣∣ X ∈ o(n)

}
∼= o(n)

となる。そこで

p =

{[
0 x
tx 0

] ∣∣∣∣∣ x ∈ Rn

}
とおくと、g = k + pは直和分解になる。〈[

X 0

0 0

]
,

[
Y 0

0 0

]〉
= −1

2
tr(XY )([
X 0

0 0

]
,

[
Y 0

0 0

]
∈ k

)
〈[

0 x
tx 0

]
,

[
0 y
ty 0

]〉
= 〈x, y〉([

0 x
tx 0

]
,

[
0 y
ty 0

]
∈ p

)
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によって kと pに内積を定め、g全体には kと pが直交するように内積を定め
る。この g上の内積をG全体に左不変に拡張すると、G上の左不変Riemann

計量になる。この左不変Riemann計量から誘導されるG/K上のRiemann計
量は、HnのRiemann計量に一致する。このRiemann計量に関して、Hnは定
曲率−1の実空間形になる。gC内で k+

√
−1pを考える。写像 f : o(n+1) →

k +
√
−1pを

f

[
X x

−tx 0

]
=

[
X

√
−1x√

−1tx 0

]
によって定める。[[

X x

−tx 0

]
,

[
Y y

−ty 0

]]
=

[
XY − xty − Y X + ytx Xy − Y x

−txY + tyX 0

]
,[

f

[
X x

−tx 0

]
, f

[
Y y

−ty 0

]]
=

[
XY − xty − Y X + ytx

√
−1(Xy − Y x)√

−1(txY − tyX) 0

]

となるので、f は Lie環の同型写像になり、さらに直交対称 Lie代数の同型
写像にもなる。つまり、Hnに対応する直交対称 Lie代数の双対は球面に対
応する直交対称 Lie代数になる。したがって、命題 2.4.22よりHnは非コン
パクト型Riemann対称空間になる。または、次のように g = k + pがCartan

分解であることを直接確かめることもできる。gk = k +
√
−1pとおくと、gk

は o(n+ 1)と同型になるので、gkは gCのコンパクト半単純 Lie部分環にな
る。gkの定め方から

gC = gC
k , σgk ⊂ gk, k = g ∩ gk, p = g ∩ (

√
−1gk)

が成り立つことがわかる。したがって、g = k + pは gのCartan分解になる。

今後、特に断らない限り、実空間形は上の (1)、(2)、(3)のうちのいずれかとする。
(3)の実空間形を双曲空間と呼ぶ。注意 2.4.24より球面と双曲空間の線形イソトロ
ピー表現は同値になる。このことは上の構成方法からも直接わかる。

定理 2.5.2 (Witt) 〈 , 〉をベクトル空間 V 上の非退化二次形式とする。V の部分
ベクトル空間 U と U から V への線形写像 f : U → V が

〈f(u), f(u)〉 = 〈u, u〉 (u ∈ U)

を満たすとき、f は V の線形同型写像 f̄ で

〈f̄(v), f̄(v)〉 = 〈v, v〉 (v ∈ V )

を満たすものに拡張できる。
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定義 2.5.3 単連結で正則断面曲率一定の完備Hermite多様体を複素空間形と呼ぶ。
n次元複素空間形はRiemann計量を正の定数倍することにより、次の三つのうち
のいずれか一つと等長的になる。

(1) Cnに標準的な平坦なRiemann計量を入れたもの。

G =

{[
A x

0 u

] ∣∣∣∣∣ A ∈ U(n), u ∈ U(1), x ∈ Cn

}
,

K =

{[
A 0

0 u

] ∣∣∣∣∣ A ∈ U(n), u ∈ U(1)

}
∼= U(n) × U(1)

とおくと、自然に等質空間G/KはCnに同一視される。G,Kの Lie環をそ
れぞれ g, kとすると、

g =

{[
X x

0 z

] ∣∣∣∣∣ X ∈ u(n), z ∈ u(1), x ∈ Cn

}
,

k =

{[
X 0

0 z

] ∣∣∣∣∣ X ∈ u(n), z ∈ u(1)

}
となる。そこで

p =

{[
0 x

0 0

] ∣∣∣∣∣ x ∈ Cn

}
とおくと、g = k + pは直和分解になる。〈[

X 0

0 z

]
,

[
Y 0

0 w

]〉
= −1

2
tr(XY ) − zw([
X 0

0 z

]
,

[
Y 0

0 w

]
∈ k

)
〈[

0 x

0 0

]
,

[
0 y

0 0

]〉
= 〈x, y〉([

0 x

0 0

]
,

[
0 y

0 0

]
∈ p

)
によって kと pに内積を定め、g全体には kと pが直交するように内積を定め
る。この g上の内積をG全体に左不変に拡張すると、G上の左不変Riemann

計量になる。この左不変 Riemann計量から誘導される G/K 上の Riemann

計量は、CnのRiemann計量に一致する。このRiemann計量に関して、Cn

は定曲率 0の複素空間形になる。Euclid型実空間形の場合と同様に、原点 0

における点対称 s0は

s0 =

[
−1n 0

0 1

]
∈ G.
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これより

s0

[
A x

0 u

]
s0 =

[
−1n 0

0 1

][
A x

0 u

][
−1n 0

0 1

]
=

[
A −x
0 u

]
となるので、

θ

[
A x

0 u

]
=

[
A −x
0 u

]
によって θ : G→ Gを定めると、θはGの位数 2の自己同型写像になり、こ
の θに関して (G,K)は Riemann対称対になる。したがってG/K = Cnは
Riemann対称空間になる。[[

X x

0 0

]
,

[
0 y

0 0

]]
=

[
0 Xy

0 0

]
よりpはgのイデアルになる。pが可換であることもわかるので、CnはEuclid

型Riemann対称空間になる。

(2) Cn+1内の 1次元複素部分ベクトル空間全体が成す複素射影空間 P n(C)に以
下で定める標準的なRiemann計量を入れたもの。

G = U(n+ 1)

K =

{[
a 0

0 u

] ∣∣∣∣∣ a ∈ U(n), u ∈ U(1)

}
とおくと、自然に等質空間G/KはP n(C)に同一視される。G,KのLie環を
それぞれ g, kとすると、

g = u(n+ 1)

k =

{[
X 0

0 z

] ∣∣∣∣∣ X ∈ u(n), z ∈ u(1)

}
となる。そこで

p =

{[
0 x

−tx̄ 0

] ∣∣∣∣∣ x ∈ Cn

}
とおくと、g = k + pは直和分解になる。

〈X, Y 〉 = −1

2
tr(XY ) (X,Y ∈ g)

によって gに内積を定めると、〈[
X x

−tx̄ z

]
,

[
Y y

−tȳ w

]〉
= −1

2
tr(XY ) + 〈x, y〉 − 1

2
zw([

X x

−tx̄ z

]
,

[
Y y

−tȳ w

]
∈ g

)
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となり、特に、kと pは直交する。さらに

〈gXg−1, gY g−1〉 = 〈X,Y 〉 (g ∈ G, X, Y ∈ g)

が成り立つので、この g上の内積を G全体に左不変に拡張すると、G上の
両側不変 Riemann計量になる。この両側不変 Riemann計量は、G/K 上の
Riemann計量を誘導する。このRiemann計量に関して、P n(C)は定正則断
面曲率 4の複素空間形になる。SU(n + 1)はコンパクト単純 Lie群になるこ
とが知られている。このことから、P n(C)はコンパクト型Riemann対称空
間になることがわかる。

(3) Cn+1上のHermite形式 z1z̄1 + · · · + znz̄n − zn+1z̄n+1 を不変にする複素線形
変換の全体を考える。つまり、上のHermite形式を表す行列を

In,1 =

[
1n 0

0 −1

]
とし、

G = U(n, 1) = {g ∈ GL(n+ 1,C) | tgIn,1ḡ = In,1},

K =

{[
a 0

0 u

] ∣∣∣∣∣ a ∈ U(n), u ∈ U(1)

}
とおく。G,Kの Lie環をそれぞれ g, kとすると、

g =

{[
X x
tx̄ z

] ∣∣∣∣∣ X ∈ u(n), z ∈ u(1), x ∈ Cn

}
,

k =

{[
X 0

0 z

] ∣∣∣∣∣ X ∈ u(n), z ∈ u(1)

}
となる。そこで

p =

{[
0 x
tx̄ 0

] ∣∣∣∣∣ x ∈ Cn

}
とおくと、g = k + pは直和分解になる。〈[

X 0

0 z

]
,

[
Y 0

0 w

]〉
= −1

2
tr(XY ) − 1

2
zw([

X 0

0 z

]
,

[
Y 0

0 w

]
∈ k

)
〈[

0 x
tx̄ 0

]
,

[
0 y
tȳ 0

]〉
= 〈x, y〉([

0 x
tx̄ 0

]
,

[
0 y
tȳ 0

]
∈ p

)
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によって kと pに内積を定め、g全体には kと pが直交するように内積を定め
る。この g上の内積をG全体に左不変に拡張すると、G上の左不変Riemann

計量になる。この左不変Riemann計量から誘導されるHn(C) = G/K上の
Riemann計量に関して、Hn(C)は定正則断面曲率−4の複素空間形になる。
gC内で k +

√
−1pを考える。

k +
√
−1p

=

{[
X 0

0 z

] ∣∣∣∣∣ X ∈ u(n), z ∈ u(1)

}
+
√
−1

{[
0 x
tx̄ 0

] ∣∣∣∣∣ x ∈ Cn

}

=

{[
X 0

0 z

] ∣∣∣∣∣ X ∈ u(n), z ∈ u(1)

}
+

{[
0 x

−tx̄ 0

] ∣∣∣∣∣ x ∈ Cn

}
= u(n+ 1)

となるので、Hn(C)に対応する直交対称Lie代数の双対は複素射影空間に対
応する直交対称 Lie代数になる。したがって、命題 2.4.22よりHn(C)は非
コンパクト型 Riemann対称空間になる。または、次のように g = k + pが
Cartan分解であることを直接確かめることもできる。gk = k +

√
−1pとお

くと、gkは u(n+ 1)に一致するので、gkは gCのコンパクト半単純 Lie部分
環になる。gkの定め方から

gC = gC
k , σgk ⊂ gk, k = g ∩ gk, p = g ∩ (

√
−1gk)

が成り立つことがわかる。したがって、g = k + pは gのCartan分解になる。

今後、特に断らない限り、複素空間形は上の (1)、(2)、(3)のうちのいずれかとす
る。(3)の複素空間形を複素双曲空間と呼ぶ。注意 2.4.24より複素射影空間と複素
双曲空間の線形イソトロピー表現は同値になる。このことは上の構成方法からも
直接わかる。
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3.1 Howardによる定式化
等質空間の接ベクトル空間の部分ベクトル空間の間の不変角度を定義し、これ

を使って等質空間内の二つの部分多様体についてPoincaréの公式の一般化を定式
化し証明する。この一般的な Poincaréの公式の定式化は、Howard[8]によるもの
である。

定義 3.1.1 Eを内積を持つ有限次元実ベクトル空間とし、V とW をEの部分ベ
クトル空間とする。V の正規直交基底 v1, . . . , vpとW の正規直交基底 w1, . . . , wq

をとり、
σ(V,W ) = |v1 ∧ · · · ∧ vp ∧ w1 ∧ · · · ∧ wq|

によって σ(V,W )を定義する。この定義は V とW の正規直交基底のとり方に依存
しない。

上の定義が V とW の正規直交基底のとり方に依存しないことを示しておく。V
の別の正規直交基底 v′1, . . . , v

′
pとW の別の正規直交基底 w′

1, . . . , w
′
qをとる。する

と直交行列A,Bが存在し、

[v′1, . . . , v
′
p] = [v1, . . . , vp]A, [w′

1, . . . , w
′
q] = [w1, . . . , wq]B

が成り立つ。detA = ±1, detB = ±1だから、命題 1.2.3より

v′1 ∧ · · · ∧ v′p = ±v1 ∧ · · · ∧ vp, w′
1 ∧ · · · ∧ w′

q = ±w1 ∧ · · · ∧ wq

が成り立つ。したがって、

|v′1 ∧ · · · ∧ v′p ∧ w′
1 ∧ · · · ∧ w′

q| = |v1 ∧ · · · ∧ vp ∧ w1 ∧ · · · ∧ wq|

となり、上の定義は正規直交基底のとり方には依存しない。

命題 3.1.2 定義 3.1.1において

0 ≤ σ(V,W ) ≤ 1

が成り立つ。σ(V,W ) = 0となるための必要十分条件は V ∩W が 1次元以上にな
ることである。また σ(V,W ) = 1となるための必要十分条件は V とW が直交する
ことである。
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証明 V の正規直交基底 v1, . . . , vpとW の正規直交基底w1, . . . , wqをとると、定
義 3.1.1より

σ(V,W ) = |v1 ∧ · · · ∧ vp ∧ w1 ∧ · · · ∧ wq|.

したがって、0 ≤ σ(V,W )が成り立つ。また命題 1.3.7より、σ(V,W ) ≤ 1を得る。
σ(V,W ) = 0となる必要十分条件は

v1 ∧ · · · ∧ vp ∧ w1 ∧ · · · ∧ wq = 0

であり、これは v1, . . . , vp, w1, . . . , wqが線形従属になることと同値になる。

p+ q − 1 ≥ dim(V +W ) = dimV + dimW − dim(V ∩W )

だから、これは V ∩W が 1次元以上になることと同値になる。
σ(V,W ) = 1となる必要十分条件は命題 1.3.7より、v1, . . . , vp, w1, . . . , wqが互い

に直交していることだから、V とW が直交することになる。

定義 3.1.3 Gを左不変Riemann計量を持つLie群とし、KをGのコンパクト部分
群とする。さらにG/Kは自然にRiemann等質空間になるとする。すなわち、Gの
Riemann計量はK上両側不変になっている。Tx(G/K)の部分空間 V と Ty(G/K)

の部分空間W に対して、gxo = xと gyo = yを満たす gx, gy ∈ Gをとり、

σK(V,W ) =

∫
K

σ((dgx)
−1
o V, dk−1

o (dgy)
−1
o W )dµK(k)

によって σK(V,W )を定義する。この定義は gxo = xと gyo = yを満たす gx, gy ∈ G

のとり方に依存しない。

上の定義が gx, gy ∈ Gのとり方に依存しないことを示しておく。g′xo = xと
g′yo = yを満たす別の g′x, g

′
y ∈ Gをとる。kx = (g′x)

−1gx, ky = (g′y)
−1gyとおくと、

kxo = o, kyo = oが成り立ち kx, ky ∈ Kとなる。∫
K

σ((dg′x)
−1
o V, dk−1

o (dg′y)
−1
o W )dµK(k)

=

∫
K

σ((dg′x)
−1
o (dgx)o(dgx)

−1
o V, dk−1

o (dg′y)
−1
o (dgy)o(dgy)

−1
o W )dµK(k)

=

∫
K

σ((dkx)o(dgx)
−1
o V, dk−1

o (dky)o(dgy)
−1
o W )dµK(k)

=

∫
K

σ((dgx)
−1
o V, (dkx)

−1
o dk−1

o (dky)o(dgy)
−1
o W )dµK(k)

=

∫
K

σ((dgx)
−1
o V, d(k−1

y kokx)
−1(dgy)

−1
o W )dµK(k)

=

∫
K

σ((dgx)
−1
o V, dk−1

o (dgy)
−1
o W )dµK(k)

となるので、この量は gx, gy ∈ Gのとり方に依存しない。
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命題 3.1.4 定義 3.1.3において

0 ≤ σK(V,W ) ≤ vol(K)

が成り立つ。また σK は次のような不変性も持つ。

σK(V,W ) = σK(dgV,W ) = σK(V, dgW ) (g ∈ G).

証明 命題 3.1.2より

0 ≤ σ((dgx)
−1
o V, dk−1

o (dgy)
−1
o W ) ≤ 1

となるので、辺々をK上で積分すると

0 ≤ σK(V,W ) ≤ vol(K)

を得る。
z = gxとおくと z = ggxoだから、σK の定義において gxの代りに ggxを使うと

σK(dgV,W ) =

∫
K

σ(d(ggx)
−1
o dgV, dk−1

o (dgy)
−1
o W )dµK(k)

=

∫
K

σ((dgx)
−1
o V, dk−1

o (dgy)
−1
o W )dµK(k)

= σK(V,W ).

同様にすると σK(V, dgW ) = σK(V,W )も得られる。

定理 3.1.5 (Howard[8]) G/KをRiemann等質空間とし、Gはユニモジュラーで
あると仮定する。G/Kの部分多様体M , N で

dimM + dimN ≥ dim(G/K)

を満たすものに対して、∫
G

vol(gM ∩N)dµG(g) =

∫
M×N

σK(T⊥
x M,T⊥

y N)dµM×N(x, y)

が成り立つ。

証明 G× (G/K)2の部分集合 I(G× (G/K)2)を

I(G× (G/K)2) = {(g, x, y) ∈ G× (G/K)2 | gx = y}

で定める。まず、I(G × (G/K)2)がG × (G/K)2内の正規部分多様体になること
を示そう。

p : G× (G/K)2 → (G/K)2 ; (g, x, y) 7→ (gx, y)
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で写像 pを定義すると、pはC∞級写像になる。さらに pの定義から、pの各点の
微分写像は全射になるので、pは submersionになる。

D(G/K) = {(x, x) ∈ (G/K)2 | x ∈ G/K}

とおくと、D(G/K)は (G/K)2内の正規部分多様体になる。したがって、その sub-

mersionによる逆像 p−1(D(G/K))はG× (G/K)2内の正規部分多様体になる。定
め方より、

I(G× (G/K)2) = p−1(D(G/K))

となり、I(G× (G/K)2)はG× (G/K)2内の正規部分多様体になる。

dim I(G× (G/K)2) = dimG+ 2 dim(G/K) − dim(G/K)

= dimG+ dim(G/K).

次に写像 qを

q : I(G× (G/K)2) → (G/K)2 ; (g, x, y) 7→ (x, y)

によって定義する。これが、ファイバーKのファイバー束になることを示す。各
(x, y) ∈ (G/K)2について、gxo = x, gyo = yを満たす gx, gy ∈ Gをとる。すると

q−1(x, y) ⊃ (gyKg
−1
x ) × {(x, y)}

となることはすぐにわかる。逆に (g, x, y) ∈ q−1(x, y)に対して gx = yだから

o = g−1
y y = g−1

y gx = g−1
y ggxo.

よって、g−1
y ggx ∈ Kとなり、g ∈ gyKg

−1
x 。以上より、

q−1(x, y) = (gyKg
−1
x ) × {(x, y)}

が成り立つ。これはKと微分同型になる。G/KはRiemann等質空間だから、G
はKの上で両側不変になるような左不変Riemann計量を持つ。そのRiemann計
量はGの Lie環 gの内積で、AdG(K)不変なものを誘導する。Kに対応する gの
Lie部分環を kで表す。

g = k + p

を gの直交直和分解とする。AdG(K)k ⊂ kだから、AdG(K)p ⊂ pが成り立つ。
G/K の多様体構造を構成するときに示すように、pの原点 0の開近傍 U とG/K

の原点 oの開近傍 V が存在し、

U → V ; u 7→ expu(o)
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は微分同型写像になる。これより、

U → gxV ; u 7→ gx expu(o)

U → gyV ; u 7→ gy expu(o)

もまた微分同型写像になる。そこで写像

ϕ : K × gxV × gyV → q−1(gxV × gyV )

を

ϕ(k, gx expu(o), gy exp v(o))

= (gy exp vk exp(−u)g−1
x , gx expu(o), gy exp v(o))

によって定義すると、ϕはC∞級写像になる。ϕの逆写像

ϕ−1 : q−1(gxV × gyV ) → K × gxV × gyV

は

ϕ−1(g, gx expu(o), gy exp v(o))

= (exp(−v)g−1
y ggx expu, gx expu(o), gy exp v(o))

で与えられ、これも C∞級写像になるので、ϕは微分同型写像になる。したがっ
て、ϕは q : I(G × (G/K)2) → (G/K)2 の局所自明性を与えることになり、q :

I(G× (G/K)2) → (G/K)2はファイバーKのファイバー束になる。
あとで必要になるので、ϕの (k, x, y)における微分写像を計算しておく。T ∈ k

に対して

dϕ(k,x,y)(dLkT, 0, 0) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(gyk exp(tT )g−1
x , x, y)

=

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

gykg
−1
x exp(tAdG(gx)T ), 0, 0

)
= (dLϕ(k,x,y)AdG(gx)T, 0, 0).

X ∈ pに対して

dϕ(k,x,y)(0, dgxX, 0)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(gyk exp(−tX)g−1
x , gx exp(tX)(o), y)

=

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

gykg
−1
x exp(−tAdG(gx)X),

d

dt

∣∣∣∣
t=0

gx exp(tX)(o), 0

)
= (−dLϕ(k,x,y)AdG(gx)X, dgxX, 0).
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Y ∈ pに対して

dϕ(k,x,y)(0, 0, dgyY )

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(gy exp(tY )kg−1
x , x, gy exp(tY )(o))

=

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

gykg
−1
x exp(tAdG(gx)AdG(k−1)Y )), 0,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

gy exp(tY )(o)

)
= (dLϕ(k,x,y)AdG(gx)AdG(k−1)Y, 0, dgyY ).

したがって T ∈ k, X, Y ∈ pに対して

dϕ(k,x,y)(dLkT, dgxX, dgyY )

= (dLϕ(k,x,y)AdG(gx)(T −X + AdG(k−1)Y ), dgxX, dgyY ).

q : I(G× (G/K)2) → (G/K)2は submersionになっているので、

I(M,N) = q−1(M ×N)

は I(G× (G/K)2)の部分多様体になる。

dim I(M,N) = (dimG+ dim(G/K)) − codim(M ×N)

= (dimG+ dim(G/K)) − (2 dim(G/K) − dimM − dimN)

≥ dimG.

写像 f を
f : I(M,N) → G ; (g, x, y) 7→ g

で定義すると、f はC∞級写像になる。I(M,N)上恒等的に 1に等しい関数と f :

I(M,N) → Gに定理 1.5.5を適用すると、∫
I(M,N)

JfdµI(M,N) =

∫
G

vol(f−1(g))dµG(g)

を得る。

f−1(g) = I(M,N) ∩ ({g} × (G/K)2)

= {(g, x, gx) | x ∈M, gx ∈ N}
= {(g, x, gx) | gx ∈ gM ∩N}

より、
ψ : gM ∩N → f−1(g); gx 7→ (g, x, gx)
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は全単射になる。gが f の正則値のとき、f−1(g)は I(M,N)の部分多様体になる。
gM ∩ N も G/K の部分多様体になる。さらに、ψは微分同型写像になる。X を
g−1(gM ∩N)の接ベクトルとすると、

dψ(dgX) = (0, X, dgX).

dgは線形等長写像だから、

〈dψ(dgX), dψ(dgY )〉 = 〈X,Y 〉 + 〈dgX, dgY 〉 = 2〈X, Y 〉.

そこで、

r = dim(f−1(g)) = dim(gM ∩N) = dimM + dimN − dim(G/K)

とおくと、
vol(f−1(g)) = 2r/2vol(gM ∩N).

したがって ∫
I(M,N)

JfdµI(M,N) = 2r/2

∫
G

vol(gM ∩N)dµG(g).

以下では、この等式の左辺を計算する。そのために、k, dg−1
x TxM , dg−1

y TyN の正
規直交基底 {Ta}, {Xb}, {Yc}をそれぞれとる。すると、先のϕの微分の計算から、

dϕ(k,x,y)(dLkTa, 0, 0) = (dLϕ(k,x,y)AdG(gx)Ta, 0, 0)

dϕ(k,x,y)(0, dgxXb, 0) = (−dLϕ(k,x,y)AdG(gx)Xb, dgxXb, 0)

dϕ(k,x,y)(0, 0, dgyYc) = (dLϕ(k,x,y)AdG(gx)AdG(k−1)Yc, 0, dgyYc)

は Tϕ(k,x,y)I(M ×N)の基底になる。

dfϕ(k,x,y)dϕ(k,x,y)(dLkTa, dgxXb, dgyYc)

= dLϕ(k,x,y)AdG(gx)(Ta −Xb + AdG(k−1)Yc)

となるので、Yd = AdG(k)Xd (1 ≤ d ≤ r)とおいて、これを延長して dg−1
y TyN の

正規直交基底 {Yc}とすると、

dϕ(k,x,y)(0, dgxXd, dgyYd) = (0, dgxXd, dgyYd) (1 ≤ d ≤ r)

は kerdfϕ(k,x,y)の基底になる。そこで、

T̄a = (dLkTa, 0, 0)

X̄b = (0, dgxXb, 0) (r + 1 ≤ b)

Ȳc = (0, 0, dgyYc) (r + 1 ≤ c)

Z̄d =
1√
2
(0,−dgxXd, dgyYd) (1 ≤ d ≤ r)
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とおくと、これらは正規直交系になり、

dϕ(k,x,y)(T̄a), dϕ(k,x,y)(X̄b), dϕ(k,x,y)(Ȳc), dϕ(k,x,y)(Z̄d)

は (kerdfϕ(k,x,y))
⊥の基底になる。さらに、

dfϕ(k,x,y)dϕ(k,x,y)(T̄a) = dLϕ(k,x,y)AdG(gx)(Ta)

dfϕ(k,x,y)dϕ(k,x,y)(X̄b) = dLϕ(k,x,y)AdG(gx)(−Xb)

dfϕ(k,x,y)dϕ(k,x,y)(Ȳc) = dLϕ(k,x,y)AdG(gx)(AdG(k−1)Yc)

dfϕ(k,x,y)dϕ(k,x,y)(Z̄d) = dLϕ(k,x,y)AdG(gx)(
√

2Xd).

よって、

Jf =
|dLϕ(k,x,y)AdG(gx)(∧aTa ∧ ∧b(−Xb) ∧ ∧cAdG(k−1)Yc) ∧ ∧d

√
2Xd|

|dϕ(k,x,y)(∧aT̄a ∧ ∧bX̄b ∧ ∧cȲc ∧ ∧dZ̄d)|
.

分子は

|dLϕ(k,x,y)AdG(gx)(∧aTa ∧ ∧b(−Xb) ∧ ∧cAdG(k−1)Yc) ∧ ∧d

√
2Xd|

= 2r/2|AdG(gx)(∧aTa ∧ ∧b(−Xb) ∧ ∧cAdG(k−1)Yc) ∧ ∧dXd|
= 2r/2| det AdG(gx)|| ∧a Ta ∧ ∧bXb ∧ ∧cAdG(k−1)Yc ∧ ∧dXd|

(Gはユニモジュラーだから | det AdG(gx)| = 1)

= 2r/2| ∧a Ta ∧ ∧bXb ∧ ∧cAdG(k−1)Yc ∧ ∧dXd|
(g = k + pは直交直和で、AdG(k−1)Yc ∈ p)

= 2r/2| ∧b Xb ∧ ∧cAdG(k−1)Yc ∧ ∧dXd|
= 2r/2σ(dg−1

x T⊥
x M,AdG(k−1)dg−1

y T⊥
y N)

= 2r/2σ(dg−1
x T⊥

x M,dk−1
o dg−1

y T⊥
y N).

これのKにおける積分は 2r/2σK(T⊥
x M,T⊥

y N)に一致するので、∫
I(M,N)

JfdµI(M,N) = 2r/2

∫
M×N

σK(T⊥
x M,T⊥

y N)dµM×N(x, y)

となり、 ∫
G

vol(gM ∩N)dµG(g) =

∫
M×N

σK(T⊥
x M,T⊥

y N)dµM×N(x, y)

を得る。

注意 3.1.6 線形イソトロピー表現K → O(To(G/K))が直交表現として同値にな
る Riemann等質空間は σK の定義式が同じになるので、定理 3.1.5よりそれらの
Riemann等質空間では同じ形のPoincaréの公式が成り立つ。したがって、一つの
Riemann等質空間においてPoincaréの公式が得られれば、線形イソトロピー表現
が同値な他のRiemann等質空間においても同じ形の Poincaréの公式が得られる。
このことをHoward[8]は転送原理と呼んでいる。
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3.2 実空間形
実空間形の場合の Poincaréの公式を述べ、その応用として、Fáry-Milnorの定

理や実射影空間等の体積最小部分多様体について解説する。

定理 3.2.1 G/Kを n次元実空間形とし、M とN はそれぞれG/Kの p次元部分
多様体と q次元部分多様体であって、p+ q ≥ nとする。このとき、∫

G

vol(gM ∩N)dµG(g) =
vol(Sp+q−n)vol(SO(n+ 1))

vol(Sp)vol(Sq)
vol(M)vol(N)

が成り立つ。

証明 定理 3.1.5より、∫
G

vol(gM ∩N)dµG(g) =

∫
M×N

σK(T⊥
x M,T⊥

y N)dµM×N(x, y)

が成り立つ。そこで、σK を計算する。K = SO(n)はRnの p次元部分ベクトル
空間全体と q次元部分ベクトル空間全体に推移的に作用するので、σKは定数にな
る。その定数を σK(p, q)とおくことにすると、∫

G

vol(gM ∩N)dµG(g) = σK(p, q)vol(M)vol(N)

が成り立つ。三種類の実空間形に対する K = SO(n)の Riemann計量はすべて
同じものなので、σK(p, q)はどの空間で求めてもよい。そこで G/K = Snとし、
M = Sp, N = Sqとおく。すると、∫

SO(n+1)

vol(gSp ∩ Sq)dµSO(n+1)(g) = σK(p, q)vol(Sp)vol(Sq)

となり、ほとんどすべての g ∈ SO(n+ 1)に対して vol(gSp ∩Sq) = vol(Sp+q−n)だ
から、

vol(Sp+q−n)vol(SO(n+ 1)) = σK(p, q)vol(Sp)vol(Sq).

よって

σK(p, q) =
vol(Sp+q−n)vol(SO(n+ 1))

vol(Sp)vol(Sq)

が成り立つ。したがって、∫
G

vol(gM ∩N)dµG(g) =
vol(Sp+q−n)vol(SO(n+ 1))

vol(Sp)vol(Sq)
vol(M)vol(N)

を得る。
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系 3.2.2 2次元実空間形G/K内の二曲線 σ, τ に対して∫
G

#(gσ ∩ τ)dµG(g) = 4vol(σ)vol(τ)

が成り立つ。

証明 定理 3.2.1を適用すると、∫
G

](gσ ∩ τ)dµG(g) =
2vol(SO(3))

vol(S1)vol(S1)
vol(σ)vol(τ)

を得る。上の等式の係数を計算すればよい。

vol(S1) = 2π

で、S2 = SO(3)/SO(2)だから、

vol(SO(3)) = vol(S2)vol(SO(2)) = 4π · 2π.

したがって
2vol(SO(3))

vol(S1)vol(S1)
=

2 · 4π · 2π
2π · 2π

= 4

となり、 ∫
G

](gσ ∩ τ)dµG(g) = 4vol(σ)vol(τ)

を得る。

系 3.2.3 cをRn+1内の閉曲線とする。cの弧長パラメーターを sで表し、曲率を
κ(s)で表す。このとき、

2π ≤
∫

c

κ(s)ds

が成り立つ。

証明 曲線 cの点 c (s)に対して、c (s)での速度ベクトルを対応させる写像を g

で表すと、g : c→ SnはC∞級写像になる。曲率の定義から

κ(s) =

∣∣∣∣dgds (s)

∣∣∣∣
だから g : c→ SnはC∞級写像になる。∫

c

κ(s)ds =

∫
c

∣∣∣∣dgds (s)

∣∣∣∣ ds = vol(g(c)).
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Sn内の Sn−1と g(c)に定理 3.2.1を適用すると、∫
SO(n+1)

](aSn−1 ∩ g(c))dµSO(n+1)(a)

=
2vol(SO(n+ 1))

vol(Sn−1)vol(S1)
vol(Sn−1)vol(g(c))

=
2vol(SO(n+ 1))

vol(S1)
vol(g(c))

が成り立つ。ここで a ∈ SO(n+ 1)に対して aSn−1 ∩ g(c)は、Snの大円 aSn−1を
通るRn+1の超平面と平行な超平面が cと接する接点における cの速度ベクトルの
全体になる。したがって、すべての a ∈ SO(n + 1)に対して 2 ≤ ](aSn−1 ∩ g(c))
となるので、

2vol(SO(n+ 1)) ≤ 2vol(SO(n+ 1))

vol(S1)
vol(g(c))

となり、

2π ≤ vol(g(c)) =

∫
c

κ(s)ds

を得る。

定理 3.2.4 (Fáry[4], Milnor[14]) R3内の閉曲線 cが自明でない結び目になって
いるとする。cの弧長パラメーターを sで表し、曲率を κ(s)で表す。このとき、

4π ≤
∫

c

κ(s)ds

が成り立つ。

証明 系 3.2.3の証明中に定めた g : c → Snを使って証明する。既に示したよ
うに ∫

c

κ(s)ds = vol(g(c)) =
vol(S1)

2vol(SO(3))

∫
SO(3)

](aS1 ∩ g(c))dµSO(3)(a)

が成り立つ。
以下でほとんどすべての a ∈ SO(3)に対して 4 ≤ ](aS1 ∩ g(c))が成り立つこと

を示す。](aS1 ∩ g(c))が奇数になる aS1は g(c)と接するので、ほとんどすべての
a ∈ SO(3)に対して ](aS1 ∩ g(c))は偶数になる。系 3.2.3の証明中に示したように
2 ≤ ](aS1 ∩ g(c))が成り立つ。そこで 2 = ](aS1 ∩ g(c))が成り立つ a ∈ SO(3)が
存在すると仮定して、矛盾を導く。S2の大円 aS1を通るR3の平面 P と平行な平
面が cと接する接点を c(s0)と c(s1)とする。P の単位法ベクトルを eとし、

f : c→ R ; x 7→ 〈x, e〉



3.2. 実空間形 47

によって c上のC∞級関数 fを定めると、fは c(s0)と c(s1)で最大値、最小値をと
り、他の点は正則点になる。よって、c−{c(s0), c(s1)}上で f は単調になる。これ
より、P と平行な平面が c(s0)と c(s1)以外の点で cと交わるとき、交点数は必ず 2

になる。その二つの交点を線分で結ぶと、cを境界とする曲面ができる。これは c

が自明でない結び目であることに矛盾する。したがって、すべての a ∈ SO(3)に
対して 3 ≤ ](aS1 ∩ g(c))が成り立つことになり、ほとんどすべての a ∈ SO(3)に
対して 4 ≤ ](aS1 ∩ g(c))が成り立つ。よって上で示した積分等式より、

4π ≤
∫

c

κ(s)ds

を得る。

定義 3.2.5 Rn+1内の 1次元実部分ベクトル空間全体が成す n次元実射影空間を
P n(R)で表す。

Sn → P n(R) ; x 7→ Rx

は被覆写像になる。その被覆変換は Sn → Sn ; x 7→ −xだから等長変換になり、
SnのRiemann計量から自然に P n(R)のRiemann計量が定まる。

G = SO(n+ 1)

K =

{[
a 0

0 ε

] ∣∣∣∣∣ a ∈ O(n), ε ∈ O(1), (det a)ε = 1

}
とおくと、自然に等質空間G/Kは P n(R)に同一視される。

補題 3.2.6 G/Kを n次元実射影空間とし、M とN はそれぞれG/Kの p次元部
分多様体と q次元部分多様体であって、p+ q ≥ nとする。このとき、∫

SO(n+1)

vol(gM∩N)dµSO(n+1)(g) =
vol(P p+q−n(R))vol(SO(n+ 1))

vol(P p(R))vol(P q(R))
vol(M)vol(N)

が成り立つ。

証明 被覆写像
ϕ : Sn → P n(R) ; x 7→ Rx

を使い、球面におけるPoincaréの公式 (定理 3.2.1)を適用する。ϕが二重被覆であ
ることに注意すると、∫

SO(n+1)

vol(gM ∩N)dµSO(n+1)(g)

=

∫
SO(n+1)

1

2
vol(gϕ−1(M) ∩ ϕ−1(N))dµSO(n+1)(g)

=
vol(Sp+q−n)vol(SO(n+ 1))

2vol(Sp)vol(Sq)
vol(ϕ−1(M))vol(ϕ−1(N))

=
vol(P p+q−n(R))vol(SO(n+ 1))

vol(P k(R))vol(P n−k(R))
vol(M)vol(N).
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定理 3.2.7 (Berger[1], Fomenko[5]) P n(R)内に全測地的に埋め込まれたP k(R)

は、P n(R)のZ2係数のホモロジー群Hk(P
n(R);Z2) ∼= Z2の生成元を代表し、そ

の中で体積最小部分多様体になる。

証明 0 ≤ i ≤ nに対して P i
0(R) = P i(R) − P i−1(R)とおくと、各 P i

0(R)はRi

内の開円板と微分同型になり、特に胞体になる。さらに、{P i
0(R)}0≤i≤nは P n(R)

の胞体分割を与える。そこで、

Ci(P
n(R)) = Z2P

i
0(R) ∼= Z2

とおくと、P n(R)の胞複体 {Ci(P
n(R)), ∂i}を得る。∂i(P

i
0(R))は、幾何学的には

P i−1
0 (R)を同じ向きに二重に覆うので、

∂i : Ci(P
n(R)) → Ci−1(P

n(R))

は 0写像になる。したがって

Hi(P
n(R);Z2) = Ci(P

n(R)) = Z2P
i
0(R) ∼= Z2

となり、P n(R)内で P i(R)は、Hi(P
n(R);Z2) ∼= Z2の生成元を代表する。

P k(R)と P n−k(R)は、一般的な位置にすると ](P n−k(R) ∩ P k(R)) = 1とな
る。P k(R)のホモロジー類に含まれる部分多様体N をとると、ほとんどすべての
g ∈ SO(n+ 1)に対して

](gP n−k(R) ∩N) ≡ 1 (mod2)

となるので、](gP n−k(R) ∩N) ≥ 1が成り立つ。そこで補題 3.2.6を適用すると

vol(SO(n+ 1)) ≤
∫

SO(n+1)

](gP n−k(R) ∩N)dµSO(n+1)(g)

=
vol(SO(n+ 1))

vol(P n−k(R))vol(P k(R))
vol(P n−k(R))vol(N).

したがって、
vol(P k(R)) ≤ vol(N)

となり、P k(R)は体積最小になる。

定義 3.2.8 x ∈ Rn − {0}に対して

ρ(x)y = y − 2〈x, y〉
〈x, x〉

x (y ∈ Rn)

によって xに関する鏡映 ρ(x)を定める。

Pk−1 = {ρ(x)ρ(e1) | x ∈ Sk−1 ⊂ Rk ⊂ Rn}

によって SO(n)内のPontryaginサイクル Pk−1を定義する。
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x ∈ Rn − {0}に対して ρ(x)はその定義式より線形写像になることがわかる。
ρ(x)はRxにおいて固有値−1を持ち、(Rx)⊥において固有値 1を持つので、等長
変換になる。これは次のように直接計算してもわかる。

〈ρ(x)y, ρ(x)z〉 =

〈
y − 2〈x, y〉

〈x, x〉
x, z − 2〈x, z〉

〈x, x〉
x

〉
= 〈y, z〉 − 2〈x, y〉

〈x, x〉
〈x, z〉 − 2〈x, z〉

〈x, x〉
〈y, x〉 +

2〈x, y〉
〈x, x〉

2〈x, z〉
〈x, x〉

〈x, x〉

= 〈y, z〉.

さらに ρ(x)の行列式は −1になるので、ρ(x)ρ(e1) ∈ SO(n)が成り立つ。これに
よって写像

ι̃ : Sn−1 → SO(n) ; x→ ρ(x)ρ(e1)

が定まる。x ∈ Rn − {0}に対して

ρ(−x)y = y − 2〈−x, y〉
〈−x,−x〉

(−x) = y − 2〈x, y〉
〈x, x〉

x = ρ(x)y (y ∈ Rn)

となるので、ρ(−x) = ρ(x)が成り立つ。特に x ∈ Sn−1 に対して ι̃(−x) = ι̃(x)

となり、ι̃ : Sn−1 → SO(n)は ι : P n−1(R) → SO(n)を誘導する。この ιの像
が Pontryaginサイクル Pk−1 になる。ιと SO(n)の作用との関係を調べておく。
g ∈ O(n)に対して

ρ(gx)y = y − 2〈gx, y〉
〈gx, gx〉

gx = g

(
g−1y − 2〈x, g−1y〉

〈x, x〉
x

)
= gρ(x)g−1y

となるので、ρ(gx) = gρ(x)g−1が成り立つ。これより

ι̃(gx) = ρ(gx)ρ(e1) = gρ(x)g−1ρ(e1) = gρ(x)ρ(e1)ρ(e1)
−1g−1ρ(e1)

= gι̃(x)(ρ(e1)
−1gρ(e1))

−1.

そこでO(n)の SO(n)への作用を

g · x = gx(ρ(e1)
−1gρ(e1))

−1 (g ∈ O(n), x ∈ SO(n))

によって定める。

(g1g2) · x = (g1g2)x(ρ(e1)
−1g1g2ρ(e1))

−1

= g1g2x(ρ(e1)
−1g1ρ(e1)ρ(e1)

−1g2ρ(e1))
−1

= g1g2x(ρ(e1)
−1g2ρ(e1))

−1(ρ(e1)
−1g1ρ(e1))

−1

= g1(g2 · x)(ρ(e1)−1g1ρ(e1))
−1

= g1 · (g2 · x)
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となるので、O(n)の SO(n)への作用になっていることがわかる。さらに SO(n)

の両側不変Riemann計量に関して、この作用は等長作用になる。上で得た結果と
合わせると

ι̃(gx) = g · ι̃(x) (g ∈ O(n), x ∈ Sn−1)

となり
ι(gx) = g · ι(x) (g ∈ O(n), x ∈ P n−1(R)).

したがって、ι̃ : Sn−1 → SO(n)と ι : P n−1(R) → SO(n)はともにO(n)の作用に関
する同変写像になる。このこととコンパクト群の表言論から、Sn−1とP n−1(R)の
Riemann計量を定数倍変更すると ι̃ : Sn−1 → SO(n)と ι : P n−1(R) → SO(n)は
等長挿入になることがわかる。次のように具体的な計算をすることからもわかる。
さらにその定数を具体的に求めることができる。写像が同変であることから、一
点の微分写像を調べればよい。e1 ∈ Sn−1における接ベクトル空間は自然にRn−1

と同一視される。

Te1S
n−1 3

[
0

v

]
↔ v ∈ Rn−1.

さらに接ベクトルは群作用を使って表現することもできる。

V =

[
0 −tv

v 0

]
∈ o(n)

とおくと
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tV )e1 =

[
0

v

]
が成り立つ。したがって、

dι̃e1(v) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ι̃(exp(tV )e1)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tV )ι̃(e1)(ρ(e1)
−1 exp(tV )ρ(e1))

−1

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tV )ι̃(e1)(exp(tρ(e1)
−1V ρ(e1)))

−1

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tV )ι̃(e1)(exp(−tρ(e1)−1V ρ(e1))).

ここで、
ι̃(e1) = ρ(e1)ρ(e1) = e : SO(n)の単位元

であり、

ρ(e1)
−1 = ρ(e1) =

[
−1

1n−1

]
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となるので、

ρ(e1)
−1V ρ(e1) =

[
−1

1n−1

][
0 −tv

v 0

][
−1

1n−1

]
= −V.

これらの計算より

dι̃e1(v) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tV ) exp(tV ) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(t2V ) = 2V.

そこで u ∈ Rn−1に対しても

U =

[
0 −tu

u 0

]
∈ o(n)

とおくと

〈dι̃e1(u), dι̃e1(v)〉 = 〈2U, 2V 〉 = 4

〈[
0 −tu

u 0

]
,

[
0 −tv

v 0

]〉
= 4〈u, v〉.

したがって、4〈u, v〉を新たに Sn−1のRiemann計量とすると ι̃は等長挿入になる。

定理 3.2.9 (Liu[13]) すべてのPontryaginサイクルPi (1 ≤ i ≤ n−1)は、SO(n)

内のZ2係数ホモロジー類内で体積最小になる。

証明の概略 F はR,C,Hのうちのいずれかであるとし、F の元を成分に持つn

次正方行列全体の成す代数をF (n)で表す。Clifford代数CnはF (2m)またはF (2m)⊕
F (2m)とR代数同型になることが知られている。したがって各 nについて忠実表
現 π : Cn → HomR(W,W )が存在する。dimRW = N とおく。SO(n)の普遍被覆
群 Spin(n)はCn内に実現することができるので、

π : Spin(n) → SN2−1 ⊂ HomR(W,W )

とみなすことができる。さらに π : Spin(n) → SN2−1は

π′ : SO(n) → PN2−1(R)

を誘導する。Ponryaginサイクル Pk−1 ⊂ SO(n)に対して、π′(Pk−1)は PN2−1(R)

内の全測地的部分多様体P k−1(R)に一致することがわかる。したがって、定理3.2.7

より Pk−1 ⊂ SO(n)はホモロジー類内で体積最小になる。
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3.3 複素空間形の特殊な部分多様体
複素空間形においてもPoincaréの公式の対象を複素部分多様体に限れば、前節

の実空間形の場合と同様の Poincaréの公式が成り立つ。この公式は最初 Santaló

が示し、Howard[8]が再定式化した。

定理 3.3.1 G/Kを複素 n次元複素空間形とする. G/Kの複素 p次元複素部分多
様体M と複素 q次元複素部分多様体N が p + q ≥ nを満たすとき, 次の等式が成
り立つ.∫

G

vol(M ∩ gN)dµG(g) =
vol(P p+q−n(C))vol(SU(n+ 1))

vol(P p(C))vol(P q(C))
vol(M)vol(N).

証明 定理 3.1.5より、∫
G

vol(gM ∩N)dµG(g) =

∫
M×N

σK(T⊥
x M,T⊥

y N)dµM×N(x, y)

が成り立つ。そこで、σKを計算する。KはCnの p次元複素部分ベクトル空間全
体と q次元複素部分ベクトル空間全体に推移的に作用するので、σKは定数になる。
その定数を σK(p, q)とおくことにすると、∫

G

vol(gM ∩N)dµG(g) = σK(p, q)vol(M)vol(N)

が成り立つ。三種類の複素空間形に対するKのRiemann計量は同じものなので、
σK(p, q)はどの空間で求めてもよい。そこでG/K = P n(C)とし、M = P p(C), N =

P q(C)とおく。すると、∫
SU(n+1)

vol(gP p(C) ∩ P q(C))dµSU(n+1)(g)

= σK(p, q)vol(P p(C))vol(P q(C))

となり、ほとんどすべてのg ∈ SU(n+1)に対してvol(gP p(C)∩P q(C)) = vol(P p+q−n(C))

だから、

vol(P p+q−n(C))vol(SU(n+ 1)) = σK(p, q)vol(P p(C))vol(P q(C)).

よって

σK(p, q) =
vol(P p+q−n(C))vol(SU(n+ 1))

vol(P p(C))vol(P q(C))

が成り立つ。したがって、∫
G

vol(gM ∩N)dµG(g) =
vol(P p+q−n(C))vol(SU(n+ 1))

vol(P p(C))vol(P q(C))
vol(M)vol(N)

を得る。
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定義 3.3.2 N を P n(C)内の k次元コンパクト複素部分多様体とする。このとき、
ほとんどすべての g ∈ SU(n+ 1)に対して、](gP n−k(C)∩N)は一定値になること
が知られている。この一定値をN の次数と呼び、degN で表す。

系 3.3.3 N を P n(C)内の k次元コンパクト複素部分多様体とする。このとき、

vol(N) = degNvol(P k(C))

が成り立つ。

証明 定理 3.3.1より、∫
SU(n+1)

](gP n−k(C) ∩N)dµSU(n+1)(g)

=
vol(SU(n+ 1))

vol(P k(C))vol(P n−k(C))
vol(P n−k(C))vol(N)

が成り立つ。ほとんどすべての g ∈ SU(n+1)に対して、](gP n−k(C)∩N) = degN

となるので、
vol(N) = degNvol(P k(C))

を得る。

定義 3.3.4 Hermite多様体X の概複素構造を J で表す。X 内の実部分多様体M

の各点 xに対して、JxTxMが TxMと直交するとき、Mを全実部分多様体と呼ぶ。

例 3.3.5 P n(C)内に全測地的に埋め込まれた P p(R) (1 ≤ p ≤ n)は、P n(C)の全
実部分多様体になっている。

定理 3.3.6 G/Kを n次元複素空間形とし、M とN はそれぞれG/K内の実 p次
元全実部分多様体と複素 q次元複素部分多様体であって、p+ 2q ≥ 2nとする。こ
のとき、∫

G

vol(M ∩ gN)dµG(g) =

∫
G

vol(N ∩ gM)dµG(g)

=
vol(P p+2q−2n(R))vol(U(n+ 1))

vol(P p(R))vol(P q(C))
vol(M)vol(N)

が成り立つ。

証明 定理 3.1.5より、∫
G

vol(gM ∩N)dµG(g) =

∫
M×N

σK(T⊥
x M,T⊥

y N)dµM×N(x, y)
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が成り立つ。そこで、σKを計算する。U(n)がCnの実 p次元全実部分ベクトル空
間全体に推移的に作用することを示す。RpはCnの全実部分ベクトル空間になっ
ている。e1, . . . , enをRnの標準的な正規直交基底とする。Cnの全実部分ベクトル
空間 V を一つとる。v1, . . . , vpを V の正規直交基底とし、これをCnのユニタリ基
底 v1, . . . , vnに延長する。実線形写像 g : Rn → Cnを g(ej) = vj (1 ≤ j ≤ n)と
なるようにとる。gを複素線形写像 gC : Cn → Cnに拡張する。RnはCnの全実
部分ベクトル空間だから、e1, . . . , enはCnのユニタリ基底になる。したがって、g
はCnのユニタリ基底をユニタリ基底に写すことになり、g ∈ U(n)が成り立つ。
g(Rp) = V となっているので、U(n)はCnの実 p次元全実部分ベクトル空間全体
に推移的に作用することがわかる。このことより、σKは定数になる。その定数を
σK(p, q)とおくことにすると、∫

G

vol(gM ∩N)dµG(g) = σK(p, q)vol(M)vol(N)

が成り立つ。三種類の複素空間形に対するKのRiemann計量は同じものなので、
σK(p, q)はどの空間で求めてもよい。そこでG/K = P n(C)とし、M = P p(R), N =

P q(C)とおく。すると、∫
U(n+1)

vol(gP p(R) ∩ P q(C))dµU(n+1)(g)

= σK(p, q)vol(P p(R))vol(P q(C))

となり、ほとんどすべての g ∈ U(n+ 1)に対して

vol(gP p(R) ∩ P q(C)) = vol(P p+2q−2n(R))

だから、

vol(P p+2q−2n(R))vol(U(n+ 1)) = σK(p, q)vol(P p(R))vol(P q(C)).

よって

σK(p, q) =
vol(P p+2q−2n(R))vol(U(n+ 1))

vol(P p(R))vol(P q(C))

が成り立つ。したがって、∫
G

](gM ∩N)dµG(g) =
vol(P p+2q−2n(R))vol(U(n+ 1))

vol(P p(R))vol(P q(C))
vol(M)vol(N)

を得る。

定理 3.3.7 (Howard[8]) n次元複素空間形G/K内の実n次元全実部分多様体M

とN に対して∫
G

](gM ∩N)dµG(g) =
(n+ 1)vol(U(n+ 1))

vol(P n(R))2
vol(M)vol(N)

が成り立つ。
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証明 定理 3.1.5より、∫
U(n+1)

](gM ∩N)dµU(n+1)(g)

=

∫
M×N

σK(T⊥
x M,T⊥

y N)dµM×N(x, y)

が成り立つ。
U(n)はCnの実 n次元全実部分ベクトル空間全体に推移的に作用するので、σK

は定数になる。よって∫
U(n+1)

](gM ∩N)dµU(n+1)(g) = σKvol(M)vol(N)

が成り立つ。三種類の複素空間形に対するKのRiemann計量は同じものなので、σK

はどの空間で求めてもよい。そこでG/K = P n(C)とし、M = P n(R), N = P n(R)

とおく。すると、∫
U(n+1)

](gP n(R) ∩ P n(R))dµU(n+1)(g) = σKvol(P n(R))2

となり、ほとんどすべての g ∈ U(n+ 1)に対して ](gP n(R) ∩ P n(R)) = n+ 1 に
なることを後で示すので、

(n+ 1)vol(U(n+ 1)) = σKvol(P n(R))2.

よって

σK =
(n+ 1)vol(U(n+ 1))

vol(P n(R))2

が成り立つ。したがって、∫
G

](gM ∩N)dµG(g) =
(n+ 1)vol(U(n+ 1))

vol(P n(R))2
vol(M)vol(N)

を得る。
最後に、ほとんどすべての g ∈ U(n+1)に対して ](gP n(R)∩P n(R)) = n+1に

なることを示しておく。ほとんどすべての g ∈ U(n+1)に対して gP n(R)とP n(R)

はトランスバースに交わるので、M = gP n(R)とN = P n(R)とおいて、M とN

はトランスバースに交わっていると仮定して議論を進める。M ∩N は離散的にな
り、有限集合になる。P n(C)は正の断面曲率を持っていてM とN は全測地的な
ので、Frankelの定理より、M ∩Nは空集合にはならない。そこで一点 x ∈M ∩N
をとる。P n(C)の xにおける最小軌跡をC(x)で表すことにする。このとき、

M ∩N − {x} ⊂ C(x)
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が成り立つことを示しておこう。あるy ∈M∩N−{x}がy /∈ C(x)となっているとし
て、矛盾を導く。x, yを結ぶただ一つの最短測地線をxyで表すと、xy ⊂M∩Nとな
り、MとNがトランスバースに交わることに矛盾する。以上でM∩N−{x} ⊂ C(x)

の成り立つことがわかった。これより、

](M ∩N) = 1 + ]((M ∩ C(x)) ∩ (N ∩ C(x)))

となる。ここで、C(x)はP n−1(C)に等長的になる。M∩C(x)とN∩C(x)はC(x)内
の部分多様体になり、トランスバースに交わる。また、dim(M∩C(x)) ≤ dimM−1

と dim(N ∩ C(x)) ≤ dimN − 1が成り立つ。M ∩ C(x)と N ∩ C(x)はともに
C(x) = P n−1(C)内の P n−1(R)に等長的な部分多様体になる。n = 1のときは、
P 1(C)は 2次元球面になり、その中でP 1(R)は大円になる。よって n = 1のとき、
](M ∩N) = 2となり、一般の場合は、数学的帰納法によって ](M ∩N) = n+ 1が
成り立つことがわかる。

注意 3.3.8 上記の交点数を求める議論は、最小軌跡をChen-Naganoにより導入さ
れた極地に置き換えると、複素射影空間以外のコンパクト型Hermite対称空間に
も適用可能になり、複素二次超曲面やより一般のコンパクト型Hermite対称空間内
の二つの実形の交叉が対蹠集合になることがわかった (T.[20], Tanaka-T.[15])。さ
らにこのことから、コンパクト型Hermite対称空間内の二つの実形のFloerホモロ
ジーを求めることができ、Lagrange部分多様体の交叉に関する拡張されたArnold-

Givental不等式が得られ、第 3.6節で述べる Lêの積分公式を利用すると Lagrange

部分多様体のHamilton体積最小性を得られる (Iriyeh-Sakai-T.[9])。

3.4 Kähler角度
定理 3.3.1、3.3.6、3.3.7では複素空間形内の複素部分多様体や全実部分多様体

に関するPoincaréの公式を示したが、この節と次の節では複素部分多様体や全実
部分多様体とは限らない一般の実部分多様体に関するPoincaréの公式について考
える。実 2次元部分多様体には Kähler角度と呼ばれる不変量があり、Kähler角
度を使って複素空間形内の実 2次元部分多様体と実余 2次元部分多様体に関する
Poincaréの公式をこの節で示す。そこでまずKähler角度の定義とその基本的性質
について述べる。一般次元部分多様体に対するPoincaréの公式を定式化するため
には、Kähler角度を一般化した多重Kähler角度を導入する必要がある。これにつ
いては次の節で解説する。

定義 3.4.1 Cnを n次元複素ベクトル空間とし、その標準的な実内積を 〈·, ·〉で表
す。Cn内の実 2次元部分ベクトル空間 V に対して、V の正規直交基底 v1, v2をと
り、θ(V ) = cos−1 |〈

√
−1v1, v2〉| によって V のKähler角度 θ(V )を定める。
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ここでは部分ベクトル空間や部分多様体の向きは考えないので、絶対値 |〈
√
−1v1, v2〉|

をとりKähler角度の動く範囲は [0, π/2]とする。通常、曲面論では部分ベクトル空間
や部分多様体の向きを考え正の向きの正規直交基底v1, v2をとってcos−1〈

√
−1v1, v2〉

をKähler角度と呼んでいる。

補題 3.4.2 定義 3.4.1において θ(V ) = cos−1 |〈
√
−1v1, v2〉|は V の正規直交基底

v1, v2のとり方に依存しない。

証明 任意の x1, x2 ∈ Cnについて

〈
√
−1x1, x2〉 = 〈(

√
−1)2x1,

√
−1x2〉 = −〈x1,

√
−1x2〉 = −〈

√
−1x2, x1〉

となる。つまり、〈
√
−1x1, x2〉は x1, x2に関する交代二次形式になる。

u1, u2を V のもう一つの正規直交基底とする。基底変換

[u1 u2] = [v1 v2]T

は直交行列 T で定まる。交代二次形式の性質から

〈
√
−1u1, u2〉 = detT 〈

√
−1v1, v2〉

となり detT = ±1だから、

|〈
√
−1u1, u2〉| = | detT ||〈

√
−1v1, v2〉| = |〈

√
−1v1, v2〉|

が成り立ち、cos−1 |〈
√
−1u1, u2〉| = cos−1 |〈

√
−1v1, v2〉| を得る。

命題 3.4.3 Kähler角度はユニタリ群の作用に関して不変になる。

証明 交代二次形式 〈
√
−1x1, x2〉はユニタリ群の作用に関して不変になる。Cn

内の実二次元部分ベクトル空間V の正規直交基底v1, v2をとる。ユニタリ群U(n)の
元 gによって V を変換すると、gv1, gv2は gV の正規直交基底になる。したがって、

θ(gV ) = cos−1 |〈
√
−1gv1, gv2〉| = cos−1 |〈

√
−1v1, v2〉| = θ(V )

が成り立ち、Kähler角度はユニタリ群の作用に関して不変になる。

命題 3.4.4 V をCn内の実 2次元部分ベクトル空間とする。V が複素部分ベクト
ル空間であるための必要十分条件は V のKähler角度が 0になることであり、V が
全実部分ベクトル空間であるための必要十分条件は V のKähler角度が π/2になる
ことである。
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証明 V の正規直交基底 v1, v2をとる。V が複素部分ベクトル空間であると仮定
すると

√
−1v1 ∈ V が成り立つ。

√
−1v1は v1に直交するので、

√
−1v1 = ±v2と

なり、
θ(V ) = cos−1 |〈

√
−1v1, v2〉| = cos−1 1 = 0.

逆に θ(V ) = 0が成り立つと仮定すると、Cauchy-Schwarzの不等式の等号成立の
必要十分条件より

√
−1v1 = ±v2となり、V は複素部分ベクトル空間になる。した

がって、V が複素部分ベクトル空間であるための必要十分条件は V のKähler角度
が 0になることである。
次に V が全実部分ベクトル空間であると仮定すると、

√
−1v1 ∈ V ⊥が成り立ち、

θ(V ) = cos−1 |〈
√
−1v1, v2〉| = cos−1 0 = π/2.

逆に θ(V ) = π/2が成り立つと仮定すると、〈
√
−1v1, v2〉 = 0が成り立つ。これよ

り 〈
√
−1v2, v1〉 = 0となり、

√
−1v1,

√
−1v2 ∈ V ⊥、すなわち V は全実部分ベクト

ル空間になる。したがって、V が全実部分ベクトル空間であるための必要十分条
件は V のKähler角度が π/2になることである。

このようにKähler角度は実 2次元部分ベクトル空間の基本的な不変量であり、
Kähler角度が値域の両極の値 0と π/2をとるということで部分ベクトル空間が複
素部分ベクトル空間であることと全実部分ベクトル空間であることを特徴付ける
ことができる。
複素空間形の部分多様体に関するPoincaréの公式を考える場合、転送原理より複

素射影空間の場合を考えれば十分である。複素射影空間P n(C) = U(n+1)/U(n)×
U(1)の線形イソトロピー表現は U(n) × U(1)のCnへの表現

(A, z)v = Avz̄ ((A, z) ∈ U(n) × U(1), v ∈ Cn)

と同値になる。ここでCnの元は縦ベクトルとみなしている。Cnの標準的ユニタ
リ基底を e1, . . . , enで表す。

補題 3.4.5 (Kang-T.[10]) 0 ≤ θ ≤ π/2を満たす θに対して、Cn内のKähler角
度が θの実 2次元部分ベクトル空間全体をGn

θ で表す。U(n)の作用は実 2次元部
分ベクトル空間のKähler角度を不変にするので、U(n)はGn

θ に作用する。さらに

Vθ = spanR{e1, cos θ
√
−1e1 + sin θe2}

とおくと Gn
θ = U(n) · Vθ が成り立つ。すなわち U(n)の Gn

θ への作用は推移的で
ある。

証明 命題 3.4.3よりU(n)の作用はKähler角度を不変にするので、U(n)はGn
θ

に作用する。そこでこの U(n)のGn
θ への作用が推移的であることを以下で示す。

Gn
θ の元 V、すなわち、Kähler角度 θの実 2次元部分ベクトル空間 V を任意にと
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る。V の正規直交基底 v1, v2 をとると、cos θ = |〈
√
−1v1, v2〉|が成り立つ。v1 は

g1 ∈ U(n)の作用によって g1v1 = e1と書ける。g1v2の方は

g1v2 = ze1 + x (z ∈ C, x ∈ (Ce1)
⊥)

のように分解する。xは g2 ∈ {1} × U(n− 1) ⊂ U(n)の作用によって g2x = |x|e2

と書ける。ここで |z|2 + |x|2 = 1だから |x| =
√

1 − |z|2となり、

g2g1v2 = ze1 +
√

1 − |z|2e2

が成り立つ。そこで V に g2g1 ∈ U(n)を作用させると、g2g1V は正規直交基底

g2g1v1 = e1, g2g1v2 = ze1 +
√

1 − |z|2e2

を持つ。この表示より g2g1v1, g2g1v2の内積は zの実部になるので、zの実部は 0に
なり zは純虚数になる。これを z =

√
−1r (r ∈ R)とおくことにすると、

g2g1v2 =
√
−1re1 +

√
1 − r2e2.

これより
cos θ = |〈

√
−1v1, v2〉| = |〈

√
−1g2g1v1, g2g1v2〉| = |r|

が成り立つ。これより
√

1 − r2 = sin θとなり、g2g1V は正規直交基底

g2g1v1 = e1, g2g1v2 = ±
√
−1 cos θe1 + sin θe2

を持つ。よって e1,
√
−1 cos θe1 ± sin θe2 も g2g1V の正規直交基底になる。g3 ∈

{1} × U(n− 1)の元によって

g3(
√
−1 cos θe1 ± sin θe2) =

√
−1 cos θe1 + sin θe2

とすることができ、g3g2g1V は正規直交基底

e1,
√
−1 cos θe1 + sin θe2

を持ち、g3g2g1V = Vθが成り立つ。したがって、U(n)はGn
θ に推移的に作用する。

注意 3.4.6 補題 3.4.5はKähler角度がCn内の実 2次元部分ベクトル空間のU(n)

の作用に関する完全不変量であることを意味している。すなわち、Cn内の実 2次
元部分ベクトル空間 V とW に対して、ある g ∈ U(n)が存在してW = g · V が成
り立つことと θ(V ) = θ(W )が同値になる。

長い積分の計算をすることにより次の定理を得る。
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定理 3.4.7 (T.[17]) P n(C)内の任意の実 2次元部分多様体Mと任意の実 (2n−2)

次元部分多様体N に対して、次の等式が成り立つ。∫
U(n+1)

#(M ∩ gN)dµU(n+1)(g)

=
vol(U(n+ 1))

vol(P 1(C))vol(P n−1(C))

×
∫

M×N

(
1

4
(1 + cos2 θx)(1 + cos2 τy) +

n

4(n− 1)
sin2 θx sin2 τy

)
·dµM×N(x, y).

ここで θxは TxM のKähler角度であり τyは T⊥
y N のKähler角度である。

上の定理は、N が複素部分多様体の場合にKang-T.[10], n = 2の場合にKang-

T.[11]で得られ、その後、一般の nの場合の一般の部分多様体に拡張できた。

3.5 多重Kähler角度
複素空間形内の一般次元の実部分多様体に関するPoincaréの公式を定式化する

ために、Kähler角度の概念を一般化し多重Kähler角度を導入する。多重Kähler

角度はCn内の実部分ベクトル空間のU(n)の作用に関する完全不変量になる。多
重Kähler角度を使うと複素空間形内の一般次元の実部分多様体に関するPoincaré

の公式を定式化することができる。
Cnの標準的Kähler形式を ωで表す。すなわち、

ω(u, v) = 〈
√
−1u, v〉 (u, v ∈ Cn)

によって ωを定める。Cn内のKähler角度 θの実 2次元部分ベクトル空間 V に対
して、cos θ = |〈

√
−1v1, v2〉|となる V の正規直交基底 v1, v2をとることができる。

必要なら v1, v2をとりかえて cos θ = 〈
√
−1v1, v2〉とできる。そこで、v1, v2の双対

基底 α1, α2をとると
ω|V = cos θα1 ∧ α2

を満たすことがわかる。このように、標準的Kähler形式 ωの V への制限を V 上
の交代二次形式とみて標準形に書き表したときの係数にKähler角度が現れる。こ
のことから一般の次元の部分ベクトル空間に対して、Kähler角度を次のように一
般化する。

定義 3.5.1 (T.[16]) 1 < k ≤ nとする。Cn内の実 k次元部分ベクトル空間 V に
対して、ωの V への制限ω|V を交代 2次形式として標準形を考える。すなわち、V
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の双対空間 V ∗の正規直交基底α1, . . . , αkで次の等式を満たすものをとることがで
きる。

ω|V =

[k/2]∑
i=1

cos θiα
2i−1 ∧ α2i, 0 ≤ θ1 ≤ · · · ≤ θ[k/2] ≤ π/2.

θ(V ) = (θ1, . . . , θ[k/2])とおいてこれをV の多重Kähler角度と呼ぶ。n < k ≤ 2n−1

のときは、Cn内の実 k次元部分ベクトル空間 V に対して、θ(V ) = θ(V ⊥)によっ
て V の多重Kähler角度を定める。

多重Kähler角度の定義から直接従う性質をいくつか次に述べておく。

命題 3.5.2 k ≤ nとする。Cn内の実 k次元部分ベクトル空間 V に対して以下の
ことが成り立つ。

(1) ユニタリ群 U(n)の作用は多重Kähler角度を保存する。

(2) k = 2のとき、多重Kähler角度はKähler角度に他ならない。

(3) θ(V ) = (0, . . . , 0)となるための必要十分条件は、V 内に複素 [k/2]次元部分
ベクトル空間が存在することである。kが偶数である場合、θ(V ) = (0, . . . , 0)

となるための必要十分条件は、V が複素部分ベクトル空間になることである。

(4) θ(V ) = (π/2, . . . , π/2)となるための必要十分条件は、V と
√
−1V が直交す

ることである。

証明 (1) ユニタリ群U(n)の作用は標準的Kähler形式ωを不変にするので、ω
を部分ベクトル空間に制限した交代二次形式の標準形も不変にする。したがって、
多重Kähler角度も不変にする。

(2) 多重Kähler角度の定義の前に述べたことから、n = 2の場合は多重Kähler

角度はKähler角度に一致する。
(3)と (4)の証明の準備として一般の交代二次形式の標準形について復習してお

く。実 k次元ベクトル空間 V において V 上の交代二次形式 φの標準形とは、V の
双対空間 V ∗の正規直交基底 α1, . . . , αkによって

φ =

[k/2]∑
i=1

aiα
2i−1 ∧ α2i

という形に交代二次形式 φを書き表すことである。α1, . . . , αkの双対基底になる V

の正規直交基底を v1, . . . , vnで表す。このとき

φ(v2j−1, v2j) =

[k/2]∑
i=1

ai(α
2i−1 ∧ α2i)(v2j−1, v2j)

=

[k/2]∑
i=1

ai(α
2i−1(v2j−1)α

2i(v2j) − α2i−1(v2j)α
2i(v2j−1))

= aj.
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したがって、φの標準形は

φ =

[k/2]∑
i=1

φ(v2i−1, v2i)α
2i−1 ∧ α2i

という形になる。
(3) θ(V ) = (0, . . . , 0)を仮定する。ω|V の標準形は

ω|V =

[k/2]∑
i=1

α2i−1 ∧ α2i

という形になる。α1, . . . , αkの双対基底になる V の正規直交基底を v1, . . . , vnで表
すと ω|V (v2i−1, v2i) = 1が成り立つ。Cauchy-Schwarzの不等式の等号成立の必要
十分条件より

√
−1v2i−1 = v2iが成り立つ。したがって、

W =

2[k/2]∑
i=1

Rvi =

[k/2]∑
i=1

Cv2i−1

は複素 [k/2]次元部分ベクトル空間になり、W ⊂ V が成り立つ。
逆にW ⊂ V を満す複素 [k/2]次元部分ベクトル空間W が存在すると仮定する。

Wのユニタリ基底u1, . . . , u[k/2]をとる。このとき、u1,
√
−1u1, . . . , u[k/2],

√
−1u[k/2]

はW の実正規直交基底になる。kが偶数のときはこれがV の正規直交基底になる。
kが奇数のときはW⊥ ∩ V は一次元になりW⊥ ∩ V から単位ベクトル vをとると
u1,

√
−1u1, . . . , u[k/2],

√
−1u[k/2], vは V の正規直交基底になる。これらの正規直交

基底の双対基底をα1, . . . , αkで表すことにすると、どちらの場合もω|V の標準形は

ω|V =

[k/2]∑
i=1

α2i−1 ∧ α2i

となり V の多重Kähler角度は θ(V ) = (0, . . . , 0)となる。
(4) 次に θ(V ) = (π/2, . . . , π/2)を仮定する。すると多重Kähler角度の定義より

ω|V = 0となる。よって、任意の x, y ∈ V に対して

0 = ω(x, y) = 〈
√
−1x, y〉

となるので、V と
√
−1V は直交する。

逆に V と
√
−1V が直交すると仮定する。任意の x, y ∈ V に対して

0 = 〈
√
−1x, y〉 = ω(x, y)

となるので、ω|V = 0が成り立つ。したがって、V の多重Kähler角度は (π/2, . . . , π/2)

になる。
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命題 3.5.3 k ≤ nとする。0 ≤ θ1 ≤ · · · ≤ θ[k/2] ≤ π/2 となる θ = (θ1, . . . , θ[k/2])

に対して
Gθ = {V ∈ GR

k (Cn) | W の特性角度は θ}

とおくと、U(n)はGθに推移的に作用する。さらに、

Vθ =

[k/2]∑
i=1

spanR{e2i−1, cos θi

√
−1e2i−1 + sin θ2ie2i} (+Rek)

とおくと (最後の ekのある項は kが奇数のときのみ加える)、Gθ = U(n) · Vθが成
り立つ。

証明 V ∈ Gθをとる。V ∗の正規直交基底 α1, . . . , αkを

ω|V =

[k/2]∑
i=1

cos θiα
2i−1 ∧ α2i

を満たすようにとる。e1, . . . , ekを α1, . . . , αkの双対基底とすると、これは V の正
規直交基底になる。

V C
i = spanC{e2i−1, e2i}, (1 ≤ i ≤ [k/2]) V C

o = Cek

とおくと、ω|V の形から
[k/2]∑
i=1

V C
i (+V C

o )

は直交直和になる。これよりある g ∈ U(n)が存在し

gV C
i ⊂ spanC{e2i−1, e2i}, gV C

o ⊂ Cek

が成り立つ。gspanR{e2i−1, e2i}は spanC{e2i−1, e2i}内でKähler角度 θiの実 2次元
部分ベクトル空間になるので、補題 3.4.5の証明中に示したことから U(2)の作用
によって

spanR{e2i−1, cos θi

√
−1e2i−1 + sin θ2ie2i}

に写る。さらに gekは U(1)の作用によって ekに写る。以上より、ある h ∈ U(n)

によって hV = Vθとなる。

n < k ≤ 2n− 1のときは
V k

θ = (V 2n−k
θ )⊥

とおく。命題 3.5.3より U(n)は

Gn
k;θ = {V ∈ GR

k (Cn) | θ(V ) = (θ1, . . . , θ[k/2])}
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に推移的に作用する。さらにGn
k;θ = U(n) · V k

θ が成り立つ。
多重Kähler角度の定義はCnのユニタリ構造にのみ依存しているので、概Her-

mite多様体の実部分多様体の多重Kähler角度を考えることができる。より正確に
は、実部分多様体の接ベクトル空間の多重Kähler角度を考えることができる。
多重Kähler角度を使って複素射影空間内の一般の実部分多様体に関するPoincaré

の公式を定式化することができる。Howard[8]による Poincaréの公式の定式化と
多重Kähler角度に関する今までに得た事項を合せると次の定理を得る。

定理 3.5.4 (T.[16]) p ≤ 2n ≤ p+ qと q ≤ 2n ≤ p+ qを満たす自然数 pと qに対
して

σn
p,q(θ

(p), θ(q)) =

∫
U(1)×U(n)

σ(V 2n−p

θ(p) , k−1 · V 2n−q

θ(q) )dµU(1)×U(n)(k)

(θ(p) ∈ R[min{p,2n−p}/2], θ(q) ∈ R[min{q,2n−q}/2])

によって σn
p,qを定める。pまたは qが 1または 2n− 1に等しいときは, 任意の実 1

次元または実 2n − 1次元部分ベクトル空間を使っても σn
p,q は同じ定数に定まる。

このとき、P n(C)内の任意の実 p次元部分多様体M と任意の実 q次元部分多様体
N に対して、次の等式が成り立つ。∫

U(n+1)

vol(M ∩ gN)dµU(n+1)(g) =

∫
M×N

σn
p,q(θ(TxM), θ(TyN))dµM×N(x, y).

定理 3.5.4において二つの部分多様体M とN が dimM + dimN = 2nを満たす
とき、Poincaréの公式は次に述べるようにより詳しく記述できる。

定理 3.5.5 (T.[18]) 1 ≤ p ≤ nを満たす自然数 pに対して、多項式

P n
p (x1, . . . , x[p/2], y1, . . . , y[p/2])

が存在し、次の条件を満たす。

(1) 多項式 P n
p (xi, yj)の次数は各 xiと yjに関して高々1である。

(2) {1, . . . , [p/2]}の任意の置換 αについて、次の等式が成り立つ。

P n
p (xi, yj) = P n

p (xα(i), yj) = P n
p (xi, yα(j)) = P n

p (yj, xi).

(3) P n(C)内の任意の実 p次元部分多様体M と任意の実 (2n− p)次元部分多様
体N に対して、次の等式が成り立つ。∫

U(n+1)

#(M ∩ gN)dµU(n+1)(g)

=

∫
M×N

P n
p (cos2 θi(TxM), cos2 θj(TyN))dµM×N(x, y).
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この定理以降、特別な nや pについて多項式P n
p を具体的に記述する進展は若干

あったが、pが 3以上になると積分の計算が複雑になりあまり進展させることがで
きなかった。そのため、講演者に対して未解決問題の提示の依頼があった 2003年
の第 50回幾何学シンポジウムで次の問題を提示した。

(∗)「複素空間形内の実部分多様体に関するPoincaréの公式の右辺を部分多様体の
多重Kähler角度を使って完全に記述する。」(T.[19])

それから数年後の 2008年の正月に Fuから Bernigとの共著論文 [2]の原稿が送ら
れてきて、問題 (∗)は完全に解決されたことを知った。彼らはこの講義で解説して
いる手法とは異なった付値の理論を使って積分公式を具体的に表示している。付
値の理論は最近の十数年の間に急速に進展している。

3.6 Grassmann多様体の積分幾何学
各係数体上のGrassmann多様体に等質空間における Poincaréの公式を適用し、

Lê Hông Vânの結果である部分Grassmann多様体の体積最小性を示す。この節の
内容はおおむね Lê[12]に基づいている。

定義 3.6.1 Rn内のr次元実部分空間全体から成る実Grassmann多様体をGr(R
n)

で表す。Gr(R
n)は等質空間として、

Gr(R
n) = SO(n)/S(O(r) ×O(n− r))

と表せるので、定義 2.5.1で定めた SO(n)の左不変Riemann計量から誘導された
Riemann計量を持つ。
複素Grassmann多様体Gr(C

n) の定義はここでは省略する。
Hn内の r次元四元数部分空間全体から成る四元数Grassmann多様体をGr(H

n)

で表す。Gr(H
n)には以下のような等質空間としての表示があり、Riemann計量が

入る。

G = Sp(n)

K =

{[
a 0

0 b

] ∣∣∣∣∣ a ∈ Sp(r), b ∈ Sp(n− r)

}

とおくと、自然に等質空間G/KはGr(H
n)に同一視される。四元数 qの実部を<q

で表すことにする。G = Sp(n)の Lie環を gで表す。

〈X, Y 〉 = −1

2
<tr(XY ) (X, Y ∈ g)



66 第 3章 等質空間の積分幾何学

によって gに内積を定めると、

〈gXg−1, gY g−1〉 = 〈X,Y 〉 (g ∈ G, X, Y ∈ g)

が成り立つので、この g上の内積をG全体に左不変に拡張すると、G上の両側不
変Riemann計量になる。この両側不変Riemann計量は、G/K上のRiemann計量
を誘導する。

定理 3.6.2 (Lê Hông Vân[12]) Gr(R
r+n)内の実 rs次元部分多様体Nに対して∫

SO(r+n)

](gGr(R
r+n−s) ∩N)dµSO(r+n)(g) ≤

vol(SO(r + n))

vol(Gr(Rr+s))
vol(N)

が成り立つ。r = 2のとき、N がGr(R
r+s)の一部分と等長変換で写りあえば、等

号が成立する。r ≥ 3のときは、等号が成立するためには、N が Gr(R
r+s)の一

部分と等長変換で写りあうことが必要十分である。特に、Gr(R
r+s)が代表する

Hrs(Gr(R
r+n);Z2)の元の中でGr(R

r+s)は体積最小になる。

証明 G = SO(r + n), K = S(O(r) × O(n))とおくと、GとKに対応する Lie

環 gと kは

g = o(r + n)

k =

{[
X 0

0 Y

] ∣∣∣∣∣ X ∈ o(r), Y ∈ o(n)

}

と表せる。そこで

p =

{[
0 x

−tx 0

] ∣∣∣∣∣ x ∈Mr,n(R)

}
とおくと、g = k + pは直交直和分解になる。ここで、Mr,n(R)は (r, n)実行列全

体の成す実ベクトル空間とする。

[
a 0

0 b

]
∈ Kと

[
0 x

−tx 0

]
∈ pに対して

AdG

([
a 0

0 b

])[
0 x

−tx 0

]
=

[
a 0

0 b

][
0 x

−tx 0

][
a−1 0

0 b−1

]

=

[
0 axb−1

−t(axb−1) 0

]

となるので、Kの pへの作用は、次のKのMr,n(R)への作用[
a 0

0 b

]
x = axb−1
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と同値になる。
定理 3.1.5より、∫

SO(r+n)

](gGr(R
r+n−s) ∩N)dµSO(r+n)(g)

=

∫
Gr(Rr+n−s)×N

σK(TxGr(R
r+n−s), TyN)dµGr(Rr+n−s)×N(x, y)

が成り立つ。そこで σK(TxGr(R
r+n−s), TyN)を評価する。Gr(R

r+n)の接ベクトル
空間をp、さらに、Mr,n(R)と同一視し、Gr(R

r+n−s)の接ベクトル空間をMr,n−s(R)

と同一視しておく。N の接ベクトル空間に対応する部分ベクトル空間を V で表し
ておく。すると

σK(TxGr(R
r+n−s), TyN) =

∫
K

σ(Mr,n−s(R), k−1V )dµK(k)

=

∫
K

σ(Mr,n−s(R), kV )dµK(k)

を評価することになる。これを σs(V )とおくことにする。
一般の sについて σs(V )を評価するために、次の補題を準備しておく。

補題 3.6.3 Mr,n(R)の線形同型写像 Iを

I


x1,1 · · · x1,n

x2,1 · · · x2,n

...
...

xr,1 · · · xr,n

 =


xr,1 · · · xr,n

x1,1 · · · x1,n

...
...

xr−1,1 · · · xr−1,n


で定める。x ∈ Gs(R

n)に対して、xの正規直交基底 x1, . . . , xsをとり、

~x = x1 ∧ · · · ∧ xs ∈ ∧sRn

とおき、さらに、RnをMr,n(R)の第一行目と同一視し、

J(x) = x⊕ Ix⊕ · · · ⊕ Ir−1x ∈ Grs(Mr,n(R))

~J(x) = ~x ∧ I~x ∧ · · · ∧ Ir−1~x ∈ ∧rs(Mr,n(R))

とおく。~xや ~J(x)の定義には、xの正規直交基底のとり方により±1倍の不定性があ
るが、ノルム | |の中でしか使わないので、その不定性は無視できる。1 ≤ s ≤ t ≤ n

となる自然数 s, tをとる。ある正の定数 Cs,tが存在し、Mr,n(R)内の rt次元実部
分空間 V に対して V への直交射影を PV : Mr,n(R) → V で表すと∫

Gs(Rn)

|PV
~J(x)|dµGs(Rn)(x) ≤ Cs,t

が成り立つ。r = 2のとき、ある y ∈ Gt(R
n)が存在し V = J(y)となれば、等号が

成立する。r ≥ 3のときは、等号が成立するための必要十分条件はある y ∈ Gt(R
n)

が存在し V = J(y)が成り立つことである。
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証明 sに関する数学的帰納法で証明する。s = 1とする。G1(R
n) = P n−1(R)

に注意しておく。Rn内の単位球面 Sn−1の元 xに対して、Rx ∈ P n−1(R)を対応
させる写像と、問題になっている積分の被積分関数を合成すると、Sn−1上の関数

Sn−1 → R ; x 7→ |PV
~J(x)|

を得る。Sn−1から P n−1(R)への写像は二重被覆写像になっているので、∫
Sn−1

|PV
~J(x)|dµSn−1(x) = 2

∫
P n−1(R)

|PV
~J(y)|dµP n−1(R)(y)

が成り立つ。そこで、この等式の左辺を評価することを考える。∫
Sn−1

|PV
~J(x)|dµSn−1(x)

=

∫
Sn−1

|PV x ∧ PV Ix ∧ · · · ∧ PV I
r−1x|dµSn−1(x)

≤
∫

Sn−1

|PV x||PV Ix| · · · |PV I
r−1x|dµS2n−1(x) (命題 1.3.7より).

ここで、相加平均と相乗平均に関する不等式を使うと

r−1∏
i=0

|PV I
ix| =

(r−1∏
i=0

|PV I
ix|2
)1/r

r/2

≤

(
1

r

r−1∑
i=0

|PV I
ix|2
)r/2

=

(
1

r

)r/2
(

r−1∑
i=0

|PV I
ix|2
)r/2

を得る。よって∫
Sn−1

|PV
~J(x)|dµSn−1(x) ≤

(
1

r

)r/2
∫

Sn−1

(
r−1∑
i=0

|PV I
ix|2
)r/2

dµSn−1(x).

右辺の被積分関数を評価するために、Rn上の二次形式

Bi(x, y) = 〈PV I
ix, PV I

iy〉 (x, y ∈ Rn), B =
r−1∑
i=0

Bi

を考える。
BV (z, w) = 〈PV z, PVw〉 (z, w ∈Mr,n(R))

によってMr,n(R)上の二次形式BV を定める。V の正規直交基底を延長してMr,n(R)

の正規直交基底をとることにより trBV = dimV = rtが成り立つことがわかる。
他方、Rnの正規直交基底 {ej | 1 ≤ j ≤ n}をとると

{I iej | 0 ≤ i ≤ r − 1, 1 ≤ j ≤ n}
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はMr,n(R)の正規直交基底になり、

trBV =
∑
i,j

BV (I iej, I
iej) =

∑
i,j

〈PV I
iej, PV I

iej〉 =
∑
i,j

Bi(ej, ej)

=
∑

j

B(ej, ej) = trB.

したがって trB = rtが成り立つ。Bを対角化するRnの正規直交基底 u1, . . . , unを
とり、対応するBの固有値を λiで表す。λiは V に対して定まっていることに注意
しておく。x ∈ Rnを

x =
n∑

j=1

xjuj

と分解すると、
r−1∑
i=0

|PV I
ix|2 = B(x, x) =

n∑
j=1

λjx
2
j .

したがって∫
Sn−1

|PV
~J(x)|dµSn−1(x) ≤

(
1

r

)r/2
∫

Sn−1

(
n∑

j=1

λjx
2
j

)r/2

dµSn−1(x)

を得る。ここで
n∑

j=1

λj = trB = rt

で、Biの各固有値は 1以下になるので、0 ≤ λj ≤ rが成り立つ。

F (λ1, . . . , λn) =

(
1

r

)r/2
∫

Sn−1

(
n∑

j=1

λjx
2
j

)r/2

dµSn−1(x)

とおいて、

0 ≤ λj ≤ r,
n∑

j=1

λj = rt

という条件のもとで、F の最大値を考える。
r = 2のときは、

F (λ1, . . . , λn) =
1

2

∫
Sn−1

n∑
j=1

λjx
2
jdµSn−1(x) =

1

2

n∑
j=1

λj

∫
Sn−1

x2
jdµSn−1(x)

=
1

2

n∑
j=1

λj

∫
Sn−1

x2
1dµSn−1(x) =

1

2
rt

∫
Sn−1

x2
1dµSn−1(x).
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ただし Sn−1上の測度の不変性より三番目の等式は成り立つことがわかる。これよ
り、F は一定値をとる。ある y ∈ Gt(R

n)が存在し V = J(y)となっているとき、∫
Sn−1

|PV
~J(x)|dµSn−1(x)

を評価した二つの不等式の等号が成立し、∫
Sn−1

|PV
~J(x)|dµSn−1(x)

の最大値を与える。
r ≥ 3のときを考える。

∂F

∂λk

=

(
1

r

)r/2
∫

Sn−1

r

2

(
n∑

j=1

λjx
2
j

)(r−2)/2

x2
kdµSn−1(x)

∂2F

∂λ2
k

=

(
1

r

)r/2
∫

Sn−1

r(r − 2)

4

(
n∑

j=1

λjx
2
j

)(r−4)/2

x4
kdµSn−1(x) > 0

となるので、F は凸関数になり、t個の λjが rで他の λkが 0になる点で F は最大
値をとる。それらの点は n個から t個をとる組み合せの数だけあるが、それらの点
における F の値は Sn−1上の測度の不変性よりすべて等しいことに注意しておく。
F が最大値をとるとき、Bは t個の固有値 rを持ち、他の固有値はすべて 0にな
る。よって各Biも t個の固有値 1を持ち、他の固有値はすべて 0になる。さらに
各Biの固有ベクトルはすべて等しくなり、すべてのBiは等しくなる。このとき、
Biの定め方より、ある y ∈ Gt(R

n)が存在し V = J(y)が成り立つ。逆に V がこの

形になっているとき、
∫

Sn−1

|PV
~J(x)|dµSn−1(x) を評価した二つの不等式の等号が

成立し、
∫

Sn−1

|PV
~J(x)|dµSn−1(x) の最大値を与える。

以上で、s = 1の場合には、ある正の定数C1,tが存在し、∫
G1(Rn)

|PV
~J(x)|dµG1(Rn)(x) ≤ C1,t

が成り立つ。さらに、等号が成立するための必要十分条件はある y ∈ Gt(R
n)が存

在し V = J(y)が成り立つことである。
s− 1の場合に補題の不等式と等号成立条件が成り立っていると仮定して、sの

場合を証明する。

V1,s−1(R
n) = {(x, y) ∈ G1(R

n) ×Gs−1(R
n) | x ⊥ y}

とおく。V1,s−1(R
n)は等質空間として、V1,s−1(R

n) = SO(n)/S(O(1)×O(s− 1)×
O(n− s)) と表せるので、定義 2.5.1で定めたSO(n)の左不変Riemann計量から誘
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導されたRiemann計量を持つ。V1,s−1(R
n)の元 (x, y)に対して、x⊕y ∈ Gs(R

n)を
対応させる写像と、問題になっている積分の被積分関数を合成すると、V1,s−1(R

n)

上の関数
V1,s−1(R

n) → R ; (x, y) 7→ |PV
~J(x⊕ y)|

を得る。さらに正の定数Cが存在し、∫
V1,s−1(Rn)

|PV
~J(x⊕ y)|dµV1,s−1(Rn)(x, y) = C

∫
Gs(Rn)

|PV
~J(z)|dµGs(Rn)(z)

が成り立つ。そこで、この等式の左辺を評価する。写像

V1,s−1(R
n) → Gs−1(R

n) ; (x, y) 7→ y

を考える。y ∈ Gs−1(R
n)に対して、yの逆像はG1(y

⊥) × {y}となり、PV J(y)の
V における直交補空間を (PV J(y))⊥で表す。すると、

|PV
~J(x⊕ y)| = |PV ((~x ∧ ~y) ∧ I(~x ∧ ~y) ∧ · · · ∧ Ir−1(~x ∧ ~y))|

= |PV
~J(x) ∧ PV

~J(y)|
= |P(PV J(y))⊥

~J(x)||PV
~J(y)|

が成り立つ。このとき、∫
V1,s−1(Rn)

|PV
~J(x⊕ y)|dµV1,s−1(Rn)(x, y)

=

∫
Gs−1(Rn)

|PV
~J(y)|

(∫
G1(y⊥)

|P(PV J(y))⊥
~J(x)|dµG1(y⊥)(x)

)
dµGs−1(Rn)(y)

が成り立つ。さらに、
(PV J(y))⊥ = V ∩ J(y)⊥

が成り立つことを示しておく。v ∈ V ∩J(y)⊥とすると、任意のu ∈ J(y)に対して、

〈v, PV u〉 = 〈v, u〉 = 0

となるので、v ∈ (PV J(y))⊥。逆に v ∈ (PV J(y))⊥とすると、任意の u ∈ J(y)に
対して、

〈v, u〉 = 〈v, PV u〉 = 0

となるので、v ∈ V ∩ J(y)⊥。したがって、

(PV J(y))⊥ = V ∩ J(y)⊥

が成り立つ。
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ほとんどすべての y ∈ Gs−1(R
n)に対して、dim(PV J(y))⊥ = r(t− s+ 1)である

ことに注意すると、先に得た結果より、正の定数C ′が存在し∫
G1(y⊥)

|P(PV J(y))⊥
~J(x)|dµG1(y⊥)(x) ≤ C ′

が成り立つ。この等号が成立するためには、ある u ∈ Gt−r+1(R
n) が存在して

(PV J(y))⊥ = J(u)が成り立つことが必要十分である。よって∫
Gs(Rn)

|PV
~J(z)|dµGs(Rn)(z) ≤

C ′

C

∫
Gs−1(Rn)

|PV
~J(y)|dµGs−1(Rn)(y)

得る。この右辺は帰納法の仮定より評価されているので、Cs,s = C ′Cs−1,t/Cとお
くと ∫

Gs(Rn)

|PV
~J(z)|dµGs(Rn)(z) ≤ Cs,t

が成り立ち、等号が成立するためには、ある v ∈ Gt(R
n)が存在し V = J(v)が成

り立つことである。以上で補題 3.6.3が証明された。

定理の証明の続き 補題 3.6.3を使って、σs(V )を評価する。

σs(V ) =

∫
K

σ(Mr,n−s(R), k−1V )dµK(k)

=

∫
K

σ(kMr,n−s(R), V )dµK(k).

Mr,n−s(R) = J(Rn−s)だから、k ∈ Kに対して k = k1k2 (k1 ∈ O(r), k2 ∈ O(n))と
おくと、kMr,n−s(R) = J(k2R

n−s)となる。そこで、

K0 = {k ∈ K | kMr,n−s(R) = Mr,n−s(R)}

とおくと、K/K0 = Gn−s(R
n)とみなすことができる。さらに、∫

K

σ(kMr,n−s(R), V )dµK(k) = vol(K0)

∫
Gn−s(Rn)

σ(J(x), V )dµGn−s(Rn)(x)

となり、
σ(J(x), V ) = |PV ⊥ ~J(x)|

となるので、

σs(V ) = vol(K0)

∫
Gn−s(Rn)

|PV ⊥ ~J(x)|dµGn−s(Rn)(x).

この右辺は補題 3.6.3より、Cn−s,n−sで上から評価される。等号成立の必要十分条
件はある y ∈ Gn−s(R

n)が存在し V ⊥ = J(y)が成り立つことであり、これは、あ
る z ∈ Gs(R

n)が存在し V = J(z)が成り立つことと同値である。したがって

σs(V ) ≤ vol(K0)Cn−s,n−s
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が成り立ち、等号が成立するためには、ある z ∈ Gs(R
n)が存在し V = J(z)が成

り立つことである。
C = vol(K0)Cn−s,n−s とおいて、上の不等式を Poincaréの公式に適用すると、

Gr(R
r+n)内の rs次元部分多様体N に対して、∫

SO(r+n)

](gGr(R
r+n−s) ∩N)dµSO(r+n)(g) ≤ Cvol(Gr(R

r+n−s))vol(N)

を得る。等号が成立するためには、Nのすべての接ベクトル空間が補題 3.6.3の等
号成立条件を満たすことである。
N = Gr(R

r+s)の場合を考えると、次の補題 3.6.4で示すように、ほとんどすべ
ての g ∈ SO(r+n)に対して ](gGr(R

r+n−s)∩Gr(R
r+s)) = 1が成り立ち、さらに、

上で示した不等式の等号が成り立つので、

C =
vol(SO(r + n))

vol(Gr(Rr+n−s))vol(Gr(Rr+s))

となり、不等式∫
SO(r+n)

](gGr(R
r+n−s) ∩N)dµSO(r+n)(g) ≤

vol(SO(r + n))

vol(Gr(Rr+s))
vol(N)

を得る。
Gr(R

r+s)が代表するHrs(Gr(R
r+n);Z2)の元の中に含まれるコンパクト部分多

様体N をとると、次に示す補題 3.6.4より、ほとんどすべての g ∈ SO(r+ n)に対
して

](gGr(R
r+n−s) ∩N) ≡ 1 (mod2)

となるので、](gGr(R
r+n−s) ∩N) ≥ 1が成り立つ。そこで上で示した不等式を適

用すると

vol(SO(r + n)) ≤
∫

SO(r+n)

](gGr(R
r+n−s) ∩N)dµSO(r+n)(g)

≤ vol(SO(r + n))

vol(Gr(Rr+s))
vol(N).

したがって
vol(Gr(R

r+s)) ≤ vol(N)

となり、Gr(R
r+s)は体積最小になる。等号が成り立つための必要十分条件は、N

のすべての接ベクトル空間が補題 3.6.3の等号成立条件を満たし、かつ、ほとんど
すべての g ∈ SO(r+n)に対して ](gGr(R

r+n−s)∩N) = 1が成り立つことである。
次に示す補題 3.6.4と補題 3.6.5より、このような部分多様体はGr(R

r+s)と等長変
換で写りあうものに限られる。
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補題 3.6.4 ほとんどすべてのg ∈ SO(r+n)に対して ](gGr(R
r+n−s)∩Gr(R

r+s)) =

1が成り立つ。

証明 g ∈ SO(r + n)に対して gGr(R
r+n−s) = Gr(gR

r+n−s)となる。また、ほ
とんどすべての g ∈ SO(r + n)に対して

dim(gRr+n−s ∩ Rr+s) = r

が成り立つ。このとき、gRr+n−s ∩ Rr+s ∈ Gr(R
r+n) とみると

gGr(R
r+n−s) ∩Gr(R

r+s) = {gRr+n−s ∩ Rr+s}

となり、](gGr(R
r+n−s) ∩Gr(R

r+s)) = 1が成り立つ。

補題 3.6.5 (Gluck-Morgan-Ziller[6]) 接ベクトル空間が補題 3.6.3の等号成立
条件を満たす部分多様体は全測地的になる。特に、その部分多様体がコンパクト
ならば、Gr(R

r+s)と等長変換で写りあう。

次の定理 3.6.6と定理 3.6.7は、定理 3.6.2の証明と同様の方針で証明することが
できる。

定理 3.6.6 (Lê Hông Vân[12]) Gr(C
r+n)内の実2rs次元部分多様体Nに対して∫

SU(r+n)

](gGr(C
r+n−s) ∩N)dµSU(r+n)(g) ≤

vol(SU(r + n))

vol(Gr(Cr+s))
vol(N)

が成り立つ。特に、Gr(C
r+s)が代表するH2rs(Gr(C

r+n);Z2)の元の中でGr(C
r+s)

は体積最小になる。

定理 3.6.7 (Lê Hông Vân[12]) Gr(H
r+n)内の実4rs次元部分多様体Nに対して∫

Sp(r+n)

](gGr(H
r+n−s) ∩N)dµSp(r+n)(g) ≤

vol(Sp(r + n))

vol(Gr(Hr+s))
vol(N)

が成り立つ。特に、Gr(H
r+s)が代表するH4rs(Gr(H

r+n);Z2)の元の中でGr(H
r+s)

は体積最小になる。
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