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はしがき i

はしがき
2010年度から始めた連続講義「対称空間入門」の第 3回目にして最終回でもあ

る今回の講義では、コンパクト型Hermite対称空間とそれらを含む対称R空間を
導入し、これらの基本的性質について解説します。前回までRiemann対称空間を
扱っていましたが、今回は正則等長的な点対称を持つHermite対称空間について
特に詳しく説明します。コンパクト型Hermite対称空間と対称R空間はRiemann

対称空間の中でも特によい性質を持つクラスです。コンパクト型Hermite対称空
間の実形は対称R空間になり、逆に対称R空間はあるコンパクト型Hermite対称
空間の実形になるという結果は、これらの対称空間の間の密接な関係を示してい
ます。さらにこの結果はコンパクト型Hermite対称空間の実形の交叉を調べると
きに重要な役割を演じます。
次に対称空間の極地と対蹠集合に関する解説をします。極地とはRiemann対称

空間の点対称の不動点集合の連結成分のことで、Chen-Nagano [2]が導入した基本
的な全測地的部分多様体です。各係数体の射影空間内の射影超平面は極地の例に
なっています。極地と対蹠集合はRiemann対称空間の点対称から定まる概念です
ので、すべてのRiemann対称空間に対して考えることができますが、コンパクト
型Hermite対称空間と対称R空間の極地と対蹠集合は特に顕著な性質を持ってい
ます。コンパクト型Hermite対称空間と対称R空間は Lie環に部分多様体として
埋め込むことができ、点対称で固定される点とLie環の元として可換である点が対
応します。このことから極大可換部分空間との交叉が大対蹠集合になることがわ
かり、極大可換部分空間の共役性から大対蹠集合の共役性が従います。これらに関
する準備の後、コンパクト型Hermite対称空間の実形の交叉に関する研究 [11]と
田中真紀子さんとの共同研究 [9]、[10]の結果を紹介します。コンパクト型Hermite

対称空間の二つの実形が横断的に交わるとき、その交叉は対蹠集合であるという結
果を示すと、極地を使って交叉の詳しい性質を調べることが可能になります。特に
既約コンパクト型Hermite対称空間の二つの実形の交点数を完全に決定できます。
二つの実形の交叉は対蹠集合であるというこの講義ノートで述べた結果は、二つ

の実形に関する Floerホモロジーの決定や交点数の評価と積分公式から Lagrange

部分多様体の体積の評価を導くという入江博さん、酒井高司さんとの共同研究 [4]

に応用できました。この実形の交叉の対蹠性の拡張とその応用については現在も
共同研究が進展中です。今後のこの方面の研究の進展にこの講義ノートが役に立
てばと願っています。
連続講義の第 3回目を可能にしていただいた大仁田義裕さんと橋本要さん、講

義を聞いていただいた方々、特に遠方から講義に出席された方々、講義ノートの
不備や修正案を講義の際に示していただいた入江博さん、井川治さん、酒井高司
さん、この講義ノートのもとになっている共同研究を推し進めていただいた田中
真紀子さんに感謝しています。

2012年 3月 11日



ii 講義概要

講義概要
Riemann対称空間の中でも特によい性質を持つものに対称R空間とコンパクト

型Hermite対称空間があります。これらの定義と基本的性質、対称R空間とコンパ
クト型Hermite対称空間の間の対応などについて解説します。次にChen-Nagano

の導入した極地の基本的部分を説明します。これらを利用して対称R空間とコン
パクト型Hermite対称空間の対蹠集合の基本的性質を導きます。
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第5章 対称R空間

Riemann対称空間の中でも特によい性質を持つ対称R空間についてこの章で解
説する。コンパクト型Hermite対称空間はさらに特別な対称R空間であるが、そ
れだけではなく対称R空間全体とも密接な関係がある。

5.1 Hermite対称空間
定義 5.1.1 M をHermite多様体とする。任意の x ∈ M に対してM の対合的正則
等長変換 sxが存在して、xは sxの孤立不動点になるとき、M をHermite対称空
間と呼ぶ。

定義よりHermite対称空間はRiemann対称空間になる。

命題 5.1.2 Hermite対称空間M の正則等長変換全体の単位連結成分をGで表す。
GはM に推移的に作用し、o ∈ M をとりK = {k ∈ G | ko = o}と定めると、
(G,K)はMを定めるRiemann対称対になる。さらに、MはKähler多様体になる。

Riemann対称対から Riemann対称空間を定める [12]の定理 2.1.5に対応する
Hermite対称空間に関する結果は次の命題である。

命題 5.1.3 [12]の定理 2.1.6の設定に加えて原点 oの接ベクトル空間の直交変換 Jo

が存在して、J2
o = −1を満たし、JoはAd(K)の各元の作用と可換になると仮定す

る。このとき、Joは一意的にG/K上のG不変概複素構造 J に拡張できる。さら
に J は積分可能であり、G/KはHermite対称空間になる。

定理 5.1.4 Hermite対称空間M の正則等長変換全体の単位連結成分Gが半単純
になると仮定する。o ∈ M をとる。K = {k ∈ G | ko = o}とおき、Kに対応する
Lie環を kで表す。このとき、Mの oにおける概複素構造 Joは {adT | T ∈ k} の中
心に含まれ、点対称 soはKの中心の単位連結成分に含まれる。

上記の結果より、正則等長変換群の単位連結成分が半単純である場合、Hermite

対称空間の概複素構造を見つけだすためにはイソトロピー部分群の Lie環の中心
を調べればよい。
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例 5.1.5 コンパクト型対称対 (SU(r + n), S(U(r) × U(n)))は複素Grassmann多
様体Gr(Cr+n)を定める。イソトロピー部分群

S(U(r) × U(n)) =

{[
A 0

0 B

] ∣∣∣∣∣A ∈ U(r), B ∈ U(n), det A det B = 1

}
の Lie環

s(u(r) × u(n)) =

{[
X 0

0 Y

] ∣∣∣∣∣ X ∈ u(r), Y ∈ u(n), trX + trY = 0

}
の中心 z(k)は

z(k) =

{[
it
r
1r 0

0 − it
n
1n

] ∣∣∣∣∣ t ∈ R

}
.

対称対による Lie環の分解を

su(r + n) = s(u(r) × u(n)) + m

と表すと

m =

{[
0 X

−X∗ 0

] ∣∣∣∣∣ X ∈ Mr,n(C)

}
が成り立つ。ad(z(k))のmへの作用は[[

it
r
1r 0

0 − it
n
1n

]
,

[
0 X

−X∗ 0

]]
=

[
0 i(r+n)t

rn
X

−( i(r+n)t
rn

X)∗ 0

]
となる。mをMr,n(C)と同一視すると、上記の z(k)の元の作用は i(r +n)t/rn倍に
なる。そこで t = rn/(r + n)とおくと、その作用は i倍になる。これらの計算から

J =

[
in

r+n
1r 0

0 − ir
r+n

1n

]
∈ z(k)

とおくと
(adJ)X = iX, (adJ)2X = −X (X ∈ m)

が成り立つ。さらに、adJのmへの作用は、[12]の1.4 Grassmann多様体で定めたm

上の内積に関して等長的になることがわかる。したがって、adJは複素Grassmann

多様体Gr(Cr+n)の概複素構造を定め、これによってGr(Cr+n)はHermite対称空
間になることがわかる。

r = 1の場合はG1(C1+n)は n次元複素射影空間CP nになる。CP nの元はC1+n

内の複素 1次元部分空間だから、生成ベクトル z = (z1, . . . , zn+1) 6= 0で表すこ
とができる。z, w ∈ C1+n − {0}が CP nの同じ元を定めるための必要十分条件は
Cz = Cwである。これより zの成分に関する同次多項式 f(z)からCP nの部分集
合 {Cz ∈ CP n | f(z) = 0}が定まる。たとえば、{Cz ∈ CP n | zn+1 = 0}はCP n−1

とHermite多様体として同型になる。
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例 5.1.6 r +n次元実ベクトル空間Rr+n内の r次元有向部分空間全体を G̃r(Rr+n)

で表す。G̃r(Rr+n)を有向実Grassmann多様体と呼ぶ。有向部分空間に対して向
きを考えない部分空間を対応させることで、G̃r(Rr+n)からGr(Rr+n)への二重被
覆写像が定まる。これによって、G̃r(Rr+n)にも rn次元多様体構造が定まる。

SO(r +n)は G̃r(Rr+n)に推移的に作用する。Rrに標準的な向きを定めた有向部
分空間を oで表す。

{k ∈ SO(r + n) | ko = o} = SO(r) × SO(n)

が成り立つことがわかる。これらによって、G̃r(Rr+n)はSO(r+n)/SO(r)×SO(n)

と微分同型になる。さらに、Gr(Rr+n)の場合と同様に G̃r(Rr+n)にRiemann計量
を定めRiemann対称空間になることもわかる。
有向実Grassmann多様体 G̃r(Rr+n)は外積

∧r Rr+nへの自然な埋め込みを持つ。
x ∈ G̃r(Rr+n)に対して、xの正の向きの正規直交基底 x1, . . . , xrをとる。xに x1 ∧
· · · ∧xr ∈

∧r Rr+n を対応させることで G̃r(Rr+n)から
∧r Rr+nへの写像が定まる。

この写像の像{
x1 ∧ · · · ∧ xr ∈

r∧
Rr+n

∣∣∣∣∣ x1, . . . , xr はRr+n内の正規直交系

}

はEuclid空間
∧r Rr+nの部分多様体だから、G̃r(Rr+n)と同一視すると便利なこと

がある。
r = 2の場合、イソトロピー部分群 SO(2) × SO(n)の Lie環 o(2) × o(n)の中心

z(k)は
z(k) = o(2) × {0}.

Riemann対称対による Lie環の分解を

o(2 + n) = o(2) × o(n) + m

と表すと

m =

{[
0 X

−X∗ 0

] ∣∣∣∣∣ X ∈ M2,n(R)

}
.

そこで

A =

 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ∈ z(k)

とおくと
(adA)2X = −X (X ∈ m)

が成り立つ。さらに、adAのmへの作用は、[12]の 1.4 Grassmann多様体で定め
たm上の内積に関して等長的になることがわかる。したがって、adAは G̃2(R2+n)
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の概複素構造を定め、これによって G̃2(R2+n)はHermite対称空間になることがわ
かる。

v ∈ G̃2(R2+n)に対して、vの正の向きの正規直交基底 x, yをとる。z = x + iy ∈
C2+nとおく。vにCz ∈ CP 1+nを対応させることで G̃2(R2+n)からCP 1+nへの写
像が定まる。この写像の像は

{C(x + iy) ∈ CP 1+n | x, y はR2+n内の正規直交系 }

となる。他方

2+n∑
a=1

z2
a =

2+n∑
a=1

(xa + iya)
2 =

2+n∑
a=1

(x2
a − y2

a + 2ixaya) = 0

となるので、上記の写像の像は複素射影空間CP 1+n内の複素二次超曲面

Qn(C) = {Cz ∈ CP 1+n | z2
1 + · · · + z2

2+n = 0}

に含まれる。さらに、これらは一致することもわかる。そこで、これらを同一視
して G̃2(R2+n)も複素二次超曲面と呼ぶ。

例 5.1.7 実線形同型写像 σ : H → Hを

σ(x0 + x1i + x2j + x3k) = x0 + x1i − x2j − x3k (x0, x1, x2, x3 ∈ R)

によって定める。すると

iqi−1 = σ(q) (q ∈ H)

が成り立つ。四元数行列の各成分に σを作用させることにより、σの四元数行列へ
の作用を定める。I = i1nとおくと

IXI−1 = σ(X) (X ∈ Mn(H))

が成り立つ。これより σを Sp(n)に制限すると Sp(n)の対合的自己同型写像にな
る。これも σで表す。F (σ, Sp(n)) = U(n)となり、(Sp(n), U(n))はコンパクト型
Riemann対称対になる。σの誘導するLie環 sp(n)の対合的自己同型写像も σに一
致する。これの±1固有空間分解は

sp(n) = u(n) + m, m = {X ∈ sp(n) | X ∈ Mn(Rj + Rk)}

である。X ∈ mに対して IX = σ(X)I = −XIとなる。そこで J = I/2 ∈ u(n)と
おくと

(adJ)X =
1

2
(IX − XI) = IX, (adI)2X = I2X = −X.

これより Sp(n)/U(n)はコンパクト型Hermite対称空間であることがわかる。



5.2. コンパクト型Hermite対称空間 5

補題 5.1.8 M を Hermite対称空間とする。このとき、M の等長変換全体の単位
連結成分G′が半単純になることとM の正則等長変換全体の単位連結成分Gが半
単純になることは同値になる。さらにこの場合はG = G′が成り立つ。

補題 5.1.8より、Riemann対称空間のコンパクト型と非コンパクト型の定義 ([12]

の定義 4.3.1)をそのままHermite対称空間に対しても利用できる。

定理 5.1.9 コンパクト型Hermite対称空間は単連結になる。

単連結コンパクト型対称空間の既約対称空間のRiemann積への分解に関する定
理 ([12]の定理 4.3.7)に対応するコンパクト型Hermite対称空間の分解は次のよう
になる。非コンパクト型Hermite対称空間の場合も同様である。

命題 5.1.10 コンパクト型Hermite対称空間に対する [12]の定理 4.3.7の分解の各
因子はコンパクト型既約Hermite対称空間になる。非コンパクト型Hermite対称
空間に対する [12]の定理 4.3.7の分解の各因子は非コンパクト型既約Hermite対称
空間になる。

定義 5.1.11 MをHermite多様体とする。Mの 0ではない接ベクトルXに対して
Xの張る複素 1次元部分空間は実 2次元部分空間になりその断面曲率をXの正則
断面曲率と呼ぶ。

定理 5.1.12 コンパクト型 Hermite対称空間の正則断面曲率は正になる。非コン
パクト型Hermite対称空間の正則断面曲率は負になる。

定義 5.1.13 DをCnの有界領域とする。任意の x ∈ Dに対してDの対合的正則
同型 sxが存在して、xは sxの孤立不動点になるとき、Dを有界対称領域と呼ぶ。

定理 5.1.14 有界対称領域にはあるHermite計量が存在して、非コンパクト型Her-

mite対称空間になる。逆に非コンパクト型Hermite対称空間に対して、それと正
則同型になる有界対称領域が存在する。

5.2 コンパクト型Hermite対称空間
定理 5.2.1 gをコンパクト半単純 Lie環とし、G = Int(g)とする。gにG不変内
積 〈 , 〉を定める。J ∈ g, J 6= 0を (adJ)3 = −adJ を満たす元とする。このとき、
J を通るG軌道M = G · J はコンパクト型Hermite対称空間になる。逆にコンパ
クト型Hermite対称空間はこのように表現される。
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証明の概略 K = {k ∈ G | kJ = J}とすると、M はG/Kと微分同型であり、
Kの Lie環 kは

k = {X ∈ g | [J,X] = 0} = ker(adJ)

が成り立つ。特に J ∈ kである。〈 , 〉に関する kの直交補空間をmとすると

m = {[J,X] | X ∈ g} = im(adJ)

が成り立つ。(adJ)3 = −adJより σ = eπadJ とおくと、σは gの対合的自己同型に
なる。このとき、kは σの固有値 1に対する固有空間であり、mは σの固有値−1

に対する固有空間である。σの誘導するGの対合的自己同型も σで表すことにす
ると、これによって (G,K)はRiemann対称対になる。さらにmは adJ 不変にな
り、(adJ |m)2 = −1が成り立つ。adJ |mはmの等長線形変換になることもわかる。
したがって、M = G/Kはコンパクト型Hermite対称空間になる。
逆に、Mをコンパクト型Hermite対称空間とする。Mの等長変換全体の単位連

結成分Gの Lie環を gとする。M の複素構造を定める gの元 Jは (adJ)3 = −adJ

を満たし、M はAd(G)J と微分同型になることがわかる。

定理 5.2.1よりコンパクト型Hermite対称空間の随伴軌道表示の複素等質空間に
よる表示を得る。そのために岩澤分解を準備する。

g0を実半単純 Lie環とし、g0 = k0 + p0をそのCartan分解とする。p0内の極大
可換部分空間 aをとり、aを含む g0の極大可換部分環 h0をとる。hC

0 は複素半単純
Lie環 gC

0 の Cartan部分環になり、[12]の定理 3.2.5の hRは hR =
√
−1k0 ∩ h0 + a

で与えられる。hRの部分空間 aの基底を先に並べることにより、(hR)∗に辞書式順
序を入れる。gC

0 の hC
0 に関するルート系を∆で表す。α ∈ ∆のルート空間を gαで

表す。辞書式順序により∆+ = {α ∈ ∆ | α > 0} を定めることができる。

P+ = {α ∈ ∆+ | α|a 6= 0}

によって P+を定め、

n =
∑
α∈P+

gα, n0 = g0 ∩ n, s0 = a + n0

とおく。すると、nは gC
0 の羃零 Lie部分環、n0は g0の羃零 Lie部分環、s0は g0の

可解 Lie部分環になる。

定理 5.2.2 (岩澤分解) 上記設定のもとで、g0 = k0 + a + n0 は直和になる。これ
を g0の岩澤分解と呼ぶ。(G,K)を (g0, k0)に対応するRiemann対称対とし、a, n0

に対応するGの連結 Lie部分群をそれぞれA,N とする。このとき

K × A × N → G ; (k, a, n) 7→ kan

は微分同型写像になる。これをGの岩澤分解と呼ぶ。
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上記設定のもとで、

u = k0 +
√
−1p0, a∗ = k0 ∩ h0 +

√
−1a, n+ =

∑
α∈∆+

gα

とおくと、uは gC
0 のコンパクト実形、a∗は uの極大可換部分環、n+は gC

0 の羃零
Lie部分環になる。

定理 5.2.3 (岩澤分解) 上記設定のもとで、gC
0 を実 Lie環とみなしたとき gC

0 =

u + a∗ + n+ は gC
0 の岩澤分解になる。GCをGの複素化とする。u, a∗, n+に対応す

るGCの連結 Lie部分群をそれぞれ U,A∗, N+とする。このとき

U × A∗ × N+ → GC ; (u, a, n) 7→ uan

はGC実 Lie群とみなしたときの岩澤分解になる。

注意 5.2.4 連結実半単純 Lie群Gの複素化がつねに存在するとはかぎらないが、
Int(g0)の複素化は存在することがわかる。

定理 5.2.1はコンパクト半単純 Lie環の特別な条件を満たす元の随伴軌道がコン
パクト型Hermite対称空間になることを示している。次の命題は、コンパクト半
単純Lie環の任意の元の随伴軌道は複素等質空間になることを示している。コンパ
クト半単純Lie環の元の随伴軌道は複素旗多様体と呼ばれていて、重要な複素等質
空間の例を与えている。

命題 5.2.5 uをコンパクト半単純 Lie環とし、U = Int(u)とする。任意の 0では
ない元X ∈ uに対してその随伴軌道 U · Xは複素等質空間の構造を持つ。

証明の概略 コンパクト半単純 Lie環はあるコンパクト型Riemann対称空間の
等長変換全体のなすLie群のLie環になり、対応する双対非コンパクト型Riemann

対称空間に上記設定を適用できる。極大トーラスの共役性 ([12]の定理 2.2.4と 2.3

節)よりH ∈ U · X ∩ a∗をとることができ、

UH = {u ∈ U | u · H = H}

とおくと U · X ∼= U/UH が成り立つ。UH に対応する Lie環 uH は

uH = {Z ∈ u | [H,Z] = 0}

となり、
uH + a∗ + n+ = hC

0 +
∑
α∈∆

α(H)=0

gα +
∑

α∈∆+

α(H) 6=0

gα

はuC = gC
0 の連結複素Lie部分環になることがわかる。これより、UHA∗N+はUC =

Int(uC) = Int(gC
0 )の複素Lie部分群になる。さらに、U/UH

∼= UA∗N+/UHA∗N+ =

UC/UHA∗N+ が成り立つので、U/UH は複素等質空間になる。
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例 5.2.6 su(r+n)の複素化はsl(r+n, C)になる。[12]の例3.2.4で定めたsl(r+n, C)

のCartan部分環 hは例 5.1.5で定めた Jを含む。例 3.2.4で定めたルートに関して

{α ∈ ∆ | α(J) = 0} = {αi,j | 1 ≤ i 6= j ≤ r} ∪ {αi,j | r + 1 ≤ i 6= j ≤ r + n}.

i < jのとき αi,j > 0となるように辞書式順序を導入しておくと、

{α ∈ ∆+ | α(J) 6= 0} = {αi,j | 1 ≤ i ≤ r, r + 1 ≤ j ≤ r + n}

となる。命題 5.2.5の証明の概略中に定めた sl(r + n, C)内の複素Lie部分環を pで
表すと

p =

{[
X Y

0 Z

] ∣∣∣∣∣ X ∈ Mr(C), Y ∈ M(r, n; C), Z ∈ Mn(C)

trX + trZ = 0

}
.

SL(r + n, C)内の対応する複素 Lie部分群を P で表すと

P =

{[
X Y

0 Z

] ∣∣∣∣∣ X ∈ Mr(C), Y ∈ M(r, n; C), Z ∈ Mn(C)

det X det Z = 1

}

が成り立つ。したがって、次の同型を得る。

Gr(Cr+n) ∼= SU(r + n)/S(U(r) × U(n)) ∼= SL(r + n, C)/P.

この同型は次のように考えても得られる。[12]の1.4節では、SU(r+n)はGr(Cr+n)

に推移的に作用し Cr を固定する部分群が S(U(r) × U(n))になることを示して
Gr(Cr+n) ∼= SU(r + n)/S(U(r)×U(n))が成り立つことがわかった。SL(r + n, C)

もGr(Cr+n)に推移的に作用する。

{g ∈ SL(r + n, C) | gCr = Cr} = P

がわかり、これよりGr(Cr+n) ∼= SL(r + n, C)/P が成り立つ。

5.3 対称R空間
この節では対称R空間の定義と基本的性質、コンパクト型Hermite対称空間との

関係について解説する。その前にHermite多様体の実形について準備をしておく。

補題 5.3.1 Riemann多様体の等長変換の不動点集合の連結成分は全測地的部分多
様体になる。

定義 5.3.2 Kähler多様体の対合的反正則等長変換の不動点集合が空ではないとき、
実形と呼ぶ。Kähler多様体内の実次元が半分の実部分多様体へのKähler形式の引
き戻しが消えるとき、その実部分多様体をLagrange部分多様体と呼ぶ。
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補題 5.3.1より、実形の各連結成分は全測地的 Lagrange部分多様体になること
がわかる。

例 5.3.3 実Grassmann多様体Gr(Rr+n)の元を複素化することにより複素Grass-

mann多様体Gr(Cr+n)の元が対応する。この対応によりGr(Rr+n)はGr(Cr+n)の
全測地的部分多様体になることがわかる。Gr(Cr+n)の元W にその複素共役

W̄ = {w̄ | w ∈ W}

を対応させる写像はGr(Cr+n)の対合的反正則等長変換になり、その不動点集合は
Gr(Rr+n)に一致する。したがって、Gr(Rr+n)はGr(Cr+n)の実形である。

定義 5.3.4 連結Riemann多様体M の等長変換全体のなす Lie群の単位連結成分
の元で写り合う部分集合を合同という。

例 5.3.5 複素二次超曲面Qn(C) ⊂ CP n+1の対合的反正則等長変換 τk (0 ≤ k ≤ n)

を
τk(Cz) = C(z̄1, . . . , z̄k+1,−z̄k+2, . . . ,−z̄2+n) (Cz ∈ Qn(C))

によって定める。対応する G̃2(R2+n)の写像も同じ記号 τkで表すことにすると、正
規直交系 x, y ∈ R2+nに対して、

τk(x ∧ y) =



x1

...

xk+1

−xk+2

...

−x2+n


∧



−y1

...

−yk+1

yk+2

...

y2+n


となる。Qn(C) = G̃2(R2+n)を G̃2(R2+n) ⊂

∧2 R2+nとみなして、部分多様体Sk,n−k

を
Sk,n−k = Sk(Re1 + · · · + Rek+1) ∧ Sn−k(Rek+2 + · · · + Ren+2)

によって定める。上の τkの表示より

F (τk, G̃2(R2+n)) = Sk,n−k

が成り立つことがわかり、Sk,n−kはQn(C)の実形になる。Sk,n−kは Sk × Sn−k/Z2

と等長的である。Sk,n−kと Sn−k,kは合同になることがわかる。さらにQn(C)の任
意の実形は Sk,n−k (0 ≤ k ≤ [n/2])のいずれかと合同になることが知られている。

命題 5.3.6 (T.[11]とTanaka-T.[10]) MをコンパクトKähler多様体とし、正則
断面曲率は正と仮定する。このとき、Mの全測地的コンパクトLagrange部分多様
体 L1, L2に対して、L1 ∩ L2 6= ∅が成り立つ。特にM の実形は連結になる。
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証明 L1 ∩ L2 = ∅と仮定して矛盾を導く。L1とL2を最短測地線 c(s) (0 ≤ s ≤
d(L1, L2))で結ぶ。M はKähler多様体だから、複素構造 Jは平行になる。速度ベ
クトル c′(s)は c(s)に沿って平行になり、Jc′(s)は c(s)に沿った平行法ベクトル場
になる。c(s)の最短性から c′(s)は端点でそれぞれ L1と L2に直交する。L1, L2が
Lagrange部分多様体であることから、法ベクトル場 Jc′(s)は端点でそれぞれ L1

と L2に接する。Jc′(s)の生成する c(s)の変分曲線族 ct(s) = Expc(s)(tJc′(s))は、
L1, L2が全測地的部分多様体であることから、L1, L2を結ぶ曲線族になる。この曲
線族の長さに関する第一変分は 0になり、M の正則断面曲率が正であるという仮
定から、第二変分は

d2L(ct)

dt2

∣∣∣∣
t=0

=

∫ d(L1,L2)

0

{
〈∇∂/∂sJc′(s),∇∂/∂sJc′(s)〉 − 〈R(Jc′(s), c′(s))c′(s), Jc′(s)〉

}
ds

= −
∫ d(L1,L2)

0

〈R(Jc′(s), c′(s))c′(s), Jc′(s)〉ds < 0.

これは c(s)の最短性に反する。したがって、L1 ∩ L2 6= ∅が成り立つ。
M の対合的反正則等長変換の不動点集合の各連結成分は全測地的コンパクト

Lagrange部分多様体になる。連結成分がもし二つ以上あると上で示したことより、
それらは交わりを持つことになり矛盾する。したがって、連結成分は一つだけに
なり実形は連結になる。

命題 5.3.6より、コンパクト型Hermite対称空間の実形は連結になり、二つの実
形は必ず交わることがわかる。

定義 5.3.7 (G, K)をRiemann対称対とし、これから定まるGのLie環 gの直和分
解を g = k + mとする。X ∈ mのAd(K)軌道Ad(K)XがmのAd(K)不変内積か
ら誘導される Riemann計量に関して Riemann対称空間になるとき、Ad(K)X を
対称R空間と呼ぶ。

注意 5.3.8 定理 5.2.1よりコンパクト型Hermite対称空間はコンパクト半単純 Lie

環の随伴表現の軌道として表現できる。したがって、コンパクト型Hermite対称
空間は対称R空間になる。

定理 5.3.9 対称R空間はあるコンパクト型Hermite対称空間の実形になる。逆に
コンパクト型Hermite対称空間の実形は対称R空間になる。

証明の概略 Riemann対称対の線形イソトロピー表現は双対の線形イソトロピー
表現と同値になるため、対称 R空間を考える際の Riemann対称対は非コンパク
ト型を考えれば十分である。(G,K)を非コンパクト型 Riemann対称対とし、こ
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れから定まるGの Lie環 g0の直和分解を g0 = k0 + p0とする。X ∈ p0に対して
Ad(K)Xが対称R空間であると仮定すると、必要ならXを定数倍することによっ
て (adX)3 = adXが成り立つ。1 g0に 5.2節の設定と記号を使うことにする。

(ad(
√
−1X))3 =

√
−1

3
(adX)3 = −

√
−1adX = −ad(

√
−1X)

となり、
√
−1X ∈ uだから、Ad(U)(

√
−1X)はコンパクト型Hermite対称空間に

なる。
√
−1Ad(K)X = Ad(K)(

√
−1X)より、Ad(K)XはAd(K)(

√
−1X)と同一

視でき、Ad(K)Xはコンパクト型Hermite対称空間Ad(U)(
√
−1X)の部分多様体

になる。Xを含む p0の極大可換部分空間 aをとり、これについても 5.2節の設定
と記号を使うことにする。H =

√
−1X ∈

√
−1aとおく。

KH = {k ∈ K | k · H = H}

とおくとK · H ∼= K/KH が成り立つ。KH に対応する Lie環 kH は

kH = {Z ∈ k | [Z,H] = 0}

である。定理 5.2.2(岩澤分解)より

K · H ∼= K/KH
∼= KAN/KHAN = G/KHAN.

さらに g0の Lie部分環 kH + a + nの複素化が uH + a∗ + n+に一致することがわか
る。gC

0 の g0に関する複素共役写像をσで表すと、σはGCの自己同型写像を誘導し
σ(UHA∗N+) = UHA∗N+を満たす。よって反正則微分同型写像σ : GC/UHA∗N+ →
GC/UHA∗N+ を誘導し、σの不動点集合はG/KHAN に一致する。σを U/UH で
考えると等長変換であることもわかる。したがって、Ad(K)X ∼= G/KHAN はコ
ンパクト型Hermite対称空間GC/UHA∗N+

∼= U/UH の実形になる。
逆にコンパクト型Hermite対称空間の実形は対称R空間になることを定理 5.2.1

の設定のもとで示す。コンパクト型Hermite対称空間M の対合的反正則等長変換
τ : M → MによってMの実形Lが定まっているとする。Iτ : G → G ; g 7→ τgτ−1

によって、Gの自己同型 Iτ を定める。Lは J を含むと仮定しても一般性は失われ
ない。M の元 xは g ∈ Gによって x = g · J と表すことができる。

τ(x) = (τg) · J = (τgτ−1τ) · J = (Iτ (g)) · J

となるので、F (Iτ , G) · J ⊂ F (τ,G · J) = L を得る。さらに、命題 5.3.6より実形
Lは連結になり、F (Iτ , G) · J = Lが成り立つことがわかる。dIτ (J) = −J が成り
立ち Jは dIτ の−1固有空間に含まれる。(G,F (Iτ , G))はRiemann対称対になり、
Lは対称R空間になる。

1(adX)3 = adX より adX の固有値は−1, 0, 1になり、固有空間分解によって g0の第一種階別
Lie環の構造が定まる。これにより対称 R空間と第一種階別 Lie代数は対応する。
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第6章 極地と対蹠集合

この章では Chen-Naganoが [2]で導入した Riemann対称空間の極地と [3]で導
入した対蹠集合に関する基本事項を解説する。それらを利用して対称R空間とコ
ンパクト型Hermite対称空間の対蹠集合の基本的性質を導く。さらに、コンパク
ト型Hermite対称空間内の二つの実形の交叉に関する田中真紀子さんとの共同研
究の成果についても述べる。

6.1 極地
定義 6.1.1 M をコンパクトRiemann対称空間とする。M の点 xにおける点対称
sxの固定点全体 F (sx,M)を

F (sx, M) =
r∪

k=0

M+
k

と連結成分の合併に分解する。この連結成分の一つ一つをM の極地と呼ぶ。極地
が一点からなるとき極と呼ぶ。{x}は必ず F (sx,M)の連結成分になるため、{x}
は自明な極と呼ぶ。

補題 5.3.1より極地は全測地的部分多様体になる。極地の例を挙げておく。

例 6.1.2 n次元単位球面

Sn = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 | x2
1 + · · · + x2

n+1 = 1}

の点 xにおける点対称は sx = 1Rx − 1x⊥ と表すことができ、この不動点集合は
{x,−x}になる。よって、Snの xに関する極地は {x}と {−x}であり、ともに極に
なる。

例 6.1.3 KをR, C, Hのいずれかとして、Kr+n内の r次元K部分空間全体から成
る係数体Kに関するGrassmann多様体Gr(Kr+n)について考える。r ≤ nと仮定
しておく。V ∈ Gr(Kr+n)に関する点対称は sV = 1V − 1V ⊥と表すことができ、

F (sV , Gr(Kr+n)) =
r∪

k=0

{V1 ⊕ V2 | V1 ∈ Gk(V ), V2 ∈ Gr−k(V
⊥)}
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が成り立つ。特に V = Kr = oの場合、

F (so, Gr(Kr+n)) =
r∪

k=0

Gk(Kr) × Gr−k(Kn)

と表すことができる。

例 6.1.4 複素二次超曲面Qn(C) = G̃2(R2+n)の極地を求める。R2に標準的な向き
を定めたものを oで表す。R2に oとは逆の向きを定めたものを ōで表す。oに関す
る点対称は so = 1o − 1o⊥と表すことができ、

F (so, G̃2(R2+n)) = {o} ∪ {ō} ∪ G̃2(〈e3, . . . , e2+n〉R)

が成り立つ。

補題 6.1.5 連結Riemann対称空間M の点 xとM の等長変換 gに対して、sgx =

gsxg
−1が成り立つ。

証明 Mの二つの等長変換 sgx, gsxg
−1はともに gxを固定し、TgxMにおける微

分写像は−1倍になるので、sgx = gsxg
−1が成り立つ。

命題 6.1.6 コンパクトRiemann対称空間の異なる点に関する極地は合同になる。

証明 M をコンパクトRiemann対称空間とし、その等長変換全体のなす Lie群
の単位連結成分をGで表す。M の二点 x, yをとる。[12]の定理 2.1.2よりGはM

に推移的に作用しているので、y = gxとなる g ∈ Gが存在する。補題 6.1.5より
sy = gsxg

−1となって、F (sy,M) = gF (sx, M)が成り立つ。したがって、xに関す
る極地と yに関する極地は gによって写り合う。

命題 6.1.6より、コンパクト Riemann対称空間の極地を考える場合は原点をと
りそれに関する極地を考えれば十分である。

命題 6.1.7 (G,K)を Riemann対称対とし、対応する Riemann対称空間G/K は
コンパクトになるとする。G/Kの原点を oで表す。G/Kの oを通る極大トーラス
Aをとると、F (so, G/K) = KF (so, A)が成り立つ。Aに対応する極大可換部分空
間を aで表し、

Γ(G/K) = {H ∈ a | ExpH = o}

とおくとF (so, A) = Exp1
2
Γ(G/K)が成り立つ。F (so, A)は有限集合になり、G/K

の各極地は F (so, A)の点のK軌道になる。
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証明 [12]の定理 2.2.4より、任意の x ∈ G/Kは x = ka, k ∈ K, a ∈ Aと表す
ことができる。

so(x) = so(ka) = kk−1sok(a) = ksk−1(o)(a) = kso(a)

となるので、x ∈ F (so, G/K)の必要十分条件は a ∈ F (so, A)である。したがって、
F (so, G/K) = KF (so, A)が成り立つ。

Aの任意の元はH ∈ aによってExpHと表すことができ、soExpH = Exp(−H)

が成り立つ。したがって、

soExpH = ExpH ⇔ ExpH = Exp(−H) ⇔ Exp2H = o ⇔ H ∈ 1

2
Γ(G/K)

となり、F (so, A) = Exp1
2
Γ(G/K)を得る。

F (so, A) = Exp1
2
Γ(G/K)より F (so, A)は有限集合になり、G/K の各極地は

F (so, A)の点のK軌道になることがわかる。

例 6.1.8 U(n)の単位元を通る極大トーラス

T =


 eiθ1

. . .

eiθn


∣∣∣∣∣∣∣ θa ∈ R

 ∼= U(1) × · · · × U(1)

をとる。命題 6.1.7と [12]の 2.3節で示したことより

F (se, U(n)) =
∪

g∈U(n)

gF (se, T )g−1

が成り立つ。g ∈ U(n)に対して se(g) = g−1となることから、

F (se, T ) =


 ±1

. . .

±1




となる。対角線の+1の個数が等しい行列は共役になり、同じU(n)軌道に含まれ
る。1 ≤ k ≤ n − 1に対して

Gk(Cn) →

{
g

[
1k

−1n−k

]
g−1

∣∣∣∣∣ g ∈ U(n)

}
; V 7→ 1V − 1V ⊥

は微分同型写像になるので、この写像によって同一視する。1V −1V ⊥はV に関する
Cn内の鏡映変換であり、上の微分同型写像の像は重複度 kの固有値+1と重複度
n− kの固有値−1を持つU(n)の元の全体と一致する。そこで、G0(Cn)は {−1n}
と同一視し、Gn(Cn)は {1n}と同一視すると、

F (se, U(n)) =
∪

0≤k≤n

Gk(Cn)

が U(n)の極地の全体になる。
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例 6.1.9 例 5.1.7で定めたコンパクト型Hermite対称空間Sp(n)/U(n)の極地を求
める。Lie環の分解

sp(n) = u(n) + m

のm内の極大可換部分空間 aを

a =


 t1j

. . .

tnj


∣∣∣∣∣∣∣ t1, . . . , tn ∈ R


によって定める。

exp

 t1j
. . .

tnj

 =

 cos t1 + sin t1j
. . .

cos tn + sin tnj


となるので、aに対応する Sp(n)/U(n)の極大トーラスA = Expaの束は

Γ(Sp(n)/U(n)) =


 t1j

. . .

tnj


∣∣∣∣∣∣∣ t1, . . . , tn ∈ πZ


である。よって

F (so, A) = Exp
1

2
Γ(Sp(n)/U(n))

=


 ε1

. . .

εn

U(n)

∣∣∣∣∣∣∣ ε1, . . . , εn = 1または j

 .

これらの点の U(n)軌道が極地になる。jと 1の個数が等しい点の U(n)軌道は等
しくなる。そこで、

Ja =

[
j1a

1n−a

]
, M+

a = U(n)JaU(n) ⊂ Sp(n)/U(n) (0 ≤ a ≤ n)

とおくと、Sp(n)/U(n)の極地の全体はM+
0 ,M+

1 , . . . , M+
n である。g ∈ U(n)に対

して

gJaU(n) = JaU(n) ⇔ J−1
a gJaU(n) = U(n) ⇔ J−1

a gJa ∈ U(n)

⇔ g ∈ U(a) × U(n − a)

となり、M+
a

∼= U(n)/U(a) × U(n − a) ∼= Ga(Cn) が成り立つ。したがって、
Sp(n)/U(n)の極地の全体は

F (so, Sp(n)/U(n)) =
n∪

a=0

Ga(Cn)

と書くこともできる。
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例 6.1.10 ユニタリ群 U(n)の対合的自己同型写像 σを

σ(g) = ḡ (g ∈ U(n))

によって定める。F (σ, U(n)) = O(n)となり、(U(n), O(n))はコンパクトRiemann

対称対になる。σの誘導するLie環 u(n)の対合的自己同型写像も σに一致する。こ
れの±1固有空間分解は

u(n) = o(n) + m, m = {X ∈ u(n) | X ∈ Mn(Ri)}

である。m内の極大可換部分空間 aを

a =


 t1i

. . .

tni


∣∣∣∣∣∣∣ t1, . . . , tn ∈ R


によって定める。

exp

 t1i
. . .

tni

 =

 cos t1 + sin t1i
. . .

cos tn + sin tni


となるので、aに対応する U(n)/O(n)の極大トーラスA = Expaの束は

Γ(U(n)/O(n)) =


 t1i

. . .

tni


∣∣∣∣∣∣∣ t1, . . . , tn ∈ πZ


である。よって

F (so, A) = Exp
1

2
Γ(U(n)/O(n))

=


 ε1

. . .

εn

U(n)

∣∣∣∣∣∣∣ ε1, . . . , εn = 1または i

 .

これらの点のO(n)軌道が極地になる。iと 1の個数が等しい点のO(n)軌道は等し
くなる。そこで、

Ia =

[
i1a

1n−a

]
, M+

a = O(n)IaO(n) ⊂ U(n)/O(n) (0 ≤ a ≤ n)

とおくと、U(n)/O(n)の極地の全体はM+
0 ,M+

1 , . . . , M+
n である。g ∈ O(n)に対

して

gIaO(n) = IaO(n) ⇔ I−1
a gIaO(n) = O(n) ⇔ I−1

a gIa ∈ O(n)

⇔ g ∈ O(a) × O(n − a)
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となり、M+
a

∼= O(n)/O(a) × O(n − a) ∼= Ga(Rn) が成り立つ。したがって、
U(n)/O(n)の極地の全体は

F (so, U(n)/O(n)) =
n∪

a=0

Ga(Rn)

と書くこともできる。

命題 6.1.11 対称R空間の極地は対称R空間になる。コンパクト型Hermite対称
空間の極地はコンパクト型Hermite対称空間になる。

6.2 対蹠集合
Riemann対称空間M の点 xにおける点対称を sxで表す。M の部分集合 Sは次

の条件を満たすとき、対蹠集合という。すべての x, y ∈ Sに対して sx(y) = yが
成り立つ。M の対蹠集合の元の個数の上限を 2-numberといい#2M で表す。2-

numberを与える対蹠集合を大対蹠集合と呼ぶ。1 これらの概念はChen-Nagano[3]

が導入した。非コンパクト型Riemann対称空間の一点の点対称はその点以外に固
定点を持たないため、対蹠集合は一点のみになり 2-numberは 1になる。そこで、
以下ではコンパクトRiemann対称空間の対蹠集合や 2-numberを考える。

対蹠集合の例を挙げておく。

例 6.2.1 n次元単位球面 Snの点 xにおける点対称 sxの不動点集合は例 6.1.2より
{x,−x}になる。よって、これはSnの大対蹠集合になり、逆にSnの大対蹠集合は
必ずこの形で与えられることもわかる。特に、#2S

n = 2が成り立つ。

例 6.2.2 KをR, C, Hのいずれかとして、Grassmann多様体Gr(Kr+n)の対蹠集合
について考える。V ∈ Gr(Kr+n)に関する点対称 sV の不動点集合は V のK部分空
間と V ⊥のK部分空間の直和になる r次元K部分空間の全体になる。このことか
ら、Kn+rのユニタリ基底 e1, . . . , en+rに対して

{〈ei1 , . . . , eir〉K ∈ Gr(Kr+n) | 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n + r}

はGr(Kr+n)の大対蹠集合になり、逆にGr(Kr+n)の大対蹠集合は必ずこの形で与
えられることもわかる。したがって、

#2Gr(Kr+n) =

(
n + r

r

)
が成り立つ。これは係数体Kに依存しない。

1大対蹠集合の定義は 2-numberが有限でなければ意味がないが、これは命題 6.2.4で示す。
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命題 6.2.3 コンパクトRiemann対称空間Mとその極地M+
0 ,M+

1 , . . . ,M+
r に対し

て次の不等式が成り立つ。

#2M ≤
r∑

k=0

#2M
+
k .

証明 M+
0 ,M+

1 , . . . ,M+
r を点 o ∈ M に関する極地とする。Aを oを含むM の

対蹠集合とするとA ⊂ F (so,M)が成り立ち、

A =
r∪

k=0

(A ∩ M+
k )

となる。各A ∩ M+
k はM+

k の対蹠集合になり次を得る。

#A =
r∑

k=0

#(A ∩ M+
k ) ≤

r∑
k=0

#2M
+
k .

#Aの上限が#2M だから、問題の不等式を得る。

命題 6.2.4 コンパクト Riemann対称空間の対蹠集合は有限集合になる。さらに
2-numberも有限になる。

証明 Aをコンパクト Riemann対称空間M の対蹠集合とする。x ∈ Aとする
とA ⊂ F (sx,M)が成り立つ。xは F (sx,M)の孤立点だから、xはAの孤立点に
なる。したがって、Aは離散集合になり、特に有限集合になる。

M+
0 , M+

1 , . . . , M+
r をM の極地とすると命題 6.2.3より

#2M ≤
r∑

k=0

#2M
+
k

が成り立つ。M+
k が極の場合は#2M

+
k = 1である。この場合は極地をとる操作は

終了し、M+
k が極ではない場合は ok ∈ M+

k をとり、さらに極地

F (sok
,M+

k ) =

rk∪
j=0

(M+
k )+

j

を定める。すると命題 6.2.3より

#2M
+
k ≤

rk∑
j=0

#2(M
+
k )+

j

が成り立つ。Riemann対称空間に対してその極地は次元が小さいので、このよう
な極地をとる操作を有限回続けると極のみになる。したがって、#2M < ∞がわ
かる。
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例 6.2.5 M1,M2をコンパクトRiemann対称空間とする。AiをMiの対蹠集合とす
ると、A1×A2はM1×M2の対蹠集合になる。さらに、AiがMiの大対蹠集合ならば、
A1×A2はM1×M2の大対蹠集合になる。したがって、#2(M1×M2) = #2M1 ·#2M2

が成り立つ。例 6.2.1より #2S
1 = 2だから、r次元トーラス T r の 2-numberは

#2T
r = 2rとなる。これより、階数 rのコンパクトRiemann対称空間Mに対して

2r ≤ #2M が成り立つ。

例 6.2.6 KをR, C, Hのいずれかとする。Grassmann多様体Gr(Kr+n)の極地は例
6.1.3より

M+
k = Gk(Kr) × Gr−k(Kn) (0 ≤ k ≤ r)

となる。例 6.2.2と例 6.2.5より

r∑
k=0

#2M
+
k =

r∑
k=0

#2(Gk(Kr) × Gr−k(Kn)) =
r∑

k=0

#2(Gk(Kr)) · #2(Gr−k(Kn))

=
r∑

k=0

(
r

k

)(
n

r − k

)
.

(1 + x)r+n = (1 + x)r(1 + x)nを二項展開して xrの係数を比較すると(
r + n

r

)
=

r∑
k=0

(
r

k

)(
n

r − k

)
を得る。これより

#2(Gr(Kr+n)) =
r∑

k=0

#2M
+
k

が成り立つ。これは命題 6.2.3の不等式の等号が成り立つ例になっている。

竹内 [8]の結果より次が成り立つことがわかる。

定理 6.2.7 対称R空間M とその極地M+
0 , M+

1 , . . . , M+
r に対して次の等式が成り

立つ。

#2M =
r∑

k=0

#2M
+
k .

[8]の主結果は次の定理である。

定理 6.2.8 M を対称R空間とし、その Z2係数ホモロジー群をH(M ; Z2)で表す
と、次の等式が成り立つ。

#2M = dim H(M ; Z2).

定理 6.2.7を利用して対称R空間の 2-numberを求める計算例を挙げておく。
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例 6.2.9 Sp(n)は対称 R空間になることが知られている。例 6.1.8と同様にして
Sp(n)の極地の全体は

F (se, Sp(n)) =
n∪

k=0

Gk(Hn)

であることがわかる。よって、定理 6.2.7より次の等式を得る。

#2Sp(n) =
n∑

k=0

#2Gk(Hn) =
n∑

k=0

(
n

k

)
= 2n.

例 6.2.10 コンパクト対称空間U(n)/O(n)は対称R空間であることが知られてい
る。例 6.1.10より U(n)/O(n)の極地の全体は

F (so, U(n)/O(n)) =
n∪

a=0

Ga(Rn)

である。よって、定理 6.2.7より次の等式を得る。

#2(U(n)/O(n)) =
n∑

a=0

#2Ga(Rn) =
n∑

a=0

(
n

a

)
= 2n.

[12]の 2.3 コンパクトLie群でみたようにコンパクト連結Lie群はRiemann対称
空間とみなせる。このときの対蹠集合と群構造の関連性についてまとめておく。

Gをコンパクト連結 Lie群とする。[12]の p.27の 3行より x ∈ Gにおける点対
称 sxは Lx ◦ se ◦ Lx−1に一致し、

sx(y) = xy−1x (y ∈ G)

が成り立つ。
等質性より、考える対蹠集合は単位元を含んでいると仮定しても一般性は失わ

れない。Aを Gの単位元 eを含む対蹠集合とする。すると x ∈ Aに対して x =

se(x) = x−1となるので、
x2 = e (x ∈ A)

が成り立つ。さらに x, y ∈ Aに対して y = sx(y) = xy−1x = xyxとなり、

(∗) xy = yx (x, y ∈ A)

が成り立つ。x, y, z ∈ Aに対して

sz(xy) = z(xy)−1z = zy−1x−1z = zyxz = yzzx = yx = xy

となるので、A∪{xy}も対蹠集合になる。したがって、Aが極大対蹠集合ならば、
Aは部分群になる。さらに (∗)よりAは可換部分群になる。有限Abel群の基本定
理よりAは Z2のいくつかの積と群として同型になる。特に Aが大対蹠集合にな
るときも同様になり、Gの 2-numberは 2の羃乗になる。
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例 6.2.11 U(n)の単位元を含む極大対蹠集合Aをとる。上の議論よりAは可換部
分群になる。したがって、Aの元は同時対角化可能になる。すなわちAは標準的
な極大トーラス

T =


 eiθ1

. . .

eiθn


∣∣∣∣∣∣∣ θa ∈ R

 ∼= U(1) × · · · × U(1)

の部分群と共役になる。U(n)の極大対蹠集合を明らかにするためには A ⊂ T と
仮定してもよい。Aの各元の位数は 2であることと極大であることから、

A =


 ±1

. . .

±1




となってAが確定する。したがって、これは大対蹠集合になり、#2U(n) = 2nが
成り立つ。
上記の議論では U(n)の 2-numberだけではなく、大対蹠集合の形まで明らかに

なったが、2-numberを求めるだけなら次のように計算することもできる。例 6.1.8

より U(n)の極地の全体は

F (se, U(n)) =
∪

0≤k≤n

Gk(Cn)

だから、定理 6.2.7より次の等式を得る。

#2U(n) =
∑

0≤k≤n

#2Gk(Cn) =
∑

0≤k≤n

(
n

k

)
= 2n.

連結コンパクトLie群の大対蹠部分群は、一般には極大トーラスに含まれるとは
かぎらない。Chen-Nagano [3]の研究のきっかけになったBorel-Serre [1]では次の
例を挙げている。

例 6.2.12 3次回転群 SO(3)の部分群Aを次のように定める。三つの直交軸に関
する回転角 πの回転と恒等変換からなる部分集合をAで表す。これらの直交軸を
定める正規直交基底による表現行列は対角成分の二つが−1であり一つが 1である
対角行列三つと単位行列になる。

A =


 1

1

1

 ,

 1

−1

−1

 ,

 −1

1

−1

 ,

 −1

−1

1




これは SO(3)の大対蹠部分群になることがわかり、#2SO(3) = 4 = 22となる。A

を含むSO(3)の極大トーラスは存在しない。Riemann多様体としてSO(3)はRP 3

と同型になり、RP 3 = G1(R4)だから例 6.2.2からでも#2SO(3) = 4を得る。
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6.3 対称R空間の対蹠集合
gをコンパクト半単純 Lie環とし、G = Int(g)とする。gにはG不変内積 〈 , 〉

を定めておく。J ∈ g, J 6= 0を (adJ)3 = −adJを満たす元とする。定理 5.2.1より
Jを通るG軌道G · Jはコンパクト型Hermite対称空間になり、逆にコンパクト型
Hermite対称空間はこのように表現される。

定理 6.3.1 (Sánchez[6], Tanaka-T.[10]) 上記設定のもとでM = G · J とする。
X ∈ M におけるM の点対称を sX で表す。X,Y ∈ M に対して sX(Y ) = Y の必
要十分条件は、[X,Y ] = 0である。さらに以下の (A)、(B)が成り立つ。

(A) 任意の対蹠集合に対して、それを含む大対蹠集合が存在する。

(B) 二つの大対蹠集合は合同になる。

大対蹠集合は g内の極大可換 Lie部分環 tによってM ∩ tという形に表現される。
特に大対蹠集合は gのWeyl群の軌道になる。

証明の概略 X ∈ M に関する Lie環 gの直和分解は

g = kX + mX , kX = z(X), mX = [X, g]

となる。adXはmX の概複素構造を定め、

sX(Y ) = eπadXY (Y ∈ M)

が成り立つ。これより、X,Y ∈ Mが [X, Y ] = 0を満たすならば、sX(Y ) = Y が成
り立つことがわかる。逆に sX(Y ) = Y とすると eπadXY = Y となりY ∈ kX = z(X)

を得る。これより [X,Y ] = 0が成り立つ。以上より、X,Y ∈ Mに対してsX(Y ) = Y

の必要十分条件は、[X, Y ] = 0であることがわかった。SをM の任意の対蹠集合
とする。上で示したことより任意のX,Y ∈ Sに対して [X, Y ] = 0が成り立つ。S

の張る gの部分空間をSRで表すと、SRは gの可換Lie部分環になる。そこで、SR

を含む gの極大可換 Lie部分環 tをとる。すると S ⊂ M ∩ tが成り立つ。極大可換
Lie部分環の共役性より、(A)と (B)が成り立つことがわかる。さらに大対蹠集合
は gの極大可換 Lie部分環 tによってM ∩ tと表現できる。

定理 6.3.2 (Tanaka-T.[10]) τ : M → Mをコンパクト型Hermite対称空間Mの
対合的反正則等長変換とし、τ の不動点集合としてM の実形Lが定まっていると
する。

Iτ : G → G ; g 7→ τgτ−1

によって、Gの自己同型 Iτ を定める。Lは J を含むと仮定する。Iτ から定まる g

の標準分解を g = l + pとする。このとき、L = M ∩ pが成り立つ。さらにLに対
して以下の (A)、(B)が成り立つ。
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(A) 任意の対蹠集合に対して、それを含む大対蹠集合が存在する。

(B) 二つの大対蹠集合は合同になる。

Lの大対蹠集合は p内の極大可換部分空間 aによってM ∩ aという形に表現され
る。特に大対蹠集合は Iτ から定まる対称対のWeyl群の軌道になる。

証明の概略 定理 5.3.9の証明の後半で示したことを利用すると

τ(x) = −dIτ (x) (x ∈ M)

がわかる。これより

L = {x ∈ M | τ(x) = x} = M ∩ p

を得る。
Sを Lの任意の対蹠集合とする。任意のX, Y ∈ Sに対して [X, Y ] = 0が成り

立つ。Sの張る pの部分空間を SRで表すと、SRは pの可換部分空間になる。そこ
で、SRを含む pの極大可換部分空間 aをとる。すると S ⊂ M ∩ aが成り立つ。極
大可換Lie部分空間のF (Iτ , G)による共役性より、(A)と (B)が成り立つことがわ
かる。さらに大対蹠集合は pの極大可換部分環 aによってM ∩ aと表現できる。

系 6.3.3 (Tanaka-T.[10]) 対称R空間の対蹠集合に関して以下の (A)、(B)が成
り立つ。

(A) 任意の対蹠集合に対して、それを含む大対蹠集合が存在する。

(B) 二つの大対蹠集合は合同になる。

証明 定理 5.3.9より対称R空間はあるコンパクト型Hermite対称空間の実形に
なり、定理 6.3.2より (A)と (B)が成り立つ。

Ad(SU(4))の対蹠集合は性質 (A)を満たさないことがわかる ([10])。この概略を
以下で説明する。SU(4)の中心Zは

Z = {±14,±i14} ∼= Z4

となる。Ad(SU(4))の単位元を eで表すと

F (se, Ad(SU(4))) = {g ∈ Ad(SU(4)) | g2 = e} = Ad{x ∈ SU(4) | x2 ∈ Z}.

T = S(U(1)4)とおくと、T は SU(4)の極大トーラスになる。

{x ∈ SU(4) | x2 ∈ Z} =
∪

g∈SU(4)

g{t ∈ T | t2 ∈ Z}g−1
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が成り立つ。

I =


1

1

−1

−1

 , J =


e

π
4
i

e
π
4
i

e
π
4

i

e−
3π
4

i


によって I, J ∈ T を定めると、I, J の成分を置換したもの全体が {t ∈ T | t2 ∈ Z}
に一致することがわかる。これより

M+
0 = {e},

M+
1 = Ad{gIg−1 | g ∈ SU(4)},

M+
2 = Ad{gJg−1 | g ∈ SU(4)}

とおくと
F (se, Ad(SU(4))) = M+

0 ∪ M+
1 ∪ M+

2

がわかり、これらがAd(SU(4))の極地の全体になる。SU(4)の共役作用に関する
I, J の固定部分群を求めることにより、

M+
1
∼= (SU(4)/S(U(2) × U(2)))/Z2

∼= G2(C4)/Z2
∼= G2(R6),

M+
2
∼= SU(4)/S(U(3) × U(1)) ∼= G1(C4)

を得る。これらより

#2M
+
1 =

(
6

2

)
= 15, #2M

+
2 =

(
4

1

)
= 4.

M+
1 の大対蹠集合A1をとると、#A1 = 15である。{e} ∪A1はAd(SU(4))の対蹠
集合になり

#2Ad(SU(4)) ≥ 1 + #A1 = 16.

他方、

#2Ad(SU(4)) ≤ #2M
+
0 + #2M

+
1 + #2M

+
2 ≤ 1 + 15 + 4 = 20.

#2Ad(SU(4))は 2の羃になるため、#2Ad(SU(4)) = 16 = 24 を得る。よって、
{e} ∪ A1はAd(SU(4))の大対蹠集合である。特に極大になり部分群になる。J の
対角成分を置換したもの全体のAdによる像をA2で表すと、#A2 = 4となりA2

はM+
2 の大対蹠集合であることがわかる。A2の生成する部分群を Ã2で表すと、

Ã2 = {e} ∪ A2 ∪ Ad




i

i

−i

−i

 ,


i

−i

i

−i

 ,


i

−i

−i

i
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となって、Ã2は対蹠的部分群になる。Ad(J)の中心化部分群はAd(S(U(3)×U(1))

になることがわかり、A2の中心化部分群は T に一致することがわかる。これより
Ã2の中心化部分群も T に一致する。Ã2を含む対蹠集合Aが存在すれば、Aは Ã2

の中心化部分群に含まれるので T に含まれる。#2T = 23 = 8であり、#Ã2 = 8だ
から、Ã2 = Aとなって、Ã2は極大対蹠集合になる。特に Ã2を含む大対蹠集合は
存在しない。よって条件 (A)は成り立たない。Ad(SU(4))に対して条件 (B)は成
り立つことがわかる。

6.4 コンパクト型Hermite対称空間の実形の交叉
この節の内容はおもにTanaka-T.[9]に基づいている。

定義 6.4.1 多様体X の部分多様体 Y1, Y2に対して、任意の x ∈ Y1 ∩ Y2について
TxX = TxY1 + TxY2が成り立つとき、Y1と Y2は横断的に交わるという。

定理 6.4.2 ([9]) M をコンパクト型 Hermite対称空間とする。M の二つの実形
L1, L2が横断的に交わるならば、L1 ∩ L2は L1と L2の対蹠集合になる。

証明の概略 定理 5.1.12よりコンパクト型Hermite対称空間の正則断面曲率は
正になる。命題 5.3.6より L1と L2は交わる。o ∈ L1 ∩ L2と仮定しても一般性は
失われない。o以外の p ∈ L1 ∩ L2に対して、o, pは L1と L2において対蹠点にな
ることを証明すれば十分である。

o, pを含むLiの極大トーラスAiをとる。さらに、Aiを含むM の極大トーラス
A′

iをとる。M の制限ルート系によってA′
1 ∩ A′

2を記述でき、さらにAiが実形の
極大トーラスであることから、o, pは対蹠点の関係にあることがわかる。したがっ
て、L1, L2においても対蹠点の関係にある。

定理 6.4.2をもとにして、実形の交叉を詳しく調べるために準備をする。

補題 6.4.3 M をコンパクト型Hermite対称空間とし、Lを原点 oを通るM の実
形とする。M の oに関する極地M+が L ∩ M+ 6= ∅を満たすならば、L ∩ M+は
コンパクト型Hermite対称空間M+の実形になる。2

証明の概略 実形Lを定めるMの対合的反正則等長変換をτで表すと、τ◦so = so◦τ
が成り立つ。任意の x ∈ F (so, M)に対して、so(τ(x)) = τ(so(x)) = τ(x)となり、
τ(F (so,M)) = F (so,M)を得る。p ∈ L∩M+をとる。τ(p) = pとなりτ(M+) = M+

が成り立つ。したがって、τ はM+の対合的反正則等長変換を誘導し、L∩M+は
M+の実形になる。

次の補題はコンパクト型Hermite対称空間の二つの実形の交叉の性質を各極地
の実形の交叉の性質に帰着できることを示している。

2M+ がコンパクト型 Hermite対称空間であることは、命題 6.1.11より従う。
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補題 6.4.4 Mをコンパクト型Hermite対称空間とし、Mの原点 oに関する極地を

F (so,M) =
r∪

j=0

M+
j

と表す。

(1) LをM の原点 oを通る実形とすると、Lの極地は

F (so, L) =
r∪

j=0

L ∩ M+
j

となり、次の等式が成り立つ。

#2L =
r∑

j=0

#2(L ∩ M+
j ).

(2) L1, L2をM の原点 oを通り横断的に交わる実形とすると、次の等式が成り
立つ。

L1 ∩ L2 =
r∪

j=0

{
(L1 ∩ M+

j ) ∩ (L2 ∩ M+
j )

}
,

#(L1 ∩ L2) =
r∑

j=0

#
{
(L1 ∩ M+

j ) ∩ (L2 ∩ M+
j )

}
.

証明 (1) Lは oを通る全測地的部分多様体だから、

F (so, L) = L ∩ F (so,M) =
r∪

j=0

L ∩ M+
j

となる。補題 6.4.3より各L∩M+
j は空でなければM+

j の実形になり、特に連結に
なる。よってL ∩M+

j はLの極地になる。定理 5.3.9よりLは対称R空間になり、
定理 6.2.7より次の等式が成り立つ。

#2L =
r∑

j=0

#2(L ∩ M+
j ).

(2) 定理 6.4.2より L1 ∩ L2はL1とL2の対蹠集合になる。L1 ∩ L2はM の対蹠集
合でもあるので、L1 ∩L2 ⊂ F (so,M)が成り立つ。したがって、次の等式を得る。

L1 ∩ L2 =
r∪

j=0

{
(L1 ∩ M+

j ) ∩ (L2 ∩ M+
j )

}
#(L1 ∩ L2) =

r∑
j=0

#
{
(L1 ∩ M+

j ) ∩ (L2 ∩ M+
j )

}
.
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定理 6.4.5 ([9]) Mをコンパクト型Hermite対称空間とし、L1, L2, L
′
1, L

′
2をMの

実形とする。さらに、L1, L
′
1は合同であり、L2, L

′
2も合同であると仮定する。L1, L2

が横断的に交わり、L′
1, L

′
2も横断的に交わるならば、#(L1 ∩ L2) = #(L′

1 ∩ L′
2)が

成り立つ。

証明の概略 定理の証明は次の主張の証明に帰着する。
(I) L1, L2をMの実形とし、g ∈ I0(M)とする。L1, L2は横断的に交わり、L1, gL2

も横断的に交わるとき、#(L1 ∩ L2) = #(L1 ∩ gL2)が成り立つ。
さらに (I)の証明は次の主張の証明に帰着する。
(II) L1, L2をMの実形とし、o ∈ L1 ∩L2をとる。k ∈ K = {φ ∈ I0(M) | φ(o) =

o}とする。L1, L2は横断的に交わり、L1, kL2も横断的に交わるとき、#(L1∩L2) =

#(L1 ∩ kL2)が成り立つ。
以下で#(L1 ∩ L2) = #(L1 ∩ kL2)を示す。

F (so,M) =
r∪

j=0

M+
j

を極地とする。補題 6.4.4の (2)より

L1 ∩ L2 =
r∪

j=0

{
(L1 ∩ M+

j ) ∩ (L2 ∩ M+
j )

}
,

L1 ∩ kL2 =
r∪

j=0

{
(L1 ∩ M+

j ) ∩ (kL2 ∩ M+
j )

}
となり

#(L1 ∩ L2) =
r∑

j=0

#
{
(L1 ∩ M+

j ) ∩ (L2 ∩ M+
j )

}
,

#(L1 ∩ kL2) =
r∑

j=0

#
{
(L1 ∩ M+

j ) ∩ (kL2 ∩ M+
j )

}
.

kM+
j = M+

j だから、k(L2 ∩ M+
j ) = kL2 ∩ M+

j となり、L2 ∩ M+
j と kL2 ∩ M+

j は
各 jについて同時に空になるか同じ一点になるかまたはM+

j 内の合同な実形にな
る。一番目、二番目の場合は L2 ∩ M+

j = kL2 ∩ M+
j となり、

(L1 ∩ M+
j ) ∩ (L2 ∩ M+

j ) = (L1 ∩ M+
j ) ∩ (kL2 ∩ M+

j ).

したがって、

#{(L1 ∩ M+
j ) ∩ (L2 ∩ M+

j )} = #{(L1 ∩ M+
j ) ∩ (kL2 ∩ M+

j )}.
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三番目の場合はコンパクト型Hermite対称空間M+
j において極地をとることによ

り上記の議論を続ける。この操作を有限回繰り返すと、極地の次元は必ず小さく
なるので、一番目、二番目の場合だけになり (I)の結論

#(L1 ∩ L2) = #(L1 ∩ kL2)

が成り立つことがわかる。

系 6.4.6 ([10]) 定理 6.4.5の設定にさらに#(L1 ∩ L2) = min{#2L1, #2L2} とい
う条件を加えると、L1 ∩ L2と L′

1 ∩ L′
2は合同になる。

後で述べる定理 6.5.1の (2)は上の系の条件を満たしている。

定理 6.4.7 ([9]) Mをコンパクト型Hermite対称空間とし、L1, L2をMの横断的
に交わる合同な実形とする。このとき、L1 ∩ L2は L1と L2の大対蹠集合になる。
すなわち、#(L1 ∩ L2) = #2L1 = #2L2が成り立つ。

証明の概略 定理 6.4.2より、L1 ∩ L2はL1, L2の対蹠集合になるので、#(L1 ∩
L2) = #2L1 = #2L2を示せばよい。

o ∈ L1 ∩ L2としても一般性は失われない。補題 6.4.4の (2)より

L1 ∩ L2 =
r∪

j=0

{
(L1 ∩ M+

j ) ∩ (L2 ∩ M+
j )

}
,

#(L1 ∩ L2) =
r∑

j=0

#
{
(L1 ∩ M+

j ) ∩ (L2 ∩ M+
j )

}
となる。Liの極地は補題 6.4.4の (1)より

F (so, Li) =
r∪

j=0

Li ∩ M+
j

となり、次の等式が成り立つ。

#2Li =
r∑

j=0

#2(Li ∩ M+
j ).

L1と L2は合同だから#2L1 = #2L2であり、各 jについて L1 ∩ M+
j と L2 ∩ M+

j

もM+
j 内で合同になる。よって、L1 ∩M+

j とL2 ∩M+
j は各 jについて同時に空に

なるか、同じ一点になるか、またはM+
j 内の合同な実形になる。一番目の場合は、

#
{
(L1 ∩ M+

j ) ∩ (L2 ∩ M+
j )

}
= 0 = #(Li ∩ M+

j ) = #2(Li ∩ M+
j ).
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二番目の場合は、

#
{
(L1 ∩ M+

j ) ∩ (L2 ∩ M+
j )

}
= 1 = #(Li ∩ M+

j ) = #2(Li ∩ M+
j ).

三番目の場合はコンパクト型Hermite対称空間M+
j において極地をとることによ

り上記の議論を続ける。この操作を有限回繰り返すと、極地の次元は必ず小さく
なるので、一番目、二番目の場合だけになり

#(L1 ∩ L2) = #2L1 = #2L2

が成り立つことがわかる。

6.5 既約コンパクト型Hermite対称空間の実形の交叉
この節の内容もおもにTanaka-T.[9]に基づいている。

定理 6.5.1 ([9]) Mを既約コンパクト型Hermite対称空間とし、L1, L2をM内の
横断的に交わる二つの実形とする。

(1) M = GC
2m(C4m) (m ≥ 2)であり、L1はGH

m(H2m)と合同、L2は U(2m)と合
同ならば、次が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = 2m <

(
2m

m

)
= #2L1 < 22m = #2L2.

(2) それ以外の場合、L1 ∩ L2は 2-numberが小さい方の実形の大対蹠集合にな
り、次の等式が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = min{#2L1, #2L2}.

証明の概略 二つの実形が合同な場合は定理 6.4.7によって、交叉は実形の大対
蹠集合になることがわかっているので、実形が合同ではない場合を考えればよい。
既約コンパクト型Hermite対称空間と合同ではない二つの実形の組合せは以下の
とおりであることが、Leung [5], Takeuchi [7]からわかる。

M L1 L2

Qn(C) Sk,n−k Sl,n−l

GC
2q(C2m+2q) GH

q (Hm+q) GR
2q(R2m+2q)

GC
n(C2n) U(n) GR

n(R2n)

GC
2m(C4m) GH

m(H2m) U(2m)

Sp(2m)/U(2m) Sp(m) U(2m)/O(2m)

SO(4m)/U(2m) U(2m)/Sp(m) SO(2m)

E6/T · Spin(10) F4/Spin(9) GH
2 (H4)/Z2

E7/T · E6 T · (E6/F4) (SU(8)/Sp(4))/Z2

これらについて個別に定理の主張が成り立つことを確かめる。
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定理 6.5.2 0 ≤ k ≤ l ≤ [n/2]とする。Qn(C)内のSk,n−kと合同な実形L1とSl,n−l

と合同な実形 L2が横断的に交わるならば、その交叉 L1 ∩ L2は

{±e1 ∧ ek+2, . . . ,±ek+1 ∧ e2k+2}

と合同になる。したがって、L1 ∩ L2は L1の大対蹠集合になり、次が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = #2L1 = 2(k + 1) ≤ 2(l + 1) = #2L2.

さらに k = l = [n/2]ならば、L1 ∩ L2はQn(C)の大対蹠集合になる。

定理 6.5.3 GC
2q(C2m+2q)内のGH

q (Hm+q)と合同な実形L1とGR
2q(R2m+2q)と合同な

実形L2が横断的に交わるならば、その交叉L1 ∩L2はL1の大対蹠集合になり、次
が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = #2L1 =

(
m + q

q

)
≤

(
2m + 2q

2q

)
= #2L2.

定理 6.5.4 GC
n(C2n)内の U(n)と合同な実形 L1とGR

n(R2n)と合同な実形 L2が横
断的に交わるならば、その交叉L1 ∩L2はL1の大対蹠集合になり、次が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = #2L1 = 2n ≤
(

2n

n

)
= #2L2.

定理 6.5.5 GC
2m(C4m)内の GH

m(H2m)と合同な実形 L1と U(2m)と合同な実形 L2

が横断的に交わるならば、次が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = 2m, min{#2L1, #2L2} =

(
2m

m

)
これより、m = 1のとき#(L1 ∩ L2) = min{#2L1, #2L2} が成り立ち、m ≥ 2の
とき#(L1 ∩ L2) < min{#2L1, #2L2} が成り立つ。

定理 6.5.6 Sp(2m)/U(2m)内の Sp(m)と合同な実形 L1と U(2m)/O(2m)と合同
な実形L2が横断的に交わるならば、その交叉L1 ∩ L2はL1の大対蹠集合になり、
次が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = #2L1 = 2m ≤ 22m = #2L2.

定理 6.5.7 SO(4m)/U(2m)内の U(2m)/Sp(m)と合同な実形 L1と SO(2m)と合
同な実形 L2が横断的に交わるならば、その交叉 L1 ∩ L2は L1の大対蹠集合にな
り、次が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = #2L1 = 2m ≤ 22m−1 = #2L2.
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定理 6.5.8 EIII = E6/T · Spin(10)内の FII = F4/Spin(9)と合同な実形 L1と
GH

2 (H4)/Z2と合同な実形 L2が横断的に交わるならば、その交叉 L1 ∩ L2は L1の
大対蹠集合になり、次が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = #2L1 = 3 < 27 = #2L2.

定理 6.5.9 EV II = E7/T ·E6内の (T ×EIV )/Z3と合同な実形L1とAII(4)/Z2

と合同な実形 L2が横断的に交わるならば、その交叉 L1 ∩ L2は L1の大対蹠集合
になり、次が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = #2L1 = 8 < 56 = #2L2.

定理 6.5.2の証明の概略 Qn(C)の極地は

F (so, Qn(C)) = {o} ∪ {ō} ∪ Qn−2(C)

となる。ただし、F (so, Q1(C)) = {o} ∪ {ō}であり、

F (so, Q2(C)) = {±e1 ∧ e2,±e3 ∧ e4}

である。Lを oを通るQn(C)の実形とする。Lが S0,nと合同ならば、

L ∩ F (so, Qn(C)) = {o, ō}

となり、Lが Sk,n−k (1 ≤ k ≤ [n/2])と合同ならば

L ∩ F (so, Qn(C)) = {o, ō} ∪ L′

となり、L′ は Qn−2(C)内の実形 Sk−1,n−k−1 と Qn−2(C)内で合同になることがわ
かる。
上記の交叉の情報を利用して、定理を kに関する帰納法で証明する。命題 5.3.6

よりL1 ∩L2 6= ∅となる。そこで o = e1 ∧ ek+2 ∈ L1 ∩L2としても一般性は失われ
ない。k = 0の場合は

L1 ∩ F (so, Qn(C)) = {±e1 ∧ e2}

となる。定理 6.4.2よりL1 ∩ L2は対蹠集合になり L1 ∩ L2 ⊂ F (so, Qn(C))が成り
立つ。

L2 ∩ F (so, Qn(C)) ⊃ {±e1 ∧ e2}

となり、
L1 ∩ L2 = {±e1 ∧ e2}.

k − 1の場合に定理の主張が成り立つと仮定して、kの場合にも成り立つことを
示す。

L1 ∩ F (so, Qn(C)) = {±e1 ∧ ek+2} ∪ L′
1
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となり、L′
1はQn−2(C)内の実形 Sk−1,n−k−1とQn−2(C)内で合同になる。L2につ

いても
L2 ∩ F (so, Qn(C)) = {±e1 ∧ ek+2} ∪ L′

2

となり、L′
2はQn−2(C)内の実形 Sl−1,n−l−1とQn−2(C)内で合同になる。帰納法の

仮定より L′
1 ∩ L′

2はQn−2(C)内で

{±e2 ∧ ek+3, . . . ,±ek+1 ∧ e2k+2}

と合同になる。したがって、L1 ∩ L2は

{±e1 ∧ ek+2, . . . ,±ek+1 ∧ e2k+2}

と合同になる。これは Sk,n−kの大対蹠集合になるので、L1 ∩ L2はL1の大対蹠集
合になり、次が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = #2L1 = 2(k + 1) ≤ 2(l + 1) = #2L2.

さらに k = l = [n/2]ならば、L1 ∩ L2はQn(C)の大対蹠集合になる。

注意 6.5.10 複素二次超曲面の実形の交叉に関する論文 [11]を書いた時点では二
つの実形の交叉が対蹠集合になることはあらかじめわかっていなかったため、複
素二次超曲面の二つの極に関する最小軌跡の交叉が極地になるという特殊性を利
用して定理 6.5.2を証明した。それに対して上記の証明は実形の交叉の対蹠性があ
らかじめわかっているので、議論を数学的帰納法にのせる部分が [11]の証明より
も簡単になっている。

例 6.1.3でみたように、既約コンパクト型Hermite対称空間の極地は一般には既
約にはならない。実形の交叉を極地における実形の交叉に帰着させるためには、た
とえ既約コンパクト型Hermite対称空間を対象とする場合でも、極地に現れる既
約ではないコンパクト型Hermite対称空間の実形の交叉に関する情報が必要にな
る。それらを扱うために次の補題 6.5.11と命題 6.5.12を準備しておく。

補題 6.5.11 M をコンパクト型 Hermite対称空間とし、τ : M → M を対合的反
正則等長変換とする。(x, y) 7→ (τ(y), τ(x))はM × M の対合的反正則等長変換に
なり、不動点集合である実形は次で与えられる。

Dτ (M) = {(x, τ(x)) | x ∈ M}.

コンパクト型Hermite対称空間M はM ×M の実形になることを補題 6.5.11は
示している。Leung [5]の 4. Classification of real forms of Hermitian symmetric

spaces と Sánchez [6]の Proposition 3では補題 6.5.11の実形を想定していないよ
うに思われる。
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命題 6.5.12 (1) M1,M2をコンパクト型Hermite対称空間とし、L1, L
′
1をM1の

二つの実形、L2, L
′
2をM2の二つの実形とする。このとき、L1×L2とL′

1×L′
2

はM1×M2の二つの実形になり、(L1×L2)∩(L′
1×L′

2) = (L1∩L′
1)×(L2∩L′

2)

が成り立つ。L1, L
′
1が横断的に交わりL2, L

′
2が横断的に交わるならば、L1×L2

とL′
1×L′

2も横断的に交わり#{(L1×L2)∩(L′
1×L′

2)} = #(L1∩L′
1)#(L2∩L′

2)

が成り立つ。

(2) L1, L2をコンパクト型Hermite対称空間M の実形とし、τ : M → M を対合
的反正則等長変換とすると、次が成り立つ。

(L1 × L2) ∩ Dτ (M) = {(x, τ(x)) | x ∈ L1 ∩ τ−1(L2)}.

M × M 内の実形 L1 × L2とDτ (M)が横断的に交わることと L1と τ−1(L2)

が横断的に交わることは同値になり、このとき

#{(L1 × L2) ∩ Dτ (M)} = #{L1 ∩ τ−1(L2)}.

ここで、L2 = (τ2,M)とすると、τ−1(L2) = F (ττ2τ
−1,M)となり τ−1(L2)も

M の実形である。

(3) M をコンパクト型 Hermite対称空間とし、τ1, τ2 : M → M をM の正則等
長変換全体の単位連結成分の元によって共役な対合的反正則等長変換とする
と、Dτ1(M)とDτ2(M)は合同になる。さらに、Dτ1(M)とDτ2(M)が横断的
に交われば、#(Dτ1(M) ∩ Dτ2(M)) = #2M が成り立つ。

既約コンパクト型Hermite対称空間内の実形の交叉を調べる際に、極地における
実形の交叉は命題 6.5.12の (1)と (2)の場合しか現れないが、今後一般のコンパク
ト型Hermite対称空間内の実形の交叉を調べるために必要になる (3)も掲載した。

定理6.5.3の証明 q,mに関する帰納法で証明する。q = m = 1のとき、GC
2 (C4)

は複素二次超曲面Q4(C)に同型であり、GC
2 (C4)内の実形GH

1 (H2)とGR
2 (R4)はそれ

ぞれQ4(C)内の実形S0,4とS2,2と同型になる。したがって、定理 6.5.2よりL1∩L2

は L1の大対蹠集合になり、次が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = #2L1 = 2 < 6 = #2L2.

次に一般の q, mについて考える。GC
2q(C2m+2q)の極地は

M+
j = GC

j (C2q) × GC
2q−j(C2m) (0 ≤ j ≤ 2q)

となる。さらに、0 ≤ j ≤ 2qについて

GH
q (Hm+q) ∩ M+

j =

{
∅ (j :奇数)

GH
k (Hq) × GH

q−k(Hm) (j = 2k)

GR
2q(R2m+2q) ∩ M+

j = GR
j (R2q) × GR

2q−j(R2m).
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したがって、帰納法の仮定より

#{(L1 ∩ M+
2k) ∩ (L2 ∩ M+

2k)} =

(
q

k

)(
m

q − k

)
.

補題 6.4.4と例 6.2.6で示した二項係数の関係式より

#(L1 ∩ L2) =

q∑
k=0

#{(L1 ∩ M+
2k) ∩ (L2 ∩ M+

2k)} =

q∑
k=0

(
q

k

)(
m

q − k

)
=

(
m + q

q

)
= #2L1 <

(
2m + 2q

2q

)
= #2L2.

定理 6.5.4の証明 GC
n(C2n)の極地は

M+
j = GC

j (Cn) × GC
n−j(Cn) (0 ≤ j ≤ n)

となる。GC
j (Cn)とGC

n−j(Cn)は正則等長的であることに注意する。0 ≤ j ≤ nに
ついて

U(n) ∩ M+
j = Dτj

(GC
j (Cn))

GR
n(R2n) ∩ M+

j = GR
j (Rn) × GR

n−j(Rn).

したがって、補題 6.5.11と定理 6.4.7より

#{(L1 ∩ M+
j ) ∩ (L2 ∩ M+

j )} = #{(GR
j (Rn) × GR

n−j(Rn)) ∩ Dτj
(GC

j (Cn))}

= #2G
R
j (Rn) =

(
n

j

)
.

補題 6.4.4より

#(L1 ∩ L2) =
n∑

j=0

#{(L1 ∩ M+
j ) ∩ (L2 ∩ M+

j )} =
n∑

j=0

(
n

j

)
= 2n

= #2U(n) ≤
(

2n

n

)
= #2G

R
n(R2n).

定理 6.5.5の証明 GC
2m(C4m)の極地は

M+
j = GC

j (C2m) × GC
2m−j(C2m) (0 ≤ j ≤ 2m)

である。GC
j (C2m)とGC

2m−j(C2m)は正則等長的であることに注意する。0 ≤ j ≤ 2m

について

GH
m(H2m) ∩ M+

j =

{
∅ (j :奇数)

GH
k (Hm) × GH

m−k(Hm) (j = 2k)

U(2m) ∩ M+
j = Dτj

(GC
j (C2m)).
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したがって、補題 6.5.11と定理 6.4.7より

#{(L1 ∩ M+
2k) ∩ (L2 ∩ M+

2k)} = #{(GH
k (Hm) × GH

m−k(Hm)) ∩ Dτ2k
(GC

2k(C2m))}

= #2G
H
k (Hm) =

(
m

k

)
.

補題 6.4.4より

#(L1 ∩ L2) =
m∑

k=0

#{(L1 ∩ M+
2k) ∩ (L2 ∩ M+

2k)} =
m∑

k=0

(
m

k

)
= 2m

≤
(

2m

m

)
= #2G

H
m(H2m) ≤ 22m = #2U(2m).

ここで、m = 1のときは

#(L1 ∩ L2) = 21 =

(
2

1

)
= #2G

H
1 (H2) < 22 = #2U(2).

m ≥ 2のときは

#(L1 ∩ L2) = 2m <

(
2m

m

)
= #2G

H
m(H2m) < 22m = #2U(2m).

定理 6.5.6の証明 Sp(2m)/U(2m)の極地は

M+
j = GC

j (C2m) × GC
2m−j(C2m) (0 ≤ j ≤ 2m)

である。0 ≤ j ≤ 2mについて

Sp(m) ∩ M+
j =

{
∅ (j :奇数)

GH
k (Hm) (j = 2k)

(U(2m)/O(2m)) ∩ M+
j = GR

j (R2m).

したがって、定理 6.4.7より

#{(L1 ∩ M+
2k) ∩ (L2 ∩ M+

2k)} = #{GH
k (Hm) ∩ GR

2k(R2m)}

= #2G
H
k (Hm) =

(
m

k

)
.

補題 6.4.4と例 6.2.9、6.2.10より

#(L1 ∩ L2) =
m∑

k=0

#{(L1 ∩ M+
2k) ∩ (L2 ∩ M+

2k)} =
m∑

k=0

(
m

k

)
= 2m

= #2Sp(m) ≤ 22m = #2U(2m)/O(2m).

定理 6.5.7を証明するために、SO(4m)/U(2m)の極地を求めると、これらの極
地はすべて複素Grassmann多様体になり、定理 6.5.3、6.5.4、6.5.5の結果を適用
できる。これによって、今までと同様な手法で定理 6.5.7を証明できる。
定理 6.5.8と 6.5.9を証明するためには、極地を求めそれらの性質を調べる準備

が必要になるので、ここではその詳細は省略する。
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