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第1章 Morse関数

特に断らないかぎり考える多様体と関数はすべてC∞級とする。

1.1 Morse関数
定義 1.1.1 多様体M の点 pにおける接ベクトル空間を TpM で表し、多様体間の
C∞級写像 F :M → N の pでの微分写像を dFp : TpM → TF (p)N で表す。
f : M → Rを多様体M 上のC∞級関数とする。f の p ∈ M における微分写像

dfp : TpM → Tf(p)R = Rが 0になるとき、pを fの臨界点と呼ぶ。また、実数 f(p)

を fの臨界値と呼ぶ。すなわち、実数 aが fの特異値であるとは、fの特異点 pが
存在し a = f(p)となることである。

注意 1.1.2 多様体M 上のC∞級関数 f :M → Rを考える。p ∈M のまわりの局
所座標系 (x1, . . . , xn)をとると、

dfp =
n∑
i=1

∂f

∂xi
(p)dxip

と表せ、dx1p, . . . , dx
n
p は余接ベクトル空間 T ∗

pM (TpMの双対空間)の基底になるの
で、pが f の臨界点であるための必要十分条件は、

∂f

∂x1
(p) = · · · = ∂f

∂xn
(p) = 0

が成り立つことである。

注意 1.1.3 多様体がコンパクトならば、その上の関数は最大値と最小値を持つの
で、臨界点を持つ。

補題 1.1.4 多様体M 上の関数 f : M → Rが臨界点 p ∈ M を持っていると仮定
する。接ベクトルX,Y ∈ TpM を pのまわりのベクトル場 X̃, Ỹ に拡張し、

(∇2f)p(X, Y ) = (X̃Ỹ f)(p)

によって (∇2f)p(X, Y )を定めると、これはX, Y の拡張のとり方によらずに定まり、

(∇2f)p : TpM × TpM → R

は対称二次形式になる。
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定義 1.1.5 点 p ∈Mを多様体M上の関数 f :M → Rの臨界点とする。補題 1.1.4

の (∇2f)pを f の pにおけるHessianまたは二階微分と呼ぶ。(∇2f)pが非退化の
とき、pを fの非退化臨界点と呼ぶ。すべての臨界点が非退化である関数をMorse

関数という。
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注意 1.1.6 多様体M 上の C∞級関数 f : M → Rが臨界点 p ∈ M を持つと仮定
する。pのまわりの局所座標系 (x1, . . . , xn)をとると、注意 1.1.2より、

∂f

∂x1
(p) = · · · = ∂f

∂xn
(p) = 0

が成り立つ。接ベクトルX,Y ∈ TpM を

X =
n∑
i=1

X i ∂

∂xi

∣∣∣∣
p

, Y =
n∑
i=1

Y i ∂

∂xi

∣∣∣∣
p

と表す。Y を pのまわりのベクトル場に拡張したものを

Ỹ =
n∑
i=1

Ỹ i ∂

∂xi

で表す。このとき、

(∇2f)p(X, Y ) = X(Ỹ f) =
n∑
i=1

X i ∂

∂xi

∣∣∣∣
p

n∑
j=1

Ỹ j ∂f

∂xj

=
n∑
i=1

X i

(
∂Ỹ j

∂xi
(p)

∂f

∂xj
(p) + Y j ∂2f

∂xi∂xj
(p)

)

=
n∑

i,j=1

X iY j ∂2f

∂xi∂xj
(p).

これより、行列
[

∂2f

∂xi∂xj
(p)

]
は、基底

∂

∂x1

∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂xn

∣∣∣∣
p

に関する (∇2f)pの表現

行列になる。したがって、pが fの非退化特異点になるための必要十分条件は、行

列
[

∂2f

∂xi∂xj
(p)

]
が非退化行列になることである。

例 1.1.7 球面上の高さ関数の臨界点は非退化である。以下でこれを示す。球面 S2

は
S2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1}

によって定め、高さ関数は
f(x, y, z) = z

によって定める。S2における f の臨界点は (0, 0,±1)のみである。そこで ε = ±1

とおいて、f の臨界点を (0, 0, ε)で表す。(0, 0, ε)の近傍において、(x, y)は局所座
標になる。(x, y)によって f を表現すると

f(x, y) = z = ε
√

1− x2 − y2
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となる。f に一階微分を計算すると、(0, 0)が臨界点であることがわかる。これは
(0, 0, ε)に対応している。fに二階微分を計算すると、(x, y)における fの二階微分
の表現行列は [

−ε 0

0 −ε

]
となり

(∇2f)x((x, y), (x, y)) = −ε(x2 + y2)

を得る。特に、これは非退化である。したがって、fはS2上のMorse関数である。

例 1.1.8 退化臨界点を持つ関数を構成することは簡単である。たとえば退化二次
形式の 0における二階微分はその二次形式自身である。さらに、x 7→ x3のような
高次の多項式は退化臨界点を持つ。

定義 1.1.9 V を n次元多様体M の部分集合とする。V の各点 xに対して xのM

における座標近傍 (U, ϕ)が存在し、

ϕ(U ∩ V ) = ϕ(U) ∩Rd (Rd = {(u1, . . . , ud, 0, . . . , 0) ∈ Rn | ui ∈ R})

を満たすとき、V をM の d次元部分多様体と呼ぶ。ϕの逆写像を ϕ(U) ∩Rdに制
限した写像を V の局所的なパラメータ表示と呼ぶ。

定義より d次元部分多様体は d次元多様体であることがわかる。

命題 1.1.10 V ⊂ Rnを部分多様体とする。ほとんどすべての p ∈ Rnについて

fp : V → R ; x 7→ ∥x− p∥2

はMorse関数になる。

部分多様体 V の法ベクトル束N(V )を

N(V ) = {(x, v) ∈ Rn ×Rn | x ∈ V, v ⊥ TxV }

によって定め、写像Eを

E : N(V ) → Rn ; (x, v) 7→ x+ v

によって定める。

定義 1.1.11 等しい次元を持つ多様体の間の写像 f : M → N の x ∈ M における
微分写像 dfx : TxM → Tf(x)N が線形同型ではないとき、xを f の臨界点と呼ぶ。
f の臨界点の f による像を f の臨界値と呼ぶ。

補題 1.1.12 V の法ベクトル束 N(V )は Rn × Rn の n次元部分多様体になる。
(x, v) ∈ N(V )がEの臨界点であるための必要十分条件は、p = E(x, v) = x+ vと
おくと

∂2fp
∂ui∂uj

= 2

⟨
∂x

∂ui
,
∂x

∂uj

⟩
− 2

⟨
v,

∂2x

∂ui∂uj

⟩
.

を (i, j)成分に持つ行列が退化することである。
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補題 1.1.12の証明の概略 x0 ∈ V について、部分多様体の定義から定まる x0
のRnにおける開近傍 U とC∞級写像 ϕ : U → Rnをとる。ϕ : U → ϕ(U)の逆写
像を ψで表し、ψの変数を (u1, . . . , un)で表す。ψは微分同型写像だから、

∂ψ

∂u1
, . . . ,

∂ψ

∂un
(1.1)

は ϕ(U)の各点で線形独立である。特に ϕ(U ∩ V )においても線形独立である。し
たがって、

∂ψ

∂u1
, . . . ,

∂ψ

∂ud
(1.2)

は U ∩ V の各点で接ベクトル空間の基底になる。U の各点 xで (1.1)に Gram-

Schmidtの直交化法を施し、得られたものを (e1)x, . . . , (en)xとすると、

[(e1)x · · · (en)x] =
[
∂ψ

∂u1
(x) · · · ∂ψ

∂un
(x)

]
a11(x) · · · · · · a1n(x)

0
. . .

...
...

. . . . . .
...

0 · · · 0 ann(x)


となる。Rnの基底 (e1)x, . . . , (en)xの双対基底を (f1)x, . . . , (fn)xで表す。(x0, v0) ∈
N(V )をとると、U ×Rnは (x0, v0)の開近傍になる。

Φ : U ×Rn → Rn ×Rn ; (x, v) 7→ (ϕ(x), (f1)x(v), . . . , (fn)x(v))

によって写像Φを定める。すると

Φ((U ×Rn) ∩N(V )) = Φ(U ×Rn) ∩ (Rd ×Rn−d) = Φ(U ×Rn) ∩Rn

が成り立つ。したがって、N(V )はRn ×Rnの n次元部分多様体になる。
上記のΦより

(u1, . . . , ud, td+1, . . . , tn)

7→

(
ψ(u1, . . . , ud, 0, . . . , 0),

n∑
k=d+1

tk(ek)ψ(u1,...,ud,0,...,0)

)

はN(V )の局所的なパラメータ表示になる。ここで、(e1)ψ, . . . , (ed)ψはTψV の直交
補空間の正規直交基底であることに注意しておく。よって、(u1, . . . , ud, td+1, . . . , tn)

はN(V )の局所座標系になる。この局所座標系に関する写像Eの表示は

E(u1, . . . , ud, td+1, . . . , tn) = ψ(u1, . . . , ud, 0, . . . , 0) +
n∑

k=d+1

tk(ek)ψ(u1,...,ud,0,...,0)
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となり、局所座標系 (u1, . . . , ud, td+1, . . . , tn)による偏微分は

∂E

∂ui
=
∂ψ

∂ui
+

n∑
k=d+1

tk
∂ek
∂ui

∂E

∂tj
= ej

である。非退化性を調べるために次の補題を準備する。

補題 1.1.13 Y1, . . . , YnをRnの基底とする。Rnの元X1, . . . , Xnが線形独立であ
るための必要十分条件は、行列 [⟨Xi, Yj⟩]が非退化になることである。

dEの階数が最大階数であることの必要十分条件は、 ∂E
∂ui
, ∂E
∂tk
とRnの基底

∂ψ

∂u1
, . . . ,

∂ψ

∂ud
, ed+1, . . . , en

との内積を並べた正方行列⟨ ∂E∂ui , ∂ψ∂uj⟩ ⟨
∂E
∂ui
, el

⟩⟨
∂E
∂tk
, ∂ψ
∂uj

⟩ ⟨
∂E
∂tk
, el

⟩ =

[⟨
∂E
∂ui
, ∂ψ
∂uj

⟩ ⟨
∂E
∂ui
, el

⟩
0 1n−d

]

が非退化になることである。さらにこの条件は、d次正方行列[⟨
∂E

∂ui
,
∂ψ

∂uj

⟩]
が非退化であることと同値である。⟨

∂E

∂ui
,
∂ψ

∂uj

⟩
=

⟨
∂ψ

∂ui
+

n∑
k=d+1

tk
∂ek
∂ui

,
∂ψ

∂uj

⟩

=

⟨
∂ψ

∂ui
,
∂ψ

∂uj

⟩
+

n∑
k=d+1

tk

⟨
∂ek
∂ui

,
∂ψ

∂uj

⟩
.

ここで、d+ 1 ≤ k ≤ nに対して⟨
∂ek
∂ui

,
∂ψ

∂uj

⟩
+

⟨
ek,

∂2ψ

∂ui∂uj

⟩
= 0

を得る。そこで

v =
n∑

k=d+1

tkek, p = x+ v

とすると、x− p = −vとなり
∂2fp
∂ui∂uj

= 2

⟨
∂x

∂ui
,
∂x

∂uj

⟩
− 2

⟨
v,

∂2x

∂ui∂uj

⟩
= 2

⟨
∂E

∂ui
,
∂ψ

∂uj

⟩
.

これより、(x, v)がEの臨界点ではないための必要十分条件は、上記成分を持つ行
列が正則になることである。
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命題 1.1.10の証明の続き 補題 1.1.12より x ∈ V が関数 fp : V → Rの臨界点
であり、二階微分が退化するための必要十分条件は、p = x+ v, v ∈ T⊥

x V となり、
(x, v) ∈ N(V )が E の臨界点になることである。これより、pが E の臨界値でな
ければ fpの臨界点はすべて非退化になり、Morse関数になる。次の定理 1.1.14を
E : N(V ) → Rnに適用すると、ほとんどすべてのRnの点 pはEの臨界値ではな
いので、fpはMorse関数になる。

定理 1.1.14 (Sard) 等しい次元を持つ多様体の間の写像 f : M → N に対して、
ほとんどすべてのN の点は f の臨界値ではない。

1.2 Morseの補題
Morseの補題とは非退化臨界点の近傍における関数の局所座標表示の標準形で

ある。次の補題を準備しておく。

補題 1.2.1 Rの 0を含む開区間で定義されたC∞級関数 f に対して、同じ定義域
のC∞級関数 gが存在して、次が成り立つ。

f(x) = f(0) + f ′(0)x+ g(x)x2, f ′′(0) = 2g(0).

定理 1.2.2 pを多様体 V 上の関数 f : V → Rの非退化臨界点とする。このとき、
pのまわりの局所座標近傍 (U, ϕ)と iが存在して、次が成り立つ。

ϕ(p) = 0, f ◦ ϕ−1(x1, . . . , xn) = f(p)−
i∑

j=1

x2j +
n∑

j=i+1

x2j .

証明の概略 定理の結論は局所的なので、V = Rnとしても差し支えない。さ
らに p = 0とする。(∇2f)0は対称だから、Rnの座標変換により (∇2f)0を対角化
できる。そこで、最初から (∇2f)0はRnの標準的な座標に関して対角化されてい
るとして議論できる。
次元 nに関する数学的帰納法で証明する。n = 1の場合、補題 1.2.1を適用する

ことにより結論が得られる。
Rn = R ×Rn−1とみなして、Rnの点を x ∈ R, y ∈ Rn−1 によって (x, y)と表

すことにする。

F (x, y) =
∂f

∂x
(x, y)

とおくと、F (0, 0) =
∂f

∂x
(0, 0) = 0であり、

∂F

∂x
(0, 0) =

∂2f

∂x2
(0, 0) ̸= 0
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が成り立つ。よって陰関数定理を適用でき、Rn−1における 0の近傍で定義された
関数 ϕが存在して

F (ϕ(y), y) = 0, ϕ(0) = 0

が成り立つ。
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定理1.2.2証明の概略の続き ϕが陰関数であることから dϕ0 = 0がわかる。Rn

の (0, 0)の近傍で定義された写像

Φ(x, y) = (x+ ϕ(y), y)

を定めると、dΦ(0,0)は単位行列になり、逆写像定理よりΦは (0, 0)の近傍で座標変
換になる。さらに

∂

∂x
(f ◦ Φ)(0, y) = ∂f

∂x
(ϕ(y), y) = F (ϕ(y), y) = 0

と
∇2(f ◦ Φ)(0,0) = ∇2f(0,0)

が成り立つ。
上記の座標変換により問題の関数 f はさらに

∂f

∂x
(0, y) = 0

を満たすとしてよい。関数 f を f(x, y) = fy(x)と表し、fyをパラメータ y ∈ Rn−1

付き一変数関数として扱う。fyに補題 1.2.1を適用すると同じ定義域のC∞級関数
gyが存在して、

fy(x) = fy(0) + f ′
y(0)x

2 + gy(x)x
2

が成り立つ。上記の前提により

f ′
y(0) =

∂f

∂x
(0, y) = 0

である。よって
fy(x) = fy(0) + gy(x)x

2

が成り立つ。さらに、0の近傍においてf ′′
y (0) ̸= 0である。なぜならば、もしf ′′

0 (0) =

0ならば、(∇2f)0の表現行列は対角行列なので、0が fの非退化臨界点であること
に反する。よって f ′′

0 (0) ̸= 0であり、0の近傍において f ′′
y (0) ̸= 0である。n = 1の

場合を利用すると、x1 =
√
ϵgy(x)xとおけば、

f = ϵx21 + fy(0) = ϵx21 + f(0, y)

となる。y 7→ f(0, y)はRn−1の 0の開近傍で定義された 0を非退化臨界点に持つ
関数である。これにより、定理を nに関する帰納法で証明できる。

定義 1.2.3 定理 1.2.2が成り立つ座標系をMorse座標系と呼ぶ。定理 1.2.2にお
ける iをこの非退化臨界点の指数と呼ぶ。

系 1.2.4 関数の非退化臨界点は臨界点の中で孤立する。



10 2014年 5月 20日

注意 1.2.5 n次元多様体上の関数 f の指数 iの臨界点は、−f の指数 n− iの臨界
点である。極小値をとる非退化臨界点の指数は 0であり、極大値をとる非退化臨
界点の指数は nである。2変数関数の指数 1の臨界点は鞍型と呼ばれる。

命題 1.2.6 f :M → Rと g : N → Rを多様体上の関数とする。

f + g :M ×N → R ; (x, y) 7→ f(x) + g(y)

によってM ×N 上の関数 f + gを定める。このとき、(x, y) ∈M ×N が f + gの
臨界点であるための必要十分条件は、xが fの臨界点でありかつ yが gの臨界点で
あることである。よって、f + gの臨界点全体は f の臨界点と gの臨界点の組全体
に一致する。さらに、(x, y) ∈ M × N が f + gの非退化臨界点であるための必要
十分条件は、xが fの非退化臨界点でありかつ yが gの非退化臨界点であることで
ある。よって、f + gがMorse関数であるための必要十分条件は、f がMorse関数
でありかつ gがMorse関数であることである。
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命題1.2.6の補足 (x, y)が f+gの非退化臨界点であるとき、f+gに関する (x, y)

の指数は f に関する xの指数と gに関する yの指数の和に一致する。

例 1.2.7 R上の関数
f : R → R ; x 7→ cos(2πx)

は T 1 = R/Z上の関数を誘導する。f の臨界点を求めるために f の微分を求める。

df = −2π sin(2πx)dx

となるため、臨界点はR2で考えると 1
2
Zであり、T 1で考えると臨界点の代表元は

0,
1

2

である。cosのTaylor展開の形より、f の臨界点は非退化であり、f はMorse関数
になる。臨界点 0の指数は 1であり、臨界点 1

2
の指数は 0である。

T 1の n個の積を T n = T 1 × · · · × T 1と表す。命題 1.2.6を繰り返し適用するこ
とにより

f + · · ·+ f : T n → R

はMorse関数であり、その臨界点の全体は{
(ϵ1, . . . , ϵn)

∣∣∣∣ϵi = 0,
1

2

}
である。臨界点 (ϵ1, . . . , ϵn)の指数は、#{i | ϵi = 0}に一致する。
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第2章 勾配ベクトル場

2.1 一径数変換群と単位の分割
定義 2.1.1 M を多様体とし、XをM 上のベクトル場とする。開区間 Iで定義さ

れたM の曲線 c : I → M が
dc

dt
(t) = Xc(t) (t ∈ I) を満たすとき、cをX の積分

曲線と呼ぶ。

定義 2.1.2 M を多様体とし、XをM 上のベクトル場とする。Xの任意の積分曲
線がR上定義された積分曲線に拡張できるとき、Xを完備という。

定理 2.1.3 コンパクト多様体上の任意のベクトル場は完備である。

コンパクト多様体M 上のベクトル場X と p ∈ M に対して、X の積分曲線 cp :

R → M であり cp(0) = pを満たすものをとる。このとき、ϕt(p) = cp(t)によって
写像 ϕt :M →M が定まる。

定理 2.1.4 上記の設定のもとで、任意の t ∈ Rについて ϕt :M →M は微分同型
写像になる。さらに次の (1)から (3)が成り立つ。

(1) ϕ0 = 1M

(2) 任意の s, t ∈ Rについて ϕt+s = ϕt ◦ ϕs

(3) 任意の t ∈ Rについて ϕ−1
t = ϕ−t

定義 2.1.5 M を多様体とする。t ∈ Rに対して微分同型写像 ϕt :M →M が定ま
り、{ϕt}t∈Rが定理 2.1.4の (1)から (3)を満たすとき、{ϕt}t∈RをM の一径数変換
群という。

多様体M 上の一径数変換群 {ϕt}t∈Rに対して
d

dt
ϕt(p)

∣∣∣∣
t=0

= Xp ∈ TpM によっ

てM 上のベクトル場Xを定めると、Xは完備ベクトル場になり、Xから定まる
一径数変換群は元の {ϕt}t∈Rに一致する。したがって、コンパクト多様体において
はベクトル場と一径数変換群は一対一に対応する。

定義 2.1.6 Xを集合とし、{Aλ}λ∈ΛをXの部分集合族とする。X =
∪
λ∈Λ

Aλ が成

り立つとき、{Aλ}λ∈ΛをXの被覆という。Λが有限集合のとき、{Aλ}λ∈ΛをXの
有限被覆という。

定義 2.1.7 位相空間X上の連続関数 f に対して、supp(f) = {x ∈ X | f(x) ̸= 0}
を f の台と呼ぶ。



2014年 6月 3日 13

定理 2.1.8 コンパクト多様体M上の任意の開被覆 {Uα}α∈Aに対して、次の (1)か
ら (3)を満たすM 上の有限個の関数 {ϕi}1≤i≤N が存在する。

(1) 0 ≤ ϕi ≤ 1 (1 ≤ i ≤ N).

(2) 任意の 1 ≤ i ≤ N に対してある α ∈ Aが存在して、supp(ϕi) ⊂ Uαが成り
立つ。

(3) M 全体で
N∑
i=1

ϕi = 1が成り立つ。

定義 2.1.9 定理 2.1.8の {ϕi}1≤i≤N を開被覆 {Uα}α∈Aに属する単位の分割という。
条件 (3)より {supp(ϕi)}1≤i≤N はM の有限被覆になる。

2.2 勾配ベクトル場と擬勾配ベクトル場
f がRn上で定義された関数ならば、f の勾配ベクトル場 gradf は

gradxf =

(
∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn

)
によって定義される。Rnの標準内積 ⟨ , ⟩と f の微分 df を使って

⟨gradxf, Y ⟩ = (df)x(Y ) (Y ∈ Rn)

によっても定まる。関数の勾配ベクトル場の定義ではRn全体で定義された座標系
を利用しているが、上のRnの内積と関数の微分による関係式は、各接ベクトル空
間の内積があれば関数の勾配ベクトル場を定義できることを示唆している。そこ
でRiemann計量の概念を導入し、それを利用して関数の勾配ベクトル場の定義を
拡張する。

定義 2.2.1 多様体M の各点 p ∈ M の接ベクトル空間 TpM に内積 ⟨ , ⟩pが存在
し、M 上の任意の C∞級ベクトル場X, Y に対して ⟨X, Y ⟩がM 上の C∞級関数
になるとき、⟨ , ⟩をM 上のRiemann計量と呼び、(M, ⟨ , ⟩)をRiemann多様
体と呼ぶ。Riemann多様体の接ベクトルの長さや角度は、Riemann計量によって
Euclid空間と同様に定める。

定義 2.2.2 Riemann多様体 (M, ⟨ , ⟩)上の関数 f の勾配ベクトル場 gradf を

⟨gradxf, Yx⟩ = (df)x(Yx) (x ∈M, Y ∈ TxM)

によって定義する。
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命題 2.2.3 Riemann多様体上定義された関数の勾配ベクトル場は次の性質を持つ。

(1) 関数の勾配ベクトル場の零点と関数の臨界点は一致する。

(2) Riemann多様体がコンパクトのとき、多様体上定義された関数 f と−gradf

の定める一径数変換群 ϕtに対して

d

dt
f(ϕt(x)) = −∥gradϕt(x)f∥

2 < 0

が成り立ち、関数 f は ϕt(x)に沿って減少する。

定義 2.2.4 f :M → Rを多様体M 上のMorse関数とする。次の条件を満たすM

上のベクトル場Xを f の擬勾配ベクトル場という。

(1) (df)x(Xx) ≤ 0であり、等号成立の必要十分条件は xが f の臨界点になるこ
とである。

(2) f の臨界点のある近傍のMorse座標系において、XはRnの標準的な内積に
関する f の勾配ベクトル場の−1倍に一致する。
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例 2.2.5 関数の非退化臨界点におけるMorse座標系による表示

f(x1, . . . , xn) = f(p)−
i∑

j=1

x2j +
n∑

j=i+1

x2j

を利用して、擬勾配ベクトル場から定まる一径数変換群を求める。

gradf = (−2x1, . . . ,−2xi, 2xi+1, . . . , 2xn)

となり、
−gradf = (2x1, . . . , 2xi,−2xi+1, . . . ,−2xn)

を得る。−gradf の積分曲線は

dx(t)

dt
= −gradx(t)f = (2x1(t), . . . , 2xi(t),−2xi+1(t), . . . ,−2xn(t))

を満たす。これより

x(t) = (x1(0)e
2t, . . . , xi(0)e

2t, xi+1(0)e
−2t, . . . , xn(0)e

−2t)

となる。したがって、−gradf が定める一径数変換群 ϕtは

ϕt = diag(e2t, . . . , e2t, e−2t, . . . , e−2t)

である。これより

ϕt(x) = (e2tx1, . . . , e
2txi, e

−2txi+1, . . . , e
−2txn).

定理 2.2.6 コンパクト多様体上のMorse関数の擬勾配ベクトル場は存在する。

証明 M をコンパクト多様体とし、f : M → RをMorse関数とする。f の臨
界点は孤立し、M はコンパクトだから、f の臨界点全体は有限集合である。そこ
で、f の臨界点全体を c1, . . . , cr とする。これら臨界点におけるMorse座標系を
(U1, ϕ1), . . . , (Ur, ϕr)とする。U1, . . . , Ur は互いに素である。これらに局所座標近
傍 (Uj, ϕj) (r + 1 ≤ j ≤ N)を追加して、(Uj)1≤j≤N がM の有限開被覆であり、
ci (1 ≤ i ≤ r)は Uiにのみ含まれるようにできる。
各 1 ≤ j ≤ N について Uj 上のベクトル場Xj を次のように定める。f ◦ ϕ−1

j は
Rnの開集合 ϕj(Uj)上の関数である。Rnの標準的な内積に関する f ◦ ϕ−1

j の勾配
ベクトル場を grad(f ◦ ϕ−1

j )で表す。grad(f ◦ ϕ−1
j )を ϕ−1

j の微分写像で写したもの
の−1倍をXjとする。すなわち

(Xj)x = −d(ϕ−1
j )ϕj(x)(gradϕj(x)(f ◦ ϕ−1

j )) (x ∈ Uj)
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である。すると

dfx((Xj)x) = −dfx(d(ϕ−1
j )ϕj(x)(gradϕj(x)(f ◦ ϕ−1

j )))

= −d(f ◦ ϕ−1
j )ϕj(x)(gradϕj(x)(f ◦ ϕ−1

j ))

= −∥gradϕj(x)(f ◦ ϕ−1
j )∥2 ≤ 0.

さらに、Xjの零点は f の Ujにおける臨界点に一致する。
次に (Uj)1≤j≤N に属する単位の分割 (ψj)1≤j≤N をとる。

X̃j(x) =

{
ψj(x)Xj(x) (x ∈ Uj)

0 (x /∈ Uj)

によってM 上のベクトル場 X̃jを定め、

X =
N∑
j=1

X̃j

によってM 上のベクトル場Xを定める。以下でXが f の擬勾配ベクトル場であ
ることを示す。各点 x ∈M において

dfx(Xx) =
N∑
j=1

dfx((X̃j)x) ≤ 0.

等号成立の必要十分条件は、任意の jについて dfx((X̃j)x) = 0が成り立つことで
ある。さらに任意の jについて ψj(x)Xj(x) = 0が成り立つことと同値である。こ
れは xが f の臨界点であるか、または任意の jについてψj(x) = 0であることと同
値である。しかし、{ψj}jは単位の分割だから後半は起こらない。すなわち、等号
成立の必要十分条件は xが f の臨界点になることである。
Xの臨界点 ciのある近傍においてXはXiに一致し、f のMorse座標系に関し

てRnの標準的な内積に関する f の負の勾配ベクトル場に一致する。以上よりX

は f の擬勾配ベクトル場であることがわかる。

定義 2.2.7 aをコンパクト多様体上Mの関数 fの臨界点とする。ϕtを fの擬勾配
ベクトル場から定まる一径数変換群とする。aの安定多様体を

W s(a) =

{
x ∈M

∣∣∣∣ lim
t→+∞

ϕt(x) = a

}
によって定め、不安定多様体を

W u(a) =

{
x ∈M

∣∣∣∣ lim
t→−∞

ϕt(x) = a

}
によって定める。擬勾配ベクトル場とその一径数変換群が存在すれば、安定多様
体と不安定多様体を定義できる。
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命題 2.2.8 コンパクト多様体M 上のMorse関数の臨界点 aの安定多様体W s(a)

と不安定多様体W u(a)は V の開円板と微分同型な部分多様体になる。さらに、a
の指数を Ind(a)とすると、次の等式が成り立つ。

dimW u(a) = codimW s(a) = Ind(a).

証明の概要 M 上の Morse 関数 f の非退化臨界点 a における Morse 座標系
(U ;x1, . . . , xn)をとる。Mの開集合Uと局所座標系による像であるRnの開集合を
同一視する。簡単のため i = Ind(a)と書く。f −f(a)を改めて fとすると f(a) = 0

としてよい。f の U における局所表示は

f(x1, . . . , xn) = −
i∑

j=1

x2j +
n∑

j=i+1

x2j

である。

V− = {(x1, . . . , xi, 0, . . . , 0) | xj ∈ R (1 ≤ j ≤ i)},
V+ = {(0, . . . , 0, xi+1, . . . , xn) | xj ∈ R (i+ 1 ≤ j ≤ n)}

とおく。Rnの元 xを

x = x− + x+ (x− ∈ V−, x+ ∈ V+)

と表す。f(x) = −∥x−∥2 + ∥x+∥2であることに注意しておく。次のU(ϵ, η)がU に
含まれるように十分小さい ϵ, η > 0をとる。

U(ϵ, η) = {x ∈ Rn | −ϵ < f(x) < ϵ, ∥x−∥2∥x+∥2 ≤ η(ϵ+ η)}

ここで
∂±U = {x ∈ U | f(x) = ±ϵ, ∥x∓∥2 ≤ η}

とおくと、∂±U ⊂ ∂U(ϵ, η)である。次に

∂0U = {x ∈ ∂U | ∥x−∥2∥x+∥2 = η(ϵ+ η)}

とおくと、∂0U ⊂ ∂U(ϵ, η)であり

∂U(ϵ, η) = ∂+U ∪ ∂−U ∪ ∂0U

が成り立つ。V+, V−の定め方より

W s(a) ∩ U = V+ ∩ U, W u(a) ∩ U = V− ∩ U

が成り立つ。f の擬勾配ベクトル場の定める一径数変換群を ϕtとする。

Φ+ : (∂+U ∩ V+)×R →M ; (x, t) 7→ ϕt(x)
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によってΦ+を定める。∂+U ∩ V+は V+内の超球面だから、n− i− 1次元球面で
ある。さらに、W s(a)はΦ+の像と {a}の合併に一致し、n− i次元円板と微分同
型になる部分多様体であることがわかる。
安定多様体の場合と同様にW u(a)は i次元円板と微分同型になる部分多様体で

あることもわかる。

命題 2.2.9 Mをコンパクト多様体とし、f をM上定義されたMorse関数とする。
f の擬勾配ベクトル場の積分曲線 γに対して、f の臨界点 c, dが存在して次が成り
立つ。

lim
t→−∞

γ(t) = c, lim
t→∞

γ(t) = d.

証明 γの像が fの臨界点を含む場合は、γの像はその臨界点のみになり命題の
主張は成り立つ。そこで、γの像が f の臨界点を含まない場合を考える。
fの臨界点全体をCrit(f)で表すと、Crit(f)は離散的になり、特に有限集合であ

る。各 x ∈ Crit(f)に対して f のMorse座標系を持つ開近傍を U(x)で表す。
擬勾配ベクトル場の定義より f(γ(t))は単調減少関数である。γの像がある x ∈

Crit(f)の U(x)と交わりを持つとき、

lim
t→∞

f(γ(t)) = x

が成り立つか、または、U(x)∩γ(R) = γ(I)となる有限開区間 Iが存在する。後者
の場合は γ(t)は I において U(x)に入り出ていく。f(γ(t))は単調減少であること
から、γ(t)はU(x)と二度と交わることはない。もし、γ(t)がどの臨界点にも収束
しないとすると、各 x ∈ Crit(f)に対して γは U(x)と高々一回交わる。したがっ
て、ある t0が存在して t ≥ t0のとき γ(t)は

U =
∪

x∈Crit(f)

U(x)

には含まれない。γを定める f の擬勾配ベクトル場をXで表すと、M −U はコン
パクトだから、ある δ > 0が存在して

dfx(Xx) ≤ −δ (x ∈M − U)

が成り立つ。これより t ≥ t0のとき

f(γ(t))− f(γ(t0)) =

∫ t

t0

d

dt
f(γ(t))dt =

∫ t

t0

dfγ(t)(γ
′(t))dt =

∫ t

t0

dfγ(t)(Xγ(t))dt

≤ −δ(t− t0)

となり
lim
t→∞

f(γ(t)) = −∞.

これは f がコンパクト多様体M 上の関数であることに矛盾する。
以上よりある臨界点 d ∈ Crit(f)が存在して lim

t→∞
γ(t) = dが成り立つ。ある臨界

点 cが存在して lim
t→−∞

γ(t) = c が成り立つことも同様にわかる。
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多様体M 上の関数 f と実数 aに対して

Ma = f−1((−∞, a])

とおく。

定理 2.2.10 fをコンパクト多様体M上の関数とする。a, bは実数であり、閉区間
[a, b]は f の臨界値を持たないとする。このとき、MaはM bと微分同型である。

系 2.2.11 (Reeb) Mをコンパクト多様体とする。二つの臨界点のみ持つM上の
Morse関数が存在すれば、M は球面に位相同型である。

証明 問題のMorse関数を f とする。f の二つの臨界点は最大値と最小値を与
える点である。必要なら f を一次式によって変換することにより、f(M) = [0, 1]

とできる。f の最大値と最小値を与える臨界点はMorse座標系を持つので、ある
ϵ > 0が存在して f−1([0, ϵ]) =M ϵと f−1([1− ϵ, 1])は n次元単位閉円板Dnと微分
同型になる。定理 2.2.10よりM1−ϵはM ϵと微分同型になり、M ϵはDnと微分同
型である。これよりM1−ϵもDnと微分同型である。さらに

M =M1−ϵ ∪ f−1([1− ϵ, 1]), M1−ϵ ∩ f−1([1− ϵ, 1]) = ∂M1−ϵ = ∂f−1([1− ϵ, 1]).

ここで、∂M1−ϵ と ∂f−1([1 − ϵ, 1])はどちらも Sn−1 と微分同型である。そこで、
Sn−1の点を ∂M1−ϵの点、∂f−1([1− ϵ, 1])の点、Sn−1の点を対応させる写像をϕで
表すと、ϕ : Sn−1 → Sn−1は位相同型である。M は、二つのDnの境界 Sn−1を ϕ

によって対応する点を同一視した位相空間と位相同型になる。したがって、M は
Snと位相同型である。

定義 2.2.12 X,Y を位相空間とし、f, g : X → Y を連続写像とする。次の条件 (1)

と (2)を満たす連続写像 F : X × [0, 1] → Y が存在するとき、f ∼ gと書き、f, g
はホモトピックであるという。

(1) F (x, 0) = f(x) (x ∈ X),

(2) F (x, 1) = g(x) (x ∈ X).

定義 2.2.13 位相空間の間の連続写像 f : X → Y に対してある連続写像 f ′ : Y →
Xが存在し

f ′ ◦ f ∼ 1X , f ◦ f ′ ∼ 1Y

を満たすとき、f をホモトピー同値と呼び、Xと Y はホモトピー同値である、ま
たは同じホモトピー型を持つという。
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n次元閉円板 Dn と一点 {0}がホモトピー同値であることを示す。f : Dn →
{0} ; x 7→ 0とf ′ : {0} → Dn ; 0 7→ 0によって連続写像f, f ′を定める。f ◦f ′ = 1{0}
である。

F (x, t) = tx ((x, t) ∈ Dn × [0, 1])

によって連続写像 F : Dn × [0, 1] → {0}を定めると、

F (x, 0) = 0 = f ′ ◦ f(x), F (x, 1) = x = 1Dn(x)

となり、f ′ ◦ f と 1Dnはホモトピックになる。したがって、Dnと一点 {0}はホモ
トピー同値である。

定義 2.2.14 Mを境界 ∂Mを持つ多様体とし、連続写像 ϕ : Sk−1 → ∂Mが存在す
るとき、x ∈ Sk−1と ϕ(x) ∈ ∂M を同一視することによって位相空間M ∪Bkの同
値関係を定め、商集合M ∪ϕ Bkに商位相を入れたものを、M にBkを境界で接着
した位相空間と呼ぶ。
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定理 2.2.15 f を多様体M 上の関数とする。pを f の指数 λの非退化臨界点とす
る。f(p) = cとおき、ある ϵ > 0に対して f−1([c− ϵ, c+ ϵ])はコンパクトであり、p
以外の fの特異点を含まないと仮定する。このとき、さらに十分小さな ϵ > 0に対
してM c+ϵはM c−ϵにBλを境界で接着した位相空間M c−ϵ ∪Bλと同じホモトピー
型を持つ。

2.3 Smaleの条件
定義 2.3.1 多様体M 内の部分多様体Xと Y が

x ∈ X ∩ Y ⇒ TxX + TxY = TxM

が成り立つとき、Xと Y は横断的に交わるといい、X t Y と表す。特に交わらな
い二つの部分多様体は横断的に交わるという。

命題 2.3.2 多様体M内の部分多様体Xと Y が横断的に交わるとき、X ∩Y はM

の部分多様体になり、次が成り立つ。

Tx(X ∩ Y ) = TxX ∩ TxY (x ∈ X ∩ Y ),

dim(X ∩ Y ) = dimX + dimY − dimM.

定義 2.3.3 コンパクト多様体上のMorse関数 f の擬勾配ベクトル場が Smaleの
条件を満たすとは、すべての臨界点の安定多様体と不安定多様体が横断的に交わ
ることである。

いくつかの場合にはいつでも安定多様体と不安定多様体が横断的に交わる。

補題 2.3.4 コンパクト多様体M 上のMorse関数 f の任意の擬勾配ベクトル場に
対して、以下が成り立つ。

(1) 同じ臨界点 aに対してW u(a) t W s(a)である。

(2) 臨界点 aと bは異なり f(a) ≤ f(b)ならば、W u(a) ∩W s(b) = ∅が成り立つ。
特にW u(a)とW s(b)は横断的である。

証明 一般的にコンパクト多様体M 上のMorse関数 f の臨界点 aに対して

f(W s(a)) ⊂ [f(a),∞), f(W u(a)) ⊂ (−∞, f(a)]

が成り立つ。さらに

f(W s(a)− {a}) ⊂ (f(a),∞), f(W u(a)− {a}) ⊂ (−∞, f(a))
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が成り立つ。これより (W s(a)−{a})∩(W u(a)−{a}) = ∅となり、W s(a)∩W u(a) =

{a}が成り立つ。aにおいて

Ta(W
s(a)) + Ta(W

u(a)) = V+ + V− = TaM

となり、W s(a)とW u(a)は横断的に交わる。さらに

f(W u(a)− {a}) ⊂ (−∞, f(a)), f(W s(b)− {b}) ⊂ (f(b),∞)

だから、(W u(a)−{a})∩(W s(b)−{b}) = ∅となり、a ̸= bだからW u(a)∩W s(b) = ∅
が成り立つ。特にW u(a)とW s(b)は横断的である。
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命題 2.3.5 f をコンパクト多様体M上のMorse関数とし、f の擬勾配ベクトル場
Xが Smaleの条件を満たしていると仮定する。f の臨界点 a, bであってW u(a)と
W s(b)が交わるものをとり、M(a, b) = W u(a)∩W s(b)とおく。これらに対して以
下が成り立つ。

(1) f(a) > f(b).

(2) M(a, b)はM の部分多様体であり、

M(a, b) =

{
x ∈M

∣∣∣∣ lim
t→−∞

ϕt(x) = a, lim
t→∞

ϕt(x) = b

}
,

dim(M(a, b)) = Ind(a)− Ind(b)

が成り立つ。特に Ind(a) > Ind(b)である。

(3) Xから定まるM の一径数変換群 ϕtはM(a, b)にも作用する。この作用は自
由である。

(4) ϕtのM(a, b)への作用による商空間をL(a, b)で表すと、L(a, b)は aから bへ
のXの積分曲線全体とみなすことができる。さらに多様体になり

dimL(a, b) = Ind(a)− Ind(b)− 1.

(5) f(a) > α > f(b)を満たす f の正則値 αに対して、M(a, b)∩ f−1(α)はM の
部分多様体になり、L(a, b)と微分同型である。

証明の概略 (1) 補題 2.3.4の (2)の対偶。
(2) W u(a)とW s(b)の定義から

M(a, b) =

{
x ∈M

∣∣∣∣ lim
t→−∞

ϕt(x) = a, lim
t→∞

ϕt(x) = b

}
が従う。Smaleの条件より、W u(a)とW s(b)は横断的に交わり、命題 2.3.2より
M(a, b) = W u(a) ∩W s(b) はM の部分多様体になる。

dimW u(a) + dimW s(b) = n+ dim(W u(a) ∩W s(b))

が成り立つ。定義より dimW u(a) = Ind(a)と dimW s(b) = n− Ind(b)となるので、

Ind(a)− Ind(b) = dim(W u(a) ∩W s(b)) = dim(M(a, b))

を得る。dim(M(a, b)) ≥ 1だから Ind(a) > Ind(b)である。

補題 2.3.6 コンパクト多様体上のMorse関数 fを任意に近いMorse関数に置き換
えることにより、その臨界点の関数の値はすべて異なるようにできる。
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証明 fの各臨界点においてMorse座標系を持つ開近傍全体の合併をUで表す。
M − U はコンパクトでありM − U 上 df(X) < 0だから、ある ϵ0 > 0が存在して
M − U 上では df(X) < −ϵ0が成り立つ。M 上の次の条件を満たす関数 hをとる
ことができる。

(1) f の各臨界点のMorse座標系を持つ開近傍において定数である。

(2) M − U において |dh(X)| < 1
2
ϵ0が成り立つ。

(3) f の異なる臨界点 cと c′に対して

f(c) + h(c) ̸= f(c′) + h(c′).

このとき、f + hもMorse関数であり、次を満たす。

(1) f + hの臨界点の全体は f の臨界点全体に一致する。

(2) Xは f + hの擬勾配ベクトル場である。

(3) f + hの臨界点における値はすべて異なる。
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定理 2.3.7 (Smale) M をコンパクト多様体とし、f をM 上の臨界点での値がす
べて異なるMorse関数とする。このとき、X に近い f の擬勾配ベクトル場X ′が
存在して、X ′は Smaleの条件を満たす。
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第3章 Morse複体
この章を通して以下を前提とする。M をコンパクト多様体、f をM 上のMorse

関数であり、臨界点での値はすべて異なるとする。さらにXを f の擬勾配ベクト
ル場とし、Smaleの条件を満たすとする。これらの条件を満たすものが存在する
ことは前章までに示している。

3.1 Morse複体
Morse関数 f の二つの臨界点 aと bに対して、積分曲線の折れ線の集合

L(a, b) =
∪

ci∈Crit(f)

L(a, c1)× L(c1, c2)× · · · × L(cq−1, b)

を定める。命題 2.3.5より、f(ci) ≤ f(ci+1)の場合はL(ci, ci+1) = ∅であり、f(ci) >
f(ci+1)の場合は Ind(ci) > Ind(ci+1)であることに注意しておく。

定理 3.1.1 L(a, b)はコンパクトである。

系 3.1.2 Ind(a) = Ind(b) + 1ならば、L(a, b)は有限集合である。

定理 3.1.3 Ind(a) = Ind(b) + 2ならば、L(a, b)は境界を持つコンパクト 1次元多
様体である。

定理 3.1.4 1次元コンパクト連結多様体は、S1または [0, 1]に微分同型である。

整数環 Zの極大イデアル 2Zによる剰余環 Z2 = Z/2Zは体になる。f の指数
k の臨界点全体を Critk(f)で表し、Critk(f)の生成する Z2 上のベクトル空間を
Ck(F )で表す。f の擬勾配ベクトル場X から定まる ∂X : Ck(f) → Ck−1(f)を定
義するには、a ∈ Critk(f)に対して ∂X(a)を定めれば十分である。系 3.1.2より各
b ∈ Critk−1(f)についてL(a, b)は有限集合になるので、#L(a, b) = #L(a, b) に対
応するZ2の元を nX(a, b)で表すことができる。

∂X(a) =
∑

b∈Critk−1(f)

nX(a, b)b

によって ∂X(a)を定める。

命題 3.1.5 ∂X ◦ ∂X = 0が成り立つ。

(Ck(f), ∂X)をM上のMorse関数とその擬勾配ベクトル場Xから定まるMorse

複体という。命題 3.1.5よりCk+1(f)において ∂X ◦ ∂X = 0が成り立つので、Ck(f)
において im∂X ⊂ ker ∂X となる。したがって、これらから定まる商空間

Hk(f,X) = ker ∂X/im∂X

を考えることができる。Hk(f,X)を上記複体 (Ck(f), ∂X)のホモロジーという。
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3.2 Morse複体の例
例 3.2.1 n次元球面

Sn = {x ∈ Rn+1 | ∥x∥ = 1}

上の高さ関数

f(x1, . . . , xn+1) = xn+1 ((x1, . . . , xn+1) ∈ Sn)

を定める。f の臨界点は

n = (0, . . . , 0, 1), s = (0, . . . , 0,−1)

であり、これらは非退化であることがわかる。したがって、f は Sn上のMorse関
数である。Ind(n) = n, Ind(s) = 0であり、

Cn(f) = Z2n, C0(f) = Z2s, Ck(f) = {0} (1 ≤ k ≤ n− 1)

が成り立つ。f の任意の擬勾配ベクトル場に対して、n ≥ 2のとき、すべての境界
作用素は 0になる。したがって、

Hn = Z2n ∼= Z2, H0 = Z2s ∼= Z2, Hk = {0} (1 ≤ k ≤ n− 1).

n = 1のとき、L(n, s)は二点からなるので、∂ : C1(f) → C0(f)は 0になる。よっ
て、すべてのすべての境界作用素は 0になる。したがって、

H1 = Z2n ∼= Z2, H0 = Z2s ∼= Z2.

例 3.2.2 実射影空間RP nは n次元球面 Snからの二重被覆写像 π : Sn → RP nを
持つ。

Sn → Sn ; x 7→ −x

が被覆変換になる。Rn+1の座標をここでは (x0, x1, . . . , xn)で表す。Rn+1上の関
数 f を

f(x) =
n∑
k=0

kx2k (x ∈ Rn+1)

によって定める。f は被覆変換 x 7→ −xによって不変なので、RP n上の関数を誘
導する。これも同じ記号 f で表す。Sn = {x ∈ Rn+1 | ∥x∥ = 1}の開集合を

U+
i = {x ∈ Sn | xi > 0}, U−

i = {x ∈ Sn | xi < 0}

によって定める。このとき

(x0, . . . , x̂i, . . . , xn)
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はU±
i における局所座標系になり、U

±
i の全体は Snの多様体構造を定める。U±

i に
おける関数 f の局所座標表示は

f(x) =
n∑
k=0

kx2k =
∑
k ̸=i

kx2k + i

(
1−

∑
k ̸=i

x2k

)
= i+

∑
k ̸=i

(k − i)x2k

である。これより、f の U±
i における臨界点は原点に対応する

p±i = (0, . . . , 0,

i
⌣

±1, 0, . . . , 0)

だけである。f の局所座標表示より、p±i は非退化臨界点であり

Ind(p±i ) = #{k | 0 ≤ k ≤ n, k − i < 0} = i

であることがわかる。したがって、f は Sn上のMorse関数である。さらにU±
i に

おいて

f(x) = i−
∑
k<i

(√
i− kxk

)2
+
∑
k>i

(√
k − ixk

)2
となることから

yk =
√
i− kxk (k < i), yk =

√
k − ixk (k > i)

は fのMorse座標系である。このMorse座標系に関する fの勾配ベクトル場の−1

倍は

−gradf = 2y0
∂

∂y0
+ · · ·+ 2yi−1

∂

∂yi−1

− 2yi+1
∂

∂yi+1

+ · · ·+ 2yn
∂

∂yn
.

したがって、これの定める一径数変換群 ϕtは

ϕt(y) = (e2ty0, . . . , e
2tyi−1, e

−2tyi+1, ,̇e
−2tyn)

となり、元の座標系 xkについても

ϕt(x) = (e2tx0, . . . , e
2txi−1, e

−2txi+1, ,̇e
−2txn)

が成り立つ。したがって、f の擬勾配ベクトル場Xが p±i の近傍 V ±
i ⊂ U±

i におい
て f のMorse座標系に関する勾配ベクトル場の−1倍に一致するとき、

W s(p±i ) ∩ V ±
i = {(0, . . . , 0, xi+1, . . . , xn) ∈ V ±

i }
= {(0, . . . , 0, xi, xi+1, . . . , xn) ∈ Sn} ∩ V ±

i ,

W u(p±i ) ∩ V ±
i = {(x0, . . . , xi−1, 0, . . . , 0) ∈ V ±

i }
= {(x0, . . . , xi−1, xi, 0, . . . , 0) ∈ Sn} ∩ V ±

i .

ただし、
W u(p±0 ) = {p±0 }, W s(p±n ) = {p±n } (複号同順)

である。
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各 0 ≤ i ≤ nについて
Ci(f̄) = Z2π(p

+
i )

が成り立ち、
∂(π(p+i )) = π(p+i−1) + π(p−i−1) = 2π(p+i−1) = 0.

したがって、
Hi = Ci(f̄) = Z2π(p

+
i )

∼= Z2.

例 3.2.3 Cn+1内の 1次元複素部分空間全体を n次元複素射影空間と呼び、CP n

で表す。Cn+1 − {0}の元 zに対して、zの張る 1次元複素部分空間CzはCP nの
元である。この対応を

π : Cn+1 − {0} → CP n ; z 7→ Cz

と表す。πによってCn+1 − {0}の通常の位相からCP nに商位相を定める。Cn+1

の座標は
Cn+1 = {(z0, . . . , zn) | zi ∈ C}

と定める。0 ≤ i ≤ nについて

Ui = {π(z) | z ∈ Cn+1, zi ̸= 0}

とおくと、UiはCP nの開集合になり、

CP n =
n∪
i=0

Ui

が成り立つ。Uiにおいて

wk(π(z)) =
zk
zi

(0 ≤ k ≤ n)

によってwkを定めると、
(w0, . . . , ŵi, . . . , wn)

が Uiの座標になる n次元複素多様体の構造がCP nに定まる。wi = 1であり、こ
れは除いていることに注意しておく。
Cn+1 − {0}上の関数 f を

f(z) =

∑n
k=0 k|zk|2∑n
k=0 |zk|2

(z ∈ Cn+1 − {0})

によって定める。α ∈ C−{0}に対してf(αz) = f(z)が成り立つので、Cn+1−{0}上
の関数fはCP n上の関数を誘導する。それも同じ記号fで表す。すなわちf(π(z)) =

f(z)である。
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以下で f の臨界点とその指数をすべて求める。Uiにおける f の座標表示は

(∗) f(π(z)) = f(π(w)) =

∑n
k=0 k|wk|2∑n
k=0 |wk|2

=
i+
∑

k ̸=i k|wk|2

1 +
∑

k ̸=i |wk|2

となり、Uiにおける f の臨界点はw = 0だけである。対応するCP nの点は

pi = π(0, . . . , 0,
i
⌣

1 , 0, . . . , 0)

である。piの近傍における f の座標表示の計算を進めると

(∗) =

(
i+
∑
k ̸=i

k|wk|2
)1−

∑
k ̸=i

|wk|2 +

(∑
k ̸=i

|wk|2
)2

− · · ·


= i+

∑
k ̸=i

k|wk|2 − i
∑
k ̸=i

|wk|2 + (4次以上の項)

= i+
∑
k ̸=i

(k − i)|wk|2 + (4次以上の項)

= i−
∑
k<i

(i− k)|wk|2 +
∑
k>i

(k − i)|wk|2 + (4次以上の項).

これより、piは f の非退化臨界点になり、その指数は

Ind(pi) = 2#{k | 0 ≤ k ≤ n, k < i} = 2i

である。さらに f(pi) = iが成り立つ。よって

C2i(f) = Z2pi, Cj(f) = {0} (jはそれ以外).

これより fの任意の擬勾配ベクトル場に対して境界作用素 ∂は 0になり、Morse複
体 (Ci(f), ∂)のホモロジーは

H2i = C2i(f) = Z2pi ∼= Z2, Hj = {0} (jはそれ以外).

レポート問題 S2×S2上にMorse関数を構成し、Morse複体とそのホモロジーを
計算しなさい。〆切 8月 6日提出先B720
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第4章 Morseホモロジー

4.1 ホモロジーの基本的性質
コンパクト多様体MのMorse複体のホモロジーH∗(f,X)はMにのみ依存する

ことが知られているので、これをHM∗(M ;Z2)と書き、M の法 2のMorseホモ
ロジーと呼ぶ。

4.1.1 Künnethの公式

Künnethの公式とは、二つの多様体の積のホモロジーをそれぞれの多様体のホ
モロジーで表現する公式である。そのためにMorse複体のテンソル積を利用する。
そこで、複体のテンソル積を定義してその基本的性質を解説する。
U, V をZ2上のベクトル空間とし、uiと vjをそれぞれU と V の基底とする。こ

のとき
U ⊗ V =

⊕
i,j

Z2ui ⊗ vj

によって U と V のテンソル積を定める。この時点では右辺の ui ⊗ vj は単なる記
号である。U ⊗ V には自然にZ2上のベクトル空間の構造が定まり、dimU ⊗ V =

dimU ·dimV である。対応 (ui, vj) 7→ ui⊗ vjをZ2上双線形になるように一意的に

U × V → U ⊗ V

に拡張できる。この写像に関する (u, v) ∈ U × V の像を u⊗ vで表す。Z2上のベ
クトル空間の間のZ2線形写像

ϕ : U → U ′, ψ : V → V ′

に対して、Z2線形写像
ϕ⊗ ψ : U ⊗ V → U ′ ⊗ V ′

であって
(ϕ⊗ ψ)(u⊗ v) = ϕ(u)⊗ ψ(v) (u ∈ U, v ∈ V )

を満たすものが一意的に存在する。
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C = (C∗, ∂
C)が複体であるとは、各CiはZ2上のベクトル空間であり、Z2線形

写像 ∂Ci Ci → Ci−1 が定まっていて、∂Ci ◦ ∂Ci+1 = 0を満たすことである。この性質
より

ker ∂Ci ⊃ im∂Ci+1

となる。そこで、商ベクトル空間

Hi(C) = ker ∂Ci /im∂
C
i+1

が定まる。H∗(C) = (Hi(C))を複体Cのホモロジーという。
次に複体のテンル積を定める。C = (C∗, ∂

C)とD = (D∗, ∂
D) を複体とする。Z2

上のベクトル空間の系列を

(C ⊗D)k =
⊕
i+j=k

Ci ⊗Dj

によって定める。さらに

∂C⊗D
k =

⊕
i+j=k

(
∂Ci ⊗ 1 + 1⊗ ∂Dj

)
: (C ⊗D)k → (C ⊗D)k−1

によってZ2線形写像を定める。(
∂Ci ⊗ 1 + 1⊗ ∂Dj

)
(Ci ⊗Dj) ⊂ Ci−1 ⊗Dj + Ci ⊗Dj−1 ⊂ (C ⊗D)k−1

が成り立つ。さらに (C⊗D, dC⊗D)が複体になることを確認する。c ∈ Ciと d ∈ Dj

に対して

(dC⊗D)2(c⊗ d) = dC⊗D(∂Ci (c)⊗ d+ c⊗ ∂Dj (d))

= ∂Ci−1∂
C
i (c)⊗ d+ 2∂Ci (c)⊗ ∂Dj (d) + c⊗ ∂Dj−1∂

D
j (d) = 0.

複体のテンソル積のホモロジーをもとの複体のホモロジーで記述できる。

命題 4.1.1 Z2上の有限個のベクトル空間からなる複体C,Dに対して

Hk(C ⊗D) ∼=
⊕
i+j=k

Hi(C)⊗Hj(D)

が成り立つ。
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命題 4.1.1の証明の概略 複体の長さ

l(D) = max{j | Dj ̸= {0}} −min{j | Dj ̸= {0}}+ 1

に関する帰納法で証明する。l(D) = 1の場合は、ある j0が存在してDj0 ̸= {0}で
あり、他のDjはすべて {0}である。このとき、

Hk(C ⊗D) = Hk−j0(C)⊗Dj0 = Hk−j0(C)⊗Hj0(D)

が成り立ち、l(D) = 1の場合に命題の主張が証明される。
l(D) = 2の場合は、ある j0が存在してDj0 ̸= {0}かつDj0−1 ̸= {0}であり、他

のDjはすべて {0}である。∂D = 0の場合、∂D = 0が同型の場合、一般の場合に
分けて考える。
∂D = 0の場合、∂C⊗D = ∂C ⊗ 1だから

Hk(C ⊗D) = Hk−j0(C)⊗Dj0 ⊕Hk−j0+1(C)⊗Dj0−1

= Hk−j0(C)⊗Hj0(D)⊕Hk−j0+1(C)⊗Hj0−1(D)

が成り立つ。
∂Dj0 : Dj0 → Dj0−1が同型写像の場合を考える。このとき、H∗(D) = 0が成り立

つ。命題の主張を示すためにはH∗(C ⊗D) = 0を示せばよい。そのために

∂C⊗D
i+j0

: Ci ⊗Dj0 ⊕ Ci+1 ⊗Dj0−1 → Ci−1 ⊗Dj0 ⊕ Ci ⊗Dj0−1

の核 ker ∂C⊗D
i+j0

が、

∂C⊗D
i+j0+1 : Ci+1 ⊗Dj0 ⊕ Ci+2 ⊗Dj0−1 → Ci ⊗Dj0 ⊕ Ci+1 ⊗Dj0−1

の像に一致することを示す。im∂C⊗D
i+j0+1 ⊂ ker ∂C⊗D

i+j0
はすでにわかっているので、

ker ∂C⊗D
i+j0

⊂ im∂C⊗D
i+j0+1を示せばよい。Ci ⊗Dj0 ⊕ Ci+1 ⊗Dj0−1の元が

∂C⊗D
i+j0

(∑
a

xia ⊗ yj0a ,
∑
b

ui+1
b ⊗ vj0−1

b

)
= 0

を満たすとする。これは ∑
a

∂Ci (x
i
a)⊗ yj0a = 0

かつ ∑
a

xia ⊗ ∂Dj0(y
j0
a ) +

∑
b

∂Ci+1(u
i+1
b )⊗ vj0−1

b = 0

と同値である。二番目の関係式に 1⊗ (∂Dj0)
−1を作用させると∑

a

xia ⊗ yj0a +
∑
b

∂Ci+1(u
i+1
b )⊗ (∂Dj0)

−1(vj0−1
b ) = 0
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を得る。よって ∑
a

xia ⊗ yj0a =
∑
b

∂Ci+1(u
i+1
b )⊗ (∂Dj0)

−1(vj0−1
b ).

これより

∂C⊗D
i+j0+1

(∑
b

ui+1
b ⊗ (∂Dj0)

−1(vj0−1
b ), 0

)
=

(∑
a

xia ⊗ yj0a ,
∑
b

ui+1
b ⊗ vj0−1

b

)
.

以上より ker ∂C⊗D
i+j0

⊂ im∂C⊗D
i+j0+1となり、H∗(C ⊗D) = 0が成り立つ。

次に l(D) = 2を満たす一般の複体Dの場合を考える。Dj0とDj0−1を直和

Dj0 = ker ∂Dj0 ⊕D′
j0
, Dj0−1 = im∂Dj0 ⊕D′

j0−1

に分解する。これらによって、複体

0 → Dj0 → Dj0−1 → 0

は二つの複体

E : 0 → ker ∂Dj0
0→ D′

j0−1 → 0, F : 0 → D′
j0

∼=→ im∂Dj0 → 0

の直和になる。すなわちD = E⊕Fである。C⊗D = C⊗(E⊕F ) = C⊗E⊕C⊗F
となり、C ⊗Dのホモロジーはこれら二つの複体C ⊗E,C ⊗F のホモロジーの直
和と同型になり、これらのホモロジーは先に示したことより命題の主張を満たす。
したがって、C ⊗Dのホモロジーも命題の主張を満たす。
Dの長さが kのときに命題の主張が成り立つことを仮定して、Dの長さが k+1

のときに命題の主張が成り立つことを示す。Dを次のように表す。

0 → Dk+1
∂→ Dk → · · · → D1 → 0

Dk+1とDkを
Dk+1 = ker ∂ ⊕D′

k+1, Dk = im∂ ⊕D′
k

と直和に分解する。これにより、Dは次の三つの複体の直和に分解される。

0 → ker ∂ → 0

0 → D′
k+1

∼=→ im∂ → 0

0 → D′
k → Dk−1 → · · · → D1 → 0

これらの複体の長さは k以下なので、命題の主張が成り立つ。よって、Dについ
ても命題 4.1.1の主張が成り立つ。
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M とN をコンパクト多様体とし、Morse関数 f と gが定義されていてそれらの
擬勾配ベクトル場Xと Y が Smaleの条件を満たしているとする。このとき、f + g
は積多様体M ×N 上のMorse関数になり、(X, Y )は Smaleの条件を満たす f + g

の擬勾配ベクトルになる。

Crit(f + g) = Crit(f)× Crit(g)

が成り立つ。(a, a′) ∈ Crit(f + g) = Crit(f)× Crit(g) に対して

Ind(a, a′) = Ind(a) + Ind(a′)

となり
Critk(f + g) =

∪
i+j=k

Criti(f)× Critj(g)

を得る。(b, b′) ∈ Critk−1(f + g)をとり、(a, a′)と (b, b′)が (X,Y )の積分曲線で結
ばれていると仮定する。(X,Y )の積分曲線はX と Y の積分曲線の積で表される
ので、

L(X,Y )((a, a
′), (b, b′)) ∼= LX(a, b)× LY (a′, b′)

が成り立つ。a ̸= bかつ a′ ̸= b′ならば L(X,Y )((a, a
′), (b, b′))が空になることを示

す。もしL(X,Y )((a, a
′), (b, b′))が空ではないとすると、LX(a, b)とLY (a′, b′)も空で

はなく、
Ind(a) ≥ Ind(b) + 1, Ind(a′) ≥ Ind(b′) + 1

が成り立つ。これより

Ind(a, a′) = Ind(a) + Ind(a′) ≥ Ind(b) + Ind(b′) + 2 = Ind(b, b′) + 2

となり、Ind(a, a′) = k, Ind(b, b′) = k − 1 に矛盾する。したがって、a ̸= bかつ
a′ ̸= b′ならばL(X,Y )((a, a

′), (b, b′)) = ∅である。(a, a′)と (b, b′)が (X, Y )の積分曲
線で結ばれているという前提のもとでは、a = bまたは a′ = b′が成り立つ。それ
ぞれの場合、

L(X,Y )((a, a
′), (b, b′)) =

{
{a} × LY (a′, b′) (a = b)

LY (a, b)× {a′} (a′ = b′)

となり、

n(X,Y )((a, a
′), (b, b′)) =


nY (a

′, b′) (a = b)

nX(a, b) (a′ = b′)

0 (他の場合)

を得る。
写像

Φ :
⊕
i+j=k

Ci(f)⊗ Cj(g) → Ck(f + g)
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を
Φ(a⊗ a′) = (a, a′)

によって定めると、ΦはZ2上のベクトル空間の同型写像になる。

命題 4.1.2 Φは複体の間の同型写像

(C∗(f)⊗ C∗(g), ∂X ⊗ 1 + 1⊗ ∂Y ) → (C∗(f + g), ∂(X,Y ))

を与える。

証明 複体の間の同型写像とは、複体を構成する各ベクトル空間の間の同型を
導き、境界作用素と可換になるものである。a ∈ Criti(f)と a′ ∈ Critj(g)に対して

Φ ◦ (∂X ⊗ 1 + 1⊗ ∂Y )(a⊗ a′) = Φ(∂X(a)⊗ a′ + a⊗ ∂Y (a
′))

= Φ

 ∑
b∈Criti−1(f)

nX(a, b)b⊗ a′ +
∑

b′∈Critj−1(g)

a⊗ nY (a
′, b′)b′


=

∑
b∈Criti−1(f)

nX(a, b)(b, a
′) +

∑
b′∈Critj−1(g)

nY (a
′, b′)(a, b′).

他方、先のL(X,Y )((a, a
′), (b, b′))と n(X,Y )((a, a

′), (b, b′))に関する考察により

∂(X,Y ) ◦ Φ(a⊗ a′) =
∑

(b,b′)∈Criti+j−1(f+g)

n(X,Y )((a, a
′), (b, b′))(b, b′)

=
∑

b∈Criti−1(f)

nX(a, b)(b, a
′) +

∑
b′∈Critj−1(g)

nY (a
′, b′)(a, b′).

したがって、

Φ ◦ (∂X ⊗ 1 + 1⊗ ∂Y )(a⊗ a′) = ∂(X,Y ) ◦ Φ(a⊗ a′)

となり、Φは複体の間の同型写像である。

系 4.1.3 (Künnethの公式) M とN をコンパクト多様体とする。このとき、次
は同型になる。

HMk(M ×N ;Z2) →
⊕
i+j=k

HMi(M ;Z2)⊗HMj(M ;Z2).
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4.1.2 Poincaré双対性

n次元コンパクト多様体上のMorse関数 fの指数 kの臨界点は、−fの指数n−k
の臨界点になる。さらに、Xが f の擬勾配ベクトル場ならば、−Xは f の擬勾配
ベクトル場になる。
a ∈ Critk(f)に対して、同じ点を−fの臨界点とみなしたものを a∗で表す。a∗ ∈

Critn−k(−f)が成り立つ。Z2上のベクトル空間V の双対空間をV ∗で表すと、Ck(f)∗

は双対基底の対応によりCn−k(−f)と同型になる。他方、境界作用素 ∂X : Ck(f) →
Ck−1(f)の双対写像 t∂X : Ck−1(f)

∗ → Ck(f)
∗を

t∂X(α)(c) = α(∂X(c)) (α ∈ Ck−1(f)
∗, c ∈ Ck(f))

によって定めると、この写像は t∂X : Cn−k+1(−f) → Cn−k(−f) を誘導する。これ
は添字を逆転させた複体になり、次のホモロジーの同型を与える。

命題 4.1.4 (Poincaré双対性) n次元コンパクト多様体Mに対してHMn−k(M ;Z2)

はHMk(M ;Z2)と同型である。

4.2 Euler数とPoincaré多項式
系 4.2.1 コンパクト多様体で定義されたMorse関数の臨界点の個数の偶奇は多様
体には依存するが関数には依存しない。

n次元コンパクト多様体M のEuler数 χ(M)を次で定義する。

χ(M) =
n∑
k=0

(−1)k dimHMk(M ;Z2).

すると次が成り立つ。

χ(M) =
n∑
k=0

(−1)k dimHMk(M ;Z2) =
n∑
k=0

(−1)k(dim ker ∂k − dim im∂k+1)

=
n∑
k=0

(−1)k(dimker ∂k + dim im∂k) =
n∑
k=0

(−1)k dimHMk(M ;Z2).

命題 4.2.2 (Morseの不等式) コンパクト多様体M上定義されたMorse関数 fに
対して

ck(f) = #Critk(f), βk = dimHMk(M ;Z2)

とすると、k ≥ 0に対して ck(f) ≥ βkが成り立つ。特に n = dimM とすると、次
の不等式が成り立つ。

#Crit(f) ≥
n∑
k=0

βk.
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n次元コンパクト多様体M のPoincaré多項式を

PM(t) =
n∑
k=0

βkt
k

によって定義する。すると

PM(1) =
n∑
k=0

βk, PM(−1) = χ(M)

が成り立つ。

レポート問題

(1) 具体例の Poincaré多項式を求めなさい。

(2) コンパクト多様体M,N に対して PM×N(t) = PM(t)PN(t)が成り立つことを
証明しなさい。
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