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第1章 テンソル場

1.1 テンソル代数
定義 1.1.1 有限次元実ベクトル空間 V に対して、V から実数Rへの線形写像の
全体を V ∗で表し、V の双対ベクトル空間と呼ぶ。V ∗はRの和と積から自然に定
まる演算によってベクトル空間の構造を持つ。v ∈ V に対して

v(f) = f(v) (f ∈ V ∗)

によって、v : V ∗ → Rを定めると、v ∈ (V ∗)∗とみなすことができ、この対応に
よって (V ∗)∗と V を同一視することができる。δijを

δij =

{
1, i = j

0, i ̸= j

によって定める。V の基底 {u1, . . . , un}に対して、f i(uj) = δijによって定まる V ∗

の元 {f i}は V ∗の基底になる。特に dimV ∗ = dimV となる。{f i}を {uj}の双対
基底と呼ぶ。

定義 1.1.2 p個の実ベクトル空間 V1, . . . , Vpの積 V1×· · ·×Vpから実ベクトル空間
W への写像 F が V1から Vpの各成分について線形写像になるとき、F を多重線形

写像と呼ぶ。有限次元実ベクトル空間 V に対して、

p︷ ︸︸ ︷
V ∗ × · · · × V ∗ ×

q︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V

上で定義された p+q変数の実数値多重線形写像をV 上の (p, q)型テンソルと呼び、
その全体を T (p,q)(V )で表す。T (p,q)(V )を (p, q)型テンソル空間と呼ぶ。T (p,q)(V )

の元A,A′と実数 rに対して

(A+ A′)(g1, . . . , gp, v1, . . . , vq)

= A(g1, . . . , gp, v1, . . . , vq) + A′(g1, . . . , gp, v1, . . . , vq),

(rA)(g1, . . . , gp, v1, . . . , vq) = rA(g1, . . . , gp, v1, . . . , vq)

によって T (p,q)(V )の加法とスカラー倍が定まる。この加法とスカラー倍によって
T (p,q)(V )は実ベクトル空間になる。T (p,q)(V )の元Aと T (r,s)(V )の元Bに対して、

(A⊗B)(g1, . . . , gp+r, v1, . . . , vq+s)

= A(g1, . . . , gp, v1, . . . , vq)B(gp+1, . . . , gp+r, vq+1, . . . , vq+s)

(g1, . . . , gp+r ∈ V ∗, v1, . . . , vq+s ∈ V )
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によって写像

A⊗B :

p+r︷ ︸︸ ︷
V ∗ × · · · × V ∗ ×

q+s︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V −→ R

を定めると、A⊗Bは V 上の (p+ r, q+ s)型テンソルになる。A⊗BをAとBの
テンソル積と呼ぶ。T (1,0)(V ) = (V ∗)∗ = V とみなし、T (0,1)(V ) = V ∗であること
に注意する。V の元 u1, . . . , upと V ∗の元 f 1, . . . , f qに対して、

(u1 ⊗ · · · ⊗ up ⊗ f 1 ⊗ · · · ⊗ f q)(g1, . . . , gp, v1, . . . , vq)

= g1(u1) · · · gp(up)f 1(v1) · · · f q(vq)

(g1, . . . , gp ∈ V ∗, v1, . . . , vq ∈ V )

によって写像

u1 ⊗ · · · ⊗ up ⊗ f 1 ⊗ · · · ⊗ f q :

p︷ ︸︸ ︷
V ∗ × · · · × V ∗ ×

q︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V −→ R

は定まり、u1 ⊗ · · · ⊗ up ⊗ f1 ⊗ · · · ⊗ f qは V 上の (p, q)型テンソルになる。
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命題 1.1.3 V を有限次元実ベクトル空間とすると、写像

T (p,q)(V )× T (r,s)(V ) −→ T (p+r,q+s)(V )

(A,B) 7−→ A⊗B

は双線形写像になり、写像

p︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V ×

q︷ ︸︸ ︷
V ∗ × · · · × V ∗ −→ T (p,q)(V )

(u1, . . . , up, f
1, . . . , f q) 7−→ u1 ⊗ · · · ⊗ up ⊗ f 1 ⊗ · · · ⊗ f q

は多重線形写像になる。

定義 1.1.4 有限次元実ベクトル空間 V に対して、

T (V ) =
∞∑

p,q=0

T (p,q)(V )

とおく。ただし、T (0,0)(V ) = Rとしておく。定義 1.1.2で定めた双線形写像

T (p,q)(V )× T (r,s)(V ) −→ T (p+r,q+s)(V )

(A,B) 7−→ A⊗B

を、T (V ) × T (V )全体の双線形写像に拡張し、これを二項演算として T (V )は代
数になる。T (V )を V 上のテンソル代数と呼ぶ。

命題 1.1.5 V をn次元実ベクトル空間とする。u1, . . . , unをV の基底とし、f 1, . . . , fn

をその双対基底とする。すると、

ui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq (1 ≤ i1, . . . , ip, j1, . . . , jq ≤ n)

は T (p,q)(V )の基底になる。特に、T (p,q)(V )の次元は np+qになる。

定義 1.1.6 命題 1.1.5の証明中の T (p,q)V の元Aの基底による表示

A =
n∑

i1,...,ip=1
j1,...,jq=1

A(f i1 , . . . , f ip , uj1 , . . . , ujq)ui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq

をAの成分表示と呼び、A(f i1 , . . . , f ip , uj1 , . . . , ujq)をAの成分と呼ぶ。

注意 1.1.7 上の成分表示のように、和
∑
の後で同じ添え字が上下組になって現

れ、添え字の動く範囲がわかっているときは、和の記号
∑
を省略する。例えば、

上の場合は

A = A(f i1 , . . . , f ip , uj1 , . . . , ujq)ui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq
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と書き表す。この表し方をEinsteinの規約という。考えている基底が定まってい
る場合には

A
i1···ip
j1···jq = A(f i1 , . . . , f ip , uj1 , . . . , ujq)

と書くことにする。このとき、Aの成分表示は

A = A
i1···ip
j1···jqui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq

となる。さらに、A = (A
i1···ip
j1···jq)とも表す。

命題 1.1.8 V をn次元実ベクトル空間とする。u1, . . . , unをV の基底とし、f 1, . . . , fn

をその双対基底とする。T (p,q)(V )の元Aを

A = A
i1···ip
j1···jqui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq

と成分表示する。V のもう一つの基底 ū1, . . . , ūnとその双対基底 f̄ 1, . . . , f̄nをとり、

A = Ā
k1···kp
l1···lq ūk1 ⊗ · · · ⊗ ūkp ⊗ f̄ l1 ⊗ · · · ⊗ f̄ lq

と成分表示する。u1, . . . , unから ū1, . . . , ūnへの基底の変換行列を g = (gik)で表し、
その逆行列を ḡ = (ḡlj)で表す。すなわち、

ūk = gikui, ḡikg
k
j = δij.

このとき、
Ā

k1···kp
l1···lq = A

i1···ip
j1···jq ḡ

k1
i1
· · · ḡkpip g

j1
l1
· · · gjqlq

が成り立つ。
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命題 1.1.9 V を有限次元実ベクトル空間とし、V の基底u1, . . . , unとその双対基底
f 1, . . . , fnをとっておく。T (p,q)(V )の元A = (A

i1···ip
j1···jq)とT (r,s)(V )の元B = (Bk1···kr

l1···ls )

のテンソル積A⊗Bの成分は、

(A⊗B)
i1···ipk1···kr
j1···jql1···ls = A

i1···ip
j1···jqB

k1···kr
l1···ls

で与えられる。

定義 1.1.10 V を有限次元実ベクトル空間とし、基底 u1, . . . , unとその双対基底
f 1, . . . , fnをとる。A ∈ T (p,q)(V )とする。1 ≤ r ≤ p, 1 ≤ s ≤ qとなる r, sをとり、
写像

C(r,s)A :

p−1︷ ︸︸ ︷
V ∗ × · · · × V ∗×

q−1︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V → R

を

(C(r,s)A)(g1, . . . , gp−1, v1, . . . , vq−1)

= A(g1, . . . , gr−1, f i, gr, . . . , gp−1, v1, . . . , vs−1, ui, vs, . . . , vq−1)

によって定める。するとC(r,s)A ∈ T (p−1,q−1)(V )となる。C(r,s)AをAの縮約と呼ぶ。

縮約の定義が基底のとり方に依存しないことは命題 1.1.12で証明する。まず縮
約の最も簡単な場合を調べる。

例 1.1.11 定義 1.1.10において p = q = 1の場合を考える。V の線形変換の全体を
End(V )で表す。A = Ai

jui ⊗ f j ∈ T (1,1)(V )に End(V )の元

v 7→ Ai
jf

j(v)ui

を対応させることにより、T (1,1)(V )と End(V )は線形同型になる。これにより両
者を同一視する。このとき、

C(1,1)A = Ai
jui ⊗ f j(fk, uk) = Ai

jui(f
k)f j(uk) = Ai

jδ
k
i δ

j
k = Ak

k = trA.

すなわち、T (1,1)(V )の元をEnd(V )の元と同一視すると、縮約C(1,1)は線形変換の
trに他ならない。

命題 1.1.12 定義 1.1.10の縮約の定義は、V の基底のとり方に依存しない。また、
V の基底 u1, . . . , unとその双対基底 f 1, . . . , fnに関する成分表示は

(C(r,s)A)
i1···ip−1

j1···jq−1
= A

i1···ir−1iir···ip−1

j1···js−1ijs···jq−1

となる。
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命題 1.1.13 V とW を有限次元実ベクトル空間とし、

ϕ :

p︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V ×

q︷ ︸︸ ︷
V ∗ × · · · × V ∗ → W

を多重線形写像とする。このとき

Φ(v1 ⊗ · · · ⊗ vp ⊗ g1 ⊗ · · · ⊗ gq) = ϕ(v1, . . . , vp, g1, . . . , gq) (vi ∈ V, gj ∈ V ∗)

を満たす線形写像
Φ : T (p,q)(V ) → W

が唯一つ存在する。
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例 1.1.14 V を有限次元実ベクトル空間とし、写像

ϕ : V × V ∗ → End(V )

を
ϕ(u, f)(v) = f(v)u (u, v ∈ V, f ∈ V ∗)

によって定めると、ϕは双線形写像になる。命題 1.1.13より、

Φ(u⊗ f) = ϕ(u, f) (u ∈ V, f ∈ V ∗)

を満たす線形写像
Φ : T (1,1)(V ) → End(V )

が唯一つ存在する。V の基底 u1, . . . , unとその双対基底 f1, . . . , fnをとる。

Φ(ui ⊗ f j)(uk) = ϕ(ui, f
j)(uk) = f j(uk)ui = δjkui

となるので、Φ(ui ⊗ f j)は uj を uiに写し、他の uk を 0に写す線形写像になる。
よって

{Φ(ui ⊗ f j) | 1 ≤ i, j ≤ n}

はEnd(V )の基底になる。さらに命題1.1.5より、ΦはT (1,1)(V )の基底をEnd(V )の
基底に写し、線形同型写像になる。この線形同型写像によって、T (1,1)(V )とEnd(V )

を同一視する。
A ∈ T (1,1)(V )の成分をAi

jとすると、A = Ai
jui ⊗ f jとなり、

Φ(A) = Ai
jΦ(ui ⊗ f j).

よって、
Φ(A)uk = Ai

jΦ(ui ⊗ f j)uk = Ai
jδ

j
kui = Ai

kui

となり、(Ai
j)はΦ(A)の基底 u1, . . . , unに関する行列表示になる。さらに、

C(1,1)A = Ai
i = tr(Φ(A))

となるので、C(1,1)A = tr(Φ(A))が成り立つ。つまり、T (1,1)(V )をEnd(V )と同一
視すると、T (1,1)(V )での縮約は線形写像のトレースになる。

命題 1.1.15 V とW を有限次元実ベクトル空間とし、F : V −→ W を線形写像と
する。このとき次の条件を満たす線形写像

F (p,0) : T (p,0)(V ) −→ T (p,0)(W )

が唯一つ存在する。条件：任意の v1, . . . , vp ∈ V に対して

F (p,0)(v1 ⊗ · · · ⊗ vp) = F (v1)⊗ · · · ⊗ F (vp)
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が成り立つ。また次の条件を満たす線形写像

F (0,q) : T (0,q)(W ) −→ T (0,q)(V )

が唯一つ存在する。条件：任意の f 1, . . . , fp ∈ W ∗に対して

F (0,q)(f 1 ⊗ · · · ⊗ f q) = (f 1 ◦ F )⊗ · · · ⊗ (f q ◦ F )

が成り立つ。

1.2 ベクトル束
定義 1.2.1 πE : E → M が次の条件を満たすとき、多様体M 上のベクトル束と
呼ぶ。

(1) E,M は多様体であり、πE : E →M は多様体の間のC∞級写像である。

(2) ある自然数 kが存在し、M の各点 pに対して pの開近傍 U と微分同型写像

ΦU : π−1
E (U) → U ×Rk

が存在し、u ∈ πE(U)に対してΦU(u)の U 成分は πE(u)に一致し、

ΦU(u) = (πE(u), ϕU(u)) (u ∈ π−1
E (U))

とおくと、x ∈ U に対して π−1
E (x)はベクトル空間の構造を持ち、

ϕU |π−1
E (x) : π

−1
E (x) → Rk

は線形同型写像になる。

Eをベクトル束の全空間、M を底空間、πE を射影、π−1
E (x)を xのファイバーと

呼ぶ。kをベクトル束の階数と呼び、rankEで表す。
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定義 1.2.2 π : E → M と π′ : E ′ → M を多様体M 上のベクトル束とする。
x ∈Mに対してEx = π−1(x), E ′

x = (π′)−1(x)と表す。微分同型写像 ϕ : E → E ′が
π = π′ ◦ ϕを満たし、各 x ∈M に対して

ϕ|Ex : Ex → E ′
x

が線形同型写像になるとき、ϕをベクトル束の同型写像と呼び、EとE ′は同型で
あるという。V をベクトル空間とし、M ×V からMへの射影を考えることによっ
て、M × V はM 上のベクトル束になる。M 上のベクトル束EがM × V と同型
になるとき、Eを自明ベクトル束と呼ぶ。次の例で扱うMの接ベクトル束 TMが
自明であるとき、M は絶対平行性を持つという。

例 1.2.3 M を多様体とし、各 x ∈ M におけるM の接ベクトル空間を TxM で
表す。

TM =
∪
x∈M

TxM

とおく。u ∈ TM に対して u ∈ TxM となる x ∈ M が一つ定まるので、π(u) = x

とおくと、写像
π : TM →M

が定まる。Mの各点 pに対して pを含む座標近傍系 (U ;x1, . . . , xn)をとる。π−1(U)

の各元 uは

u = ξi
∂

∂xi

∣∣∣∣
π(u)

と表すことができ、

ΦU(u) = (π(u), ξ1, . . . , ξn) (u ∈ π−1(U))

によって、写像
ΦU : π−1(U) → U ×Rn

を定める。これによって、π−1(U)上の座標 (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn)をとることがで
きる。他の座標近傍系 (V ; y1, . . . , yn)をとると、各元 v ∈ π−1(V )は

v = ηi
∂

∂yi

∣∣∣∣
π(v)

と表すことができる。π−1(V )の座標は (y1, . . . , yn, η1, . . . , ηn)になり、

ηi = ξj
∂yi

∂xj
.

よって、座標変換は、

(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn) →
(
y1, . . . , yn, ξj

∂y1

∂xj
, . . . , ξj

∂yn

∂xj

)
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となり、C∞級微分同型写像になる。これによって、TM は多様体になる。
πの定め方より、

π(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn) = (x1, . . . , xn)

となり、π : TM → M は C∞級写像になる。ΦU の定め方より、ΦU(u)の U 成分
は π(u)に一致し、

ϕU

(
ξi

∂

∂xi

)
= (ξ1, . . . , ξn)

となるので、各 x ∈ U に対して ϕU |π−1(x) : π
−1(x) → Rnは線形同型写像になる。

以上より、π : TM →M がベクトル束になることがわかった。これを多様体M

の接ベクトル束と呼ぶ。

定義 1.2.4 πE : E →Mを多様体M上のベクトル束とする。C∞級写像 σ :M →
Eで πE ◦ σ = 1M を満たすものを、ベクトル束Eの断面と呼ぶ。Eの断面の全体
を Γ(M,E)または単に Γ(E)で表す。

例 1.2.5 Γ(M ×R)はM 上の C∞級関数全体とみなせ、ベクトル空間 V に対し
て Γ(M × V )はM 上の V に値を持つC∞級関数全体とみなせる。

定義 1.2.6 多様体M の各点 p ∈ M の接ベクトル空間 TpM に内積 ⟨ , ⟩pが存在
し、M 上の任意の C∞級ベクトル場X, Y に対して ⟨X,Y ⟩がM 上の C∞級関数
になるとき、⟨ , ⟩をM 上のRiemann計量と呼び、(M, ⟨ , ⟩)をRiemann多様
体と呼ぶ。Riemann多様体の接ベクトルの長さや角度は、Riemann計量によって
Euclid空間と同様に定める。

例 1.2.7 M = Rnとおくと、各点の接ベクトル空間 TxMは自然にRnと同一視で
き、Rnの標準的な内積によって、M はRiemann多様体になる。

定義 1.2.8 ι :M → M̃ を多様体M からRiemann多様体 (M̃, g̃)への挿入とする。
すなわちM の各点 xでの ιの微分写像 dιx : TxM → Tι(x)M̃ が単射であるとする。
このとき、M̃上のRiemann計量 g̃の dιによる引き戻し g = ι∗g̃はM上のRiemann

計量になる。この (M, g)を (M̃, g̃)のRiemann部分多様体と呼ぶ。

注意 1.2.9 定義1.2.8では、M̃のRiemann計量からMのRiemann計量を誘導した
が、MのRiemann計量を固定して議論する場合もある。そのときは、Riemann多様
体 (M, g)から (M̃, g̃)へのC∞級写像 ιが、Mの各点xに対してdιx : TxM → Tι(x)M̃

は等長線形写像になるという条件をみたすとき、ιを等長的挿入と呼び、(M, g)を
(M̃, g̃)のRiemann部分多様体と呼ぶ。
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例 1.2.10 ι : M → (M̃, g̃)を Riemann多様体 (M̃, g̃)の Riemann部分多様体と
する。

TM̃ |M =
∪
x∈M

Tι(x)M̃

によって TM̃ |Mを定めると、TMのベクトル束の構造から TM̃ |Mもベクトル束に
なることがわかる。各 x ∈M に対して dιx(TxM)は Tι(x)M̃ の部分空間である。各
x ∈M に対して、

T⊥
x M = {u ∈ Tι(x)M̃ | ⟨u, dιx(TxM)⟩ = 0}

とおき、
T⊥M =

∪
x∈M

T⊥
x M

で T⊥M を定める。u ∈ T⊥M に対して u ∈ T⊥
x M となる x ∈ M が一つ定まるの

で、π(u) = xとおくと、写像

π : T⊥M →M

が定まる。このとき、π : T⊥M → M はベクトル束になる。π : T⊥M → M を、
Riemann部分多様体M の法ベクトル束と呼ぶ。法ベクトル束 T⊥M の断面をM

上の法ベクトル場と呼ぶ。

定義 1.2.11 Eを多様体M上のベクトル束とする。⟨ , ⟩はEの各ファイバーの内
積を定めていて、Eの任意の断面 s, tに対して

⟨s, t⟩(x) = ⟨s(x), t(x)⟩ (x ∈M)

によって定まるM 上の関数 ⟨s, t⟩がC∞級になるとき、⟨ , ⟩をベクトル束Eの計
量といい、(E, ⟨ , ⟩)を計量ベクトル束と呼ぶ。

例 1.2.12 定義 1.2.6で定めた多様体の Riemann計量は、接ベクトル束の計量に
他ならない。また、Riemann多様体のRiemann部分多様体の法ベクトル束にも、
全体のRiemann多様体の計量から自然に定まる計量が入る。

1.3 テンソル場
定義 1.3.1 多様体M の各点 x ∈M の接ベクトル空間 TxM 上の (p, q)型テンソル
空間 T (p,q)(TxM)を T

(p,q)
x M で表す。

T (p,q)M =
∪
x∈M

T (p,q)
x M

とおくと、T (p,q)M はM 上のベクトル束になる (命題 1.3.2)。T (p,q)M 上の C∞級
断面を (p, q)型テンソル場と呼ぶ。テンソル場の和、関数倍、テンソル積は、多様
体の各点の接ベクトル空間上のテンソル空間における演算で定める。
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命題 1.3.2 T (p,q)M はM 上のベクトル束になる。

例 1.3.3 Riemann計量は (0, 2)型テンソル場になる。
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第2章 Riemann多様体

2.1 曲面の微分幾何学
この節では第 1章の知識をもとにして曲面論の簡単な復習をしておく。p : D →

R3をR2の領域Dで定義されたR3への挿入とする。このとき、pの像を曲面と
みなしR2の直交座標のDへの制限 u, vをこの曲面の座標とみなす。

pu =
∂p

∂u
, pv =

∂p

∂v

と表すことにする。pが挿入になることは pu, pvが線形独立になることと同値にな

る。曲面の 2次元多様体としての接ベクトル空間は、
∂

∂u
と puを同一視し

∂

∂v
と pv

を同一視することによって、R3内の pu, pvの張る 2次元部分ベクトル空間、すな
わち接平面と同一視することができる。通常 dpの内積

I = ⟨dp, dp⟩

として定義される曲面の第一基本形式 Iは曲面上の (0, 2)型テンソル場になり、接
ベクトルX, Y に対して I(X,Y ) = ⟨dp(X), dp(Y )⟩によって値が定まる。dpは線
形単射だから Iは正定値になり曲面のRiemann計量になる。dp = pudu+ pvdvと
なるので、

I(X, Y ) = ⟨pu, pu⟩du⊗ du(X,Y ) + ⟨pu, pv⟩(du⊗ dv + dv ⊗ du)(X, Y )

+⟨pv, pv⟩dv ⊗ dv(X,Y ).

そこで (0, 1)型テンソル ϕ, ψに対して

ϕ • ψ =
1

2
(ϕ⊗ ψ + ψ ⊗ ϕ)

によって (0, 2)型対称テンソル ϕ • ψを定める。すると

I = ⟨pu, pu⟩du • du+ 2⟨pu, pv⟩du • dv + ⟨pv, pv⟩dv • dv

と第一基本形式 Iを書き表すことができる。通常、曲面論では

E = ⟨pu, pu⟩, F = ⟨pu, pv⟩, G = ⟨pv, pv⟩

と書いて第一基本形式、すなわち、Riemann計量を次のように表す。

I = Edu • du+ 2Fdu • dv +Gdv • dv.
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曲面の接ベクトル空間の基底 pu, pvのベクトル積 pu × pvは接平面に直交するの
で、e = pu × pv/|pu × pv|とおくと、eは曲面の単位法ベクトルになる。

II = −⟨dp, de⟩

として定義される曲面の第二基本形式 IIは曲面上の (0, 2)型テンソル場になり、接
ベクトルX, Y に対して II(X, Y ) = −⟨dp(X), de(Y )⟩によって値が定まる。de =

eudu+ evdvとなるので、

II(X, Y ) = −⟨pu, eu⟩du(X)du(Y )− ⟨pu, ev⟩du(X)dv(Y )

−⟨pv, eu⟩dv(X)du(Y )− ⟨pv, ev⟩dv(X)dv(Y ).

eは pu, pvと直交するので

II = −⟨pu, eu⟩du • du− 2⟨pu, ev⟩du • dv − ⟨pv, ev⟩dv • dv
= ⟨puu, e⟩du • du+ 2⟨puv, e⟩du • dv + ⟨pvv, e⟩dv • dv

と第二基本形式 IIを書き表すことができる。通常、曲面論では

L = ⟨puu, e⟩, M = ⟨puv, e⟩, N = ⟨pvv, e⟩

と書いて第二基本形式を次のように表す。

II = Ldu • du+ 2Mdu • dv +Ndv • dv.

曲面の一点 p0 = p(u0, v0)を固定し、そこでの単位法ベクトルを e0で表す。曲面
上の関数

f(u, v) = ⟨p(u, v), e0⟩.
のHessianを調べることによって曲面の p0の近傍の概形がわかる。

2.2 ベクトル束と線形接続
多様体上のベクトル束の線形接続の定義と基本事項について解説する。多様体

M 上のC∞級関数の全体をC∞(M)で表す。

定義 2.2.1 M を多様体とし、EをM 上のベクトル束とする。対応

∇ : Γ(TM)× Γ(E) → Γ(E); (X,ϕ) 7→ ∇Xϕ

が、次の (1)から (4)を満たすとき、∇をE上の線形接続と呼ぶ。

(1) ∇X+Y ϕ = ∇Xϕ+∇Y ϕ, (X, Y ∈ Γ(TM), ϕ ∈ Γ(E))

(2) ∇X(ϕ+ ψ) = ∇Xϕ+∇Xψ, (X ∈ Γ(TM), ϕ, ψ ∈ Γ(E))

(3) ∇fXϕ = f∇Xϕ, (X ∈ Γ(TM), ϕ ∈ Γ(E), f ∈ C∞(M))

(4) ∇X(fϕ) = f∇Xϕ+ (Xf)ϕ. (X ∈ Γ(TM), ϕ ∈ Γ(E), f ∈ C∞(M))

任意のX ∈ Γ(TM)に対して∇Xϕ = 0を満たす ϕ ∈ Γ(E)を平行な断面という。
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定義 2.2.2 ⟨ , ⟩を多様体M 上のベクトル束Eの計量とする。すなわち ⟨ , ⟩はE

の各ファイバーの内積を定めているとする。E上の線形接続∇が

X⟨ϕ, ψ⟩ = ⟨∇Xϕ, ψ⟩+ ⟨ϕ,∇Xψ⟩ (X ∈ Γ(TM), ϕ, ψ ∈ Γ(E))

を満たすとき、線形接続∇は計量 ⟨ , ⟩を保つという。

命題 2.2.3 ∇を多様体M 上のベクトル束E上の接続とする。X,Y ∈ Γ(TM)と
ϕ ∈ Γ(E)に対して

R∇(X, Y )ϕ = ∇X∇Y ϕ−∇Y∇Xϕ−∇[X,Y ]ϕ

によってEの断面R∇(X,Y )ϕを定めると、R∇はベクトル束A2(TM,End(E))の
C∞級断面を定める。ここで、A2(U, V )はU ×U から V への交代多重線形写像の
全体を表す。

証明の概略 X,Y ∈ Γ(TM)と ϕ ∈ Γ(E)に対して

R∇(X,Y )ϕ = −R∇(Y,X)ϕ

となることは、定め方より明らか。
M 上のC∞級関数 f に対して、

R∇(fX, Y )ϕ = fR∇(X,Y )ϕ,

R∇(X, fY )ϕ = fR∇(X,Y )ϕ,

R∇(X, Y )fϕ = fR∇(X,Y )ϕ.

が成り立ち、R∇(X, Y )ϕはX, Y, ϕの一点での値で定まることがわかる。よってR∇

はA2(TM,End(E))のC∞級断面になる。

定義 2.2.4 命題 2.2.3で定めたR∇を接続∇の曲率テンソルと呼ぶ。考えている
接続が明らかな場合は、単にRと書くこともある。

補題 2.2.5 ∇を多様体M 上のベクトル束E上の線形接続とする。さらに、Eが
計量 ⟨ , ⟩を持ち、∇が ⟨ , ⟩を保つとき、

⟨R∇(X,Y )ϕ, ψ⟩+ ⟨ϕ,R∇(X,Y )ψ⟩ = 0 (X, Y ∈ Γ(TM), ϕ, ψ ∈ Γ(E))

が成り立つ。
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2.3 Levi-Civita接続
定理 2.3.1 Riemann多様体 (M, ⟨ , ⟩)の接ベクトル束には、

∇XY −∇YX = [X,Y ] (X, Y ∈ Γ(TM))

を満たし、Riemann計量 ⟨ , ⟩を保つ線形接続が、一意的に存在する。

証明の概略 まず、条件を満たす線形接続∇が存在すると仮定する。条件から、
M 上のベクトル場X, Y, Zに対して

⟨∇XY, Z⟩ =
1

2
(X⟨Y, Z⟩+ Y ⟨Z,X⟩ − Z⟨X, Y ⟩

+⟨[X, Y ], Z⟩ − ⟨[Y, Z], X⟩+ ⟨[Z,X], Y ⟩)

を得る。これより、この接続の一意性がわかる。
逆に上の等式で∇を定める。すると、∇がTMの線形接続になることがわかる。

さらに∇はRiemann計量 ⟨ , ⟩を保ち、

∇XY −∇YX = [X, Y ]

が成り立つこともわかる。

定義 2.3.2 定理 2.3.1で定めた接続∇をRiemann多様体のLevi-Civita接続と呼
ぶ。また、∇XY を Y のXによる共変微分という。
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系 2.3.3 Riemann多様体 (M, ⟨ , ⟩)の Levi-Civita接続∇は、ベクトル場X, Y, Z

に対して

⟨∇XY, Z⟩ =
1

2
(X⟨Y, Z⟩+ Y ⟨Z,X⟩ − Z⟨X, Y ⟩

+⟨[X, Y ], Z⟩ − ⟨[Y, Z], X⟩+ ⟨[Z,X], Y ⟩)

を満たす。

今後、多様体の局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)におけるベクトル場
∂

∂xi
を簡単に

∂iで表すことにする。

命題 2.3.4 Riemann多様体 (M, g)の局所座標近傍 (U ;x1, . . . , xn)において、∇∂i∂j =

Γk
ij∂kによってU上のC∞級関数Γk

ijを定めると、ベクトル場X = X i∂i, Y = Y j∂j
に対して、∇XY の局所表示は

∇XY = (XY k + Γk
ijX

iY j)∂k

となる。Riemann計量の局所表示を g = gijdx
i ⊗ dxjとし、行列 (gij)の逆行列の

成分を gijで表すと、

Γk
ij =

1

2
gkl(∂igjl + ∂jgil − ∂lgij)

が成り立つ。もう一つの局所座標近傍 (V ; y1, . . . , yn)において、
∂

∂yp
を ∂̄pで表し、

∇∂̄p ∂̄q = Γ̄r
pq∂̄r とする。このとき、U ∩ V において、

Γ̄r
pq =

∂yr

∂xk
∂xi

∂yp
∂xj

∂yq
Γk
ij +

∂2xk

∂yp∂yq
∂yr

∂xk

が成り立つ。

定義 2.3.5 命題 2.3.4で定めた Γk
ijをChristoffelの記号と呼ぶ。

注意 2.3.6 今後、Riemann多様体の局所的な議論では、局所座標近傍を明示しな
くても、Riemann計量の成分、Christoffelの記号等は上で定めた記号を使うこと
にする。

命題 2.3.7 Riemann多様体 (M, ⟨ , ⟩)の曲線 cに沿って定義されたベクトル場X

に対して、

∇c′(t)X =

(
c′(t)Xk + Γk

ij

dxi(c(t))

dt
Xj

)
∂k

によって cに沿ったベクトル場∇c′(t)Xを定めると、これは局所座標近傍のとり方
に依存しない。
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曲線 c(t)に沿って定義されたベクトル場とは、X(t) ∈ Tc(t)M を満たすものであ
る。Xは

X(t) = X i(t)∂i

と局所表示できる。速度ベクトル c′(t)による微分は

c′(t)Xk =
dXk(t)

dt

である。

定義 2.3.8 命題2.3.7で定まる∇c′(t)XをXの曲線に沿った共変微分と呼ぶ。∇c′(t)X =

0を満たすベクトル場Xを曲線に沿った平行ベクトル場と呼ぶ。
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定義 2.3.8の補足 曲線に沿った共変微分をXに関する常微分方程式とみなすと、
局所表示は、

dXk(t)

dt
+ Γk

ij(c(t))
dxi(c(t))

dt
Xj(t) = 0 (1 ≤ k ≤ n)

となり、未知関数Xkに関する連立線形常微分方程式系になる。したがって、曲線
cが定義されている区間では、任意の初期条件に対して平行ベクトル場が一意に存
在する。特に、曲線 cの定義区間が [a, b]のとき、u ∈ Tc(a)M に対してX(a) = u

を満たす平行ベクトル場Xが一意に存在し、uにX(b) ∈ Tc(b)M を対応させると、
Tc(a)Mから Tc(b)Mへの線形同型写像になる。この線形同型写像を曲線に沿った平
行移動と呼び、τcで表す。

命題 2.3.9 Riemann多様体の曲線に沿った平行移動は等長線形写像になる。

命題 2.3.10 Riemann多様体上のベクトル場X, Y と点 xに対して、c(0) = xと
c′(0) = Xxを満たす曲線 cをとる。曲線 cに沿った c(t)から c(0)までの平行移動
を τ t0で表すと、

(∇XY )(x) = lim
t→0

1

t
(τ t0Yc(t) − Yx)

が成り立つ。

2.4 共変微分
命題 2.4.1 Riemann多様体上のベクトル場Xに対してテンソル場T に∇XT を対
応させる対応で、次の条件を満たすものが一意的に存在する。

(1) ∇Xはテンソル場の型を保ち、縮約と可換になる。さらに、テンソル場 S, T

に対して
∇X(S ⊗ T ) = ∇XS ⊗ T + S ⊗∇XT.

(2) C∞級関数 f に対して∇Xf = Xf となり、ベクトル場 Y に対しては∇XY

は Levi-Civita接続による共変微分に一致する。

証明の概略 まず、条件を満たす∇Xが存在すると仮定する。(0, 1)型テンソル
場 ωと (1, 0)型テンソル場 Y に対して、ω ⊗ Y の縮約はC(1,1)(ω ⊗ Y ) = ω(Y ) と
なる。これより

(∇Xω)(Y ) = C(1,1)(∇Xω ⊗ Y ) = C(1,1)(∇X(ω ⊗ Y )− ω ⊗∇XY )

= ∇XC
(1,1)(ω ⊗ Y )− ω(∇XY ) = ∇X(ω(Y ))− ω(∇XY )

= X(ω(Y ))− ω(∇XY ).
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よって、
(∇Xω)(Y ) = X(ω(Y ))− ω(∇XY )

となり、これによって∇Xωが一意的に定まることがわかる。以上より、(0, 0)型
テンソル場、(1, 0)型テンソル場、(0, 1)型テンソル場への∇X の作用が一意的に
定まる。
(p, q)型テンソル場 T の場合を考える。(0, 1)型テンソル場ω1, . . . , ωpと (1, 0)型

テンソル場X1, . . . , Xqをとる。Cで全成分に関する縮約を表すと、

C(T ⊗ ω1 ⊗ · · · ⊗ ωp ⊗X1 ⊗ · · · ⊗Xq) = T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

となる。よって、

(∇XT )(ω
1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

= X(T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq))

−
p∑

i=1

T (ω1, . . . ,∇Xω
i, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

−
q∑

j=1

T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . ,∇XXj, . . . , Xq).

これによって∇XT が一意的に定まることがわかる。
逆に、一意性を示した等式で∇X の作用を定めることにより、対応 T 7→ ∇XT

を定める。この対応が条件を満たすことを確かめることができる。

系 2.4.2 (p, q)型テンソル場 T に対して、

(∇XT )(ω
1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

= X(T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq))

−
p∑

i=1

T (ω1, . . . ,∇Xω
i, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

−
q∑

j=1

T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . ,∇XXj, . . . , Xq)

が成り立つ。
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系 2.4.3 命題 2.4.1で定めた写像

∇ : Γ(TM)× Γ(T (p,q)M) → Γ(T (p,q)M); (X,T ) 7→ ∇XT

は T (p,q)M 上の線形接続になる。

系 2.4.4 (p, q)型テンソル場 T に対して∇T を

(∇T )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq;X) = (∇XT )(ω
1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

(ωi ∈ Γ(T (0,1)M), Xj, X ∈ Γ(T (1,0)M))

によって定めると、∇T は (p, q + 1)型テンソル場になる。

定義 2.4.5 ∇T = 0となるテンソル場 T を平行テンソル場と呼ぶ。

例 2.4.6 Riemann多様体 (M, g)の Levi-Civita接続∇は、

(∇Xg)(Y, Z) = X(g(Y, Z))− g(∇XY, Z)− g(Y,∇XZ) = 0

を満たすので、∇g = 0となり、Riemann計量は平行テンソル場になる。

命題 2.4.7 (p, q)型テンソル場 T の局所表示を

T = T
i1···ip
j1···jq ∂i1 ⊗ · · · ⊗ ∂ip ⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjq

とすると、

∇T = T
i1···ip
j1···jq ;k∂i1 ⊗ · · · ⊗ ∂ip ⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjq ⊗ dxk

= ∇kT
i1···ip
j1···jq ∂i1 ⊗ · · · ⊗ ∂ip ⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjq ⊗ dxk

の成分は、

∇kT
i1···ip
j1···jq = ∂kT

i1···ip
j1···jq +

p∑
a=1

Γia
klT

i1···l···ip
j1···jq −

q∑
b=1

Γm
kjb
T

i1···ip
j1···m···jq

で与えられる。ここで、lは a番目であり、mは b番目である。

2.5 曲率テンソル
注意 2.5.1 実ベクトル空間V,W に対して、V の q個の積V ×· · ·×V からW への
多重線形写像の全体の成す実ベクトル空間をLq(V,W )で表す。M を多様体とし、

Lq(TM, TM) =
∪
x∈M

Lq(TxM,TxM)
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とおくと、命題 1.3.2の証明と同様にM 上のベクトル束になる。Lq(TM, TM)の
C∞級断面 T に対して、

T̃ (ω,X1, . . . , Xq) = ω(T (X1, . . . , Xq)) (ω ∈ Γ(T (0,1)M), Xj ∈ Γ(T (1,0)M))

によって T̃ を定めると、T̃ はM上の (1, q)型テンソル場になる。逆にM上の (1, q)

型テンソル場に対して、上の等式によってLq(TM, TM)のC∞級断面を定めるこ
とができる。これより、Lq(TM, TM)のC∞級断面とM 上の (1, q)型テンソル場
を同一視することができる。
T の局所表示を T (∂j1 , . . . , ∂jq) = T i

j1···jq∂i とすると、(1, q)型テンソル場 T̃ の成
分は、

T̃ i
j1···jq = T̃ (dxi, ∂j1 , . . . , ∂jq) = dxi(T (∂j1 , . . . , ∂jq))

= dxi(T k
j1···jq∂k) = T i

j1···jq

となり、T の成分に一致する。
今後、T̃ も単に T と表すことにする。

定義 2.5.2 Riemann多様体M の Levi-Civita接続に関する曲率テンソルを単に
Rで表し、Riemann多様体の曲率テンソルと呼ぶことにする。曲率テンソルは
L3(TM, TM)のC∞級断面になるので、注意 2.5.1より、M上の (1, 3)型テンソル
場とみなすことができる。

定理 2.5.3 Riemann多様体の曲率テンソル Rは、ベクトル場X, Y, Z,W に対し
て、次の (1)から (4)を満たす。

(1) R(X,Y )Z +R(Y,X)Z = 0,

(2) R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0,

(3) ⟨R(X,Y )Z,W ⟩+ ⟨Z,R(X, Y )W ⟩ = 0,

(4) ⟨R(X,Y )Z,W ⟩ = ⟨R(Z,W )X, Y ⟩.

(2)は第 1Bianchiの恒等式と呼ばれる。

補題 2.5.4 V を内積を持つ実ベクトル空間とする。V 上の (1, 3)型テンソルRが

(1) R(X,Y )Z +R(Y,X)Z = 0,

(2) R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0,

(3) ⟨R(X,Y )Z,W ⟩+ ⟨Z,R(X, Y )W ⟩ = 0

をみたすとき、Rは

⟨R(X, Y )Z,W ⟩ = ⟨R(Z,W )X,Y ⟩

を満たす。
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注意 2.5.5 この節で得た結果の局所表示を与えておく。Riemann多様体の曲率テ
ンソルの局所表示を

R(∂i, ∂j)∂k = Rl
ijk∂l

で表す。

R(∂i, ∂j)∂k = ∇∂i∇∂j∂k −∇∂j∇∂i∂k −∇[∂i,∂j ]∂k

= ∇∂i(Γ
m
jk∂m)−∇∂j(Γ

m
ik∂m)

= (∂iΓ
m
jk)∂m + Γm

jk∇∂i∂m − (∂jΓ
m
ik)∂m − Γm

ik∇∂j∂m

= (∂iΓ
l
jk)∂l + Γm

jkΓ
l
im∂l − (∂jΓ

l
ik)∂l − Γm

ikΓ
l
jm∂l

となるので、
Rl

ijk = ∂iΓ
l
jk − ∂jΓ

l
ik + Γl

imΓ
m
jk − Γl

jmΓ
m
ik

を得る。さらに、(0, 4)型テンソル場 ⟨R(X,Y )Z,W ⟩の成分を

⟨R(∂i, ∂j)∂k, ∂l⟩ = Rijkl

で定めると、

Rijkl = ⟨R(∂i, ∂j)∂k, ∂l⟩ = ⟨Rm
ijk∂m, ∂l⟩ = glmR

m
ijk.

定理 2.5.3を成分で表すと、

Rl
ijk +Rl

jik = 0,

Rl
ijk +Rl

jki +Rl
kij = 0,

Rijkl +Rijlk = 0

Rijkl = Rklij.

補題 2.5.6 次元が2以上のRiemann多様体Mの点pにおける接ベクトル空間TpM

内の 2次元部分空間 σに対して、

⟨R(X, Y )Y,X⟩
|X ∧ Y |2

(X,Y は σの基底)

は基底のとり方に依存しない。ただし、|X ∧ Y |はX, Y の張る平行四辺形の面積
である。

定義 2.5.7 次元が2以上のRiemann多様体Mの点pにおける接ベクトル空間TpM

内の 2次元部分空間 σに対して、

Kσ =
⟨R(X,Y )Y,X⟩

|X ∧ Y |2
(X, Y は σの基底)

とおき、Kσ を σの断面曲率と呼ぶ。M のすべての点 pにおける接ベクトル空間
TpM 内のすべての 2次元部分空間 σに対してKσが一定になるとき、M を定曲率
空間と呼ぶ。
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注意 2.5.8 任意の 1次元 Riemann多様体の曲率テンソルは、定理 2.5.3の (1)よ
り 0になるので、曲率を考える意味がない。2次元以上の場合、接ベクトル空間の
2次元部分空間 σに対して σの正規直交基底 e1, e2をとれば、|e1 ∧ e2| = 1となる
のでKσ = ⟨R(e1, e2)e2, e1⟩が成り立つ。

命題 2.5.9 次元が2以上のRiemann多様体Mが定曲率空間になるための必要十分
条件は、ある実数Kが存在し、任意の点p ∈Mの任意の接ベクトルX,Y, Z ∈ TpM

に対して
R(X,Y )Z = K(⟨Y, Z⟩X − ⟨X,Z⟩Y )

が成り立つことである。このとき、Kは断面曲率の一定値に一致する。

定義 2.5.10 次元が 2以上のRiemann多様体M の接ベクトルX, Y に対して、

Ric(X,Y ) = tr(Z 7→ R(Z,X)Y )

によってM 上の (0, 2)型テンソル場Ricを定める。RicをRicciテンソルと呼ぶ。
単位接ベクトルXに対してRic(X,X)をX のRicci曲率と呼ぶ。Ricci曲率が一
定値をとるとき、M をEinstein多様体と呼ぶ。

補題 2.5.11 Riemann多様体のRicciテンソルは対称になり、接ベクトル空間の正
規直交基底 e1, . . . , enをとると、

Ric(X, Y ) =
n∑

i=1

⟨R(ei, X)Y, ei⟩

と表すことができる。

注意 2.5.12 Riemann多様体Mの単位接ベクトルXに対して、X, e2, . . . , enが正
規直交基底になるようにすると、

Ric(X,X) =
n∑

i=2

⟨R(ei, X)X, ei⟩

となり、Ricci曲率は断面曲率の和になる。特に、定曲率空間はEinstein多様体に
なる。

補題 2.5.13 Riemann多様体 (M, g)がEinstein多様体になるための必要十分条件
は、ある実数 cが存在し、Ric = cgが成り立つことである。このとき、cはRicci

曲率の一定値に一致する。
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命題 2.5.14 (Schurの補題) M を次元が 3以上の連結Riemann多様体とする。

(1) M の各点 pにおける断面曲率Kσが、TpM 内の 2次元部分空間 σに依存せ
ず一定値Kpをとるとき、M は定曲率空間になる。

(2) Mの各点 pにおけるRicci曲率Ric(X,X)が、単位接ベクトルXに依存せず
一定値 cpをとるとき、M は Einstein多様体になる。

定義 2.5.15 次元が 2以上のRiemann多様体M 上の関数

τ = tr(Ric)

をM のスカラー曲率と呼ぶ。M の接ベクトル空間の正規直交基底 e1, . . . , enをと
れば、

τ =
n∑

i=1

Ric(ei, ei)

となる。

2.6 測地線と完備性
定義 2.6.1 M をRiemann多様体とし、IをRの区間とする。曲線 γ : I → M が
測地線であるとは、γの速度ベクトル γ′(t)が γに沿った平行ベクトル場になるこ
とである。

命題 2.6.2 測地線の速度ベクトルの長さは一定である。

一般に曲線 c : I →M と t0 ∈ Iに対して、

s(t) =

∫ t

t0

∥∥∥∥dcdt
∥∥∥∥ dt

によって cの弧長関数 s(t)を定める。

L(c) =

∫
I

∥∥∥∥dcdt
∥∥∥∥ dt

を曲線 cの長さという。命題 2.6.2により測地線の弧長関数はパラメータの一次関
数になる。

命題 2.6.3 Riemann多様体の局所座標系 (U ; x1, . . . , xn)において曲線を γ(t) =

(x1(t), . . . , xn(t))と局所表示したとき、γ(t)が測地線であるための必要十分条件は

d2xk

dt2
+ Γk

ij(x
1, . . . , xn)

dxi

dt

dxj

dt
= 0 (1 ≤ k ≤ n)

が成り立つことである。
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命題 2.6.3の等式は、未知関数 (x1(t), . . . , xn(t))に関する連立二階常微分方程式
である。常微分方程式の一般論より次の補題を得る。

補題 2.6.4 Riemann多様体M の任意の点 x0に対して x0の開近傍 U と ϵ > 0が
存在して次が成り立つ。x ∈ U と ∥v∥ < ϵを満たす v ∈ TxM に対して、ただ一つ
測地線

γv : (−2, 2) →M

が存在し
γv(0) = x, γ′v(0) = v

を満たす。

定義 2.6.5 Riemann多様体M の点 xと v ∈ TxM に対して

γ(0) = x, γ′(0) = v

を満たす測地線 γ : [0, 1] →Mが存在するとき、expx(v) = γ(1)と表す。補題 2.6.4

より十分小さい vに対して expx(v)が存在することがわかる。TxM の 0の近傍で
定義される写像 v 7→ expx(v)を指数写像と呼ぶ。

補題 2.6.6 Riemann多様体Mの点 xと v ∈ TxMに対して expx(v)が定まるとき、
t 7→ expx(tv)は

(∗) expx(0v) = x,
d

dt

∣∣∣∣
t=0

expx(tv) = v

を満たす測地線になる。
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補題 2.6.7 Riemann多様体Mの任意の点x0に対して、x0のある開近傍Wと ϵ > 0

が存在して次の (1)から (3)が成り立つ。

(1) W 内の任意の二点は長さが ϵより小さいただ一つの測地線で結ばれる。

(2) 上の測地線は二点に対して滑らかに定まる。

(3) 任意のx ∈ Wについて expxはTxMの半径 ϵの開円板Uxから開集合 expx(Ux)

への微分同型写像になり、W ⊂ expx(Ux)が成り立つ。

証明 補題 2.6.4より (x, v) ∈ TM に expx(v)を対応させる写像は (x0, 0)のある
開近傍 V ⊂ TM で定まる。

F : V →M ×M ; (x, v) 7→ (x, expx(v))

により写像F を定める。x0を含む座標近傍系 (U ;x1, . . . , xn)をとる。例 1.2.3で示
したように v ∈ TxM を

v = ξi
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

と表示すると、x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξnは π−1(U) ⊂ TMにおける局所座標系になる。
U における局所座標系 x1, . . . , xnを二つ並べて x11, . . . , x

n
1 , x

1
2, . . . , x

n
2 を U × U ⊂

M ×M の局所座標系とする。このとき、

dF(x0,0)

(
∂

∂xi

)
=

∂

∂xi1
+

∂

∂xi2
,

dF(x0,0)

(
∂

∂ξj

)
=

∂

∂xj2

が成り立つ。したがって、上記の局所座標系から定まる接ベクトル空間の基底に
関する dF(x0,0)の表現行列は [

1n 0

1n 1n

]
である。よってdF(x0,0)は線形同型写像になり、逆写像定理よりTMにおける (x0, 0)

のある開近傍 V ′が存在して、F : V ′ → F (V ′) ⊂ M ×M は微分同型写像になる。
F (x0, 0) = (x0, x0)だからF (V ′)は (x0, x0)の開近傍である。x0の開近傍U ′と ϵ > 0

を
V ′′ = {(x, v) ∈ TM | x ∈ U ′, ∥v∥ < ϵ} ⊂ V ′

が成り立つようにとる。F (V ′′)も (x0, x0)の開近傍になるので、W ×W ⊂ F (V ′′)

を満たす x0の開近傍W をとることができる。このとき、補題の (1)から (3)が成
り立つことを示す。
(1) x, y ∈ W をとると (x, y) ∈ W × W ⊂ F (V ′′)となり、(x, y) = F (x, v) =

(x, expx(v))を満たす (x, v) ∈ V ′′がただ一つ存在する。[0, 1] →M ; t 7→ expx(tv)



28 2014年 7月 23日

は xと yを結ぶただ一つの測地線になる。この測地線の長さは ∥v∥に一致し、ϵよ
りも小さい。
(2) 上の (x, y)に対応する (x, v)は微分同型写像 F の逆写像によって対応するの
で、(x, y)に対して滑らかに定まる。
(3) 任意のx ∈ Wについて{x}×Ux ⊂ V ′′であり、Fは{x}×Uxから{x}×expx(Ux)

への微分同型写像になる。よって、expxは Uxから expx(Ux)への微分同型写像に
なる。(1)よりW ⊂ expx(Ux)が成り立つ。

定理 2.6.8 補題 2.6.7の設定のもとで、x, y ∈ W に対して長さが ϵより小さい xと
yを結ぶ測地線 γ : [0, 1] → M をとる。c : I → M を xと yを結ぶ区分的に滑らか
な曲線とすると、

L(γ) ≤ L(c)

が成り立つ。さらに、等号が成り立つのは cは像を二重に通らず c(I) = γ([0, 1])と
なるときに限る。
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定理 2.6.8の証明のために二つの補題を準備する。

補題 2.6.9 Riemann多様体M の点 xにおける指数写像の定義域に含まれる v ∈
TxM に対して、TxM の曲線 t 7→ v(t)で

v(0) = v, ∥v(t)∥ = ∥v∥

を満たすものに対して定まる曲線 t 7→ expx(v(t))と測地線 s 7→ expx(sv)は expx v

において直交する。

補題 2.6.10 補題 2.6.7の設定のもとで、x ∈ W に対する Uxをとる。c : [a, b] →
expx(Ux)− {x}を区分的に滑らかな曲線とする。c(t)は

c(t) = expx(s(t)v(t)), 0 < s(t) < 1, v(t) ∈ TxM, ∥v(t)∥ = 1

という形に一意的に表される。このとき

|s(b)− s(a)| ≤ L(c)

が成り立つ。さらに等号が成り立つのは、s(t)が単調であり、v(t)が一定であると
きに限る。

系 2.6.11 c : [0, l] →MをRiemann多様体Mの弧長をパラメータとする曲線とす
る。c(0)と c(l)を結ぶ曲線の長さの最小値を cが与えるならば、cは測地線である。

定理 2.6.12 M を連結Riemann多様体とする。x, y ∈M に対して

d(x, y) = inf{L(c) | cは x, yを結ぶ区分的に滑らかな曲線 }

によって d :M ×M → Rを定めると、(M,d)は距離空間になる。さらに、距離 d

が定めるM の位相はM の多様体構造を定める位相と一致する。

定義 2.6.13 Riemann多様体M の測地線 γ : [a, b] → M の長さが、γ(a)と γ(b)

を結ぶ任意の区分的に滑らかな曲線の長さよりも短いか等しいとき、γを最短と
いう。

系 2.6.14 定理 2.6.12の設定のもとで、コンパクト部分集合K ⊂ M に対してあ
る ϵ > 0が存在して、Kとの距離が ϵより小さい二点は長さが ϵより小さい一意的
な最短測地線で結ばれる。

定義 2.6.15 Riemann多様体Mの任意の点 xと任意の v ∈ TxMに対して expx(v)

が定まるとき、M を測地的完備という。

Riemann多様体が測地的完備であることは、任意の測地線の定義域を実数全体
に拡張できることと同値である。
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定理 2.6.16 (Hopf-Rinow) 連結Riemann多様体M に対して次の条件は同値で
ある。

(1) Riemann多様体M は測地的完備である。

(2) M の任意の有界閉集合はコンパクトである。

(3) 距離空間 (M,d)は完備である。すなわち、任意のCauchy列は収束列である。

さらにこれらが成り立つとき、M の任意の二点は最短測地線で結べる。


