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第1章 準備

1.1 回転群とユニタリ群
体Kの元を成分に持つ n次正方行列全体をMn(K)で表す。Mn(K)内の単位行

列を 1nで表す。

定義 1.1.1 n次直交行列全体

O(n) = {X ∈ Mn(R) | tXX = 1n}

は行列の積に関して群になる。O(n)を n次直交群と呼ぶ。

SO(n) = {X ∈ O(n) | detX = 1n}

はO(n)の部分群になる。SO(n)を n次回転群と呼ぶ。

定義 1.1.2 n次ユニタリ行列全体

U(n) = {X ∈ Mn(C) | tX̄X = 1n}

は行列の積に関して群になる。U(n)を n次ユニタリ群と呼ぶ。

SU(n) = {X ∈ U(n) | detX = 1n}

は U(n)の部分群になる。SU(n)を n次特殊ユニタリ群と呼ぶ。

定義 1.1.3 多様体Gが群構造を持ち、群の演算から定まる写像

G×G → G ; (g, h) 7→ gh, G → G ; g 7→ g−1

がC∞級写像になるとき、GをLie群という。

定理 1.1.4 直交群、回転群、ユニタリ群、特殊ユニタリ群は Lie群になる。

証明 n次実対称行列全体を Sn(R)で表す。Sn(R)はMn(R)の部分ベクトル空
間であり、

dimMn(R) = n2, dimSn(R) =
1

2
n(n+ 1)
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が成り立つ。
Φ : Mn(R) → Sn(R) ; X 7→ tXX

によって写像Φを定める。X ∈ Mn(R)に対して

t(Φ(X)) = t(tXX) = tXX = Φ(X)

となり、Φ(X) ∈ Sn(R)となることがわかる。Φ(X)はXの成分の二次式で表され
るため、C∞級写像であることもわかる。O(n) = Φ−1(1n)である。陰関数定理を
適用するため、Φの 1nにおける微分 dΦ1nを求める。X ∈ Mn(R)に対して

dΦ1n(X) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

Φ(1n + sX) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

t(1n + sX)(1n + sX)

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(1n + sX + s tX + s2 tXX) = X + tX.

線形写像
dΦ1n : Mn(R) → Sn(R) ; X 7→ X + tX

は全射になる。これより、1nのMn(R)における開近傍 U が存在して、x ∈ U に
対して dΦx : Mn(R) → Sn(R)も全射になる。したがって、陰関数定理より

O(n) ∩ U = Φ−1(1n) ∩ U

はMn(R)の位相から定まる部分位相に関して部分多様体の構造を持ち、その次
元は

n2 − 1

2
n(n+ 1) =

1

2
n(n− 1)

である。V = O(n)∩U とおくと、Mn(R)の位相から定まるO(n)の部分位相に関
して V はO(n)の単位元を含む開近傍になる。

O(n) =
∪

g∈O(n)

gV

により、O(n)全体はMn(R)の位相から定まる部分位相に関して
1

2
n(n− 1)次元部

分多様体であることがわかる。さらに、行列の積はMn(R)×Mn(R)からMn(R)

へのC∞級写像であり、行列の逆行列を対応させる写像はMn(R)内の正則行列全
体からそれ自身へのC∞級写像になるので、そのO(n)への制限もC∞級写像にな
る。したがって、O(n)は Lie群である。
g ∈ O(n)に対して

1 = det 1n = det(tgg) = det(tg) det g = (det g)2

となるので、det g = ±1が成り立つ。
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g, h ∈ SO(n)に対して

det(gh) = det g deth = 1, det(g−1) = (det g)−1 = 1

だから、gh, g−1 ∈ SO(n)となり、SO(n)はO(n)の部分群である。R+ = {r ∈ R |
r > 0}とおくと、R+はRの開集合である。det : Mn(R) → Rは n次正方行列の
成分の n次多項式になり連続関数である。これらよりO(n) ∩ det−1(R+)はO(n)

の開集合になり、特に同じ次元の部分多様体になる。他方、

O(n) ∩ det−1(R+) = SO(n)

だからSO(n)もMn(R)の部分多様体になる。O(n)と同様、SO(n)もLie群になる。
U(n)および SU(n)についても同様に Lie群であることがわかる。

定義 1.1.5 Gを Lie群とし、M を多様体とする。Gの単位元を eで表す。C∞級
写像 ρ : G×M → M が存在し

ρ(e, x) = x, ρ(g1g2, x) = ρ(g1, ρ(g2, x)) (g1, g2 ∈ G, x ∈ M)

を満たすとき、GをM の Lie変換群と呼ぶ。このとき、GはM に作用するとい
う。簡単に ρ(g, x) = ρ(g)x = gxと書くこともある。任意の x, y ∈ M に対してあ
る g ∈ Gが存在し y = gxが成り立つとき、GはM に推移的に作用するという。

例 1.1.6 Rn+1に通常の内積 ⟨ , ⟩とノルム | |を定める。n次元単位球面 Snを

Sn = {x ∈ Rn+1 | |x| = 1}

によって定める。
Φ : Rn+1 → R ; x 7→ |x|2 = ⟨x, x⟩

によって写像Φを定める。Φ(x)はxの成分の二次式で表されるため、C∞級写像で
あることもわかる。Sn = Φ−1(1)である。陰関数定理を利用するため、Φの x ∈ Sn

における微分 dΦxを求める。X ∈ Rn+1に対して

dΦx(X) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

Φ(x+ sX) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

⟨x+ sX, x+ sX⟩

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(⟨x, x⟩+ 2s⟨x,X⟩+ s2⟨X,X⟩) = 2⟨x,X⟩.

線形写像
dΦx : Rn+1 → R ; X 7→ 2⟨x,X⟩

は全射になる。これより、xにおける開近傍Uxが存在して、y ∈ Uxに対して dΦy :

Rn+1 → Rも全射になる。したがって、陰関数定理より

Sn ∩ Ux = Φ−1(1) ∩ Ux
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はRn+1の位相から定まる部分位相に関して部分多様体の構造を持ち、その次元は
(n+ 1)− 1 = nである。Vx = Sn ∩ Uxとおくと、Snの開被覆 {Vx | x ∈ Sn}は Sn

の n次元多様体構造を定める。
写像

(∗) O(n+ 1)× Sn → Sn ; (g, x) 7→ gx

によりO(n+1)は SnのLie変換群になることを以下で示す。この写像は、行列と
縦ベクトルに対してその積を対応させる写像

Mn+1(R)×Rn+1 → Rn+1 ; (g, x) 7→ gx

の制限である。この写像の像は行列と縦ベクトルの成分の二次式で表されるため、
C∞級であることがわかる。g ∈ O(n+ 1), x ∈ Snに対して

⟨gx, gx⟩ = t(gx)gx = txtggx = tx1n+1x = ⟨x, x⟩ = 1

となり、gx ∈ Snが成り立つ。写像 (∗)はC∞級写像になることがわかる。さらに、
O(n+ 1)は Snの Lie変換群であることもわかる。
O(n+1)は Snに推移的に作用することを示す。第 1成分のみ 1で他の成分はす

べて 0である縦ベクトルを e1 ∈ Sn ⊂ Rn+1で表す。任意の x ∈ Snに対して、xを
Rn+1の正規直交基底x = x1, x2, . . . , xn+1に延長する。gx = (x1 · · ·xn+1) ∈ O(n+1)

とおくと、gxe1 = xが成り立つ。さらに任意の y ∈ Snに対して gye1 = yとなる
gy ∈ O(n + 1)をとると、y = gye1 = gy(gx)

−1xが成り立つ。gy(gx)
−1 ∈ O(n + 1)

だから、O(n+ 1)は Snに推移的に作用する。

定義 1.1.7 Lie群の部分群が部分多様体でもあるとき、Lie部分群と呼ぶ。Lie部
分群が閉集合になっているとき、閉Lie部分群と呼ぶ。

定理 1.1.8 GをLie群、HをGの閉Lie部分群とする。Hの剰余類の全体G/Hに
多様体構造が存在して、GはG/HのLie変換群になり、その作用は推移的になる。
Gを多様体M の Lie変換群とする。x ∈ M に対して

G(x) = {gx | g ∈ G}

はM の部分多様体になる。

Gx = {g ∈ G | gx = x}

とおくと、GxはGの閉Lie部分群になり、G(x)はG/Gxに微分同型である。特に
GのM への作用が推移的な場合は、任意の x ∈ M に対してM はG/Gxに微分同
型である。
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1.2 Riemann多様体
定義 1.2.1 多様体Mの各点xの接ベクトル空間TxMに内積 ⟨ , ⟩が定まっていて、
M 上のC∞級ベクトル場X,Y に対して ⟨X, Y ⟩がM 上のC∞級関数になるとき、
⟨ , ⟩をM上のRiemann計量といい、Riemann計量を持つ多様体をRiemann多
様体と呼ぶ。Riemann多様体 (M, ⟨ , ⟩M)の微分同型写像 ϕが

⟨dϕx(X), dϕx(Y )⟩ = ⟨X,Y ⟩ (x ∈ M, X, Y ∈ TxM)

を満たすとき、ϕをM の等長変換と呼ぶ。

例 1.2.2 Rnは n次元多様体であり、各点の接ベクトル空間は自然にRn自身と同
一視できる。これにより、Rnの内積 ⟨ , ⟩はRnの Riemann計量を定め、Rnは
Riemann多様体になる。さらにRnの部分多様体の接ベクトル空間は自然にRnの
部分ベクトル空間になり、Rnの内積 ⟨ , ⟩を制限すると、部分多様体はRiemann

計量を持ちRiemann多様体になる。

定義 1.2.3 M をRiemann多様体とし、c : [a, b] → M をC∞級曲線とする。

L(c) =

∫ b

a

∣∣∣∣dcdt (t)
∣∣∣∣ dt

によって cの長さL(c)を定める。ただし、被積分関数の絶対値の記号はRiemann

計量から定まるノルムである。区間 iで定義された C∞級曲線 γ : I → M が、局
所的に二点を結ぶ最短曲線になっているとき、γを測地線と呼ぶ。M の任意の点
xとX ∈ TxM に対してある ϵ > 0と

γ(0) = x,
dγ

dt
(0) = X

を満たす測地線 γ : [0, ϵ] → M が存在することが知られている。

定義 1.2.4 連結Riemann多様体M の任意の点 xとX ∈ TxM に対して、

γ(0) = x,
dγ

dt
(0) = X

を満たす測地線 γ : R → M が存在するとき、M を測地的完備という。

定理 1.2.5 (Hopf-Rinow) 測地的完備な連結Riemann多様体の任意の二点は最
短測地線で結べる。
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1.3 Riemann等質空間
定理 1.3.1 Riemann多様体Mの等長変換の全体の成す群を I(M)で表すと、I(M)

はM の Lie変換群になる。

定義 1.3.2 Riemann多様体M の等長変換の全体 I(M)がM に推移的に作用する
とき、M をRiemann等質空間という。

例 1.3.3 例 1.1.6より O(n + 1)は Snに推移的に作用する Lie変換群である。さ
らに例 1.2.2より、O(n + 1)の Snへの作用は等長的である。したがって、Snは
Riemann等質空間である。

1.4 実射影空間
定義 1.4.1 Rn+1内の1次元部分空間全体をRP nで表し、n次元実射影空間と呼ぶ。

命題 1.4.2 RP nは n次元多様体になる。

証明 x ∈ Rn+1−{0}に対して xの生成するRn+1内の 1次元部分空間を p(x) ∈
RP nで表すと、写像 p : Rn+1 −{0} → RP nが定まる。この写像 pによりRP nに
Rn+1 − {0}からの商位相を定める。1 ≤ i ≤ n+ 1に対して

Ui = {x ∈ Rn+1 | xi ̸= 0}, Vi = p(Ui)

と定めると、{Vi | 1 ≤ i ≤ n+ 1}はRP nの開被覆になる。

ϕi : Vi → Rn ; p(x) 7→
(
x1

xi

, . . . ,
x̂i

xi

, . . . ,
xn+1

xi

)
によって写像 ϕiを定めると、{(Vi, ϕi)}iはRP nの n次元多様体構造を定める。た
だし、·̂は ·を除くことを意味する。

別証明 写像 pの Snへの制限は 2対 1のC∞級写像であり、Snの開半球面

Sn
x = {y ∈ Sn | ⟨y, x⟩ > 0} (x ∈ Sn)

に制限すると pは全単射である。これにより、Snのn次元多様体構造からRP nの
n次元多様体構造が定まり、p : Sn → RP nは二重被覆写像になる。

定理 1.4.3 n次元実射影空間RP nには二重被覆写像 p : Sn → RP nからRiemann

計量が定まり、RP nはRiemann等質空間になる。
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証明 二重被覆写像 p : Sn → RP nの被覆変換は

a : Sn → Sn ; x 7→ −x

であり、これは Snの等長変換である。p ◦ a = pだから、各 x ∈ Snについて

dpx : TxS
n 7→ Tp(x)RP n

が等長的線形写像になるように Tp(x)RP nに内積を定めることができる。これによ
り、RP nはRiemann多様体になる。
O(n+ 1)の Snへの作用はRn+1への線形作用の制限だから、aの作用と可換に

なる。したがって、O(n+ 1)の Snへの作用は、p : Sn → RP nを通してO(n+ 1)

のRP nへの作用を定め、その作用は等長的になる。さらに、例 1.1.6よりO(n+1)

は Snに推移的に作用するので、O(n + 1)はRP nにも推移的に作用し、RP nは
Riemann等質空間であることがわかる。

1.5 複素射影空間
定義 1.5.1 Cn+1内の複素 1次元部分空間全体をCP nで表し、n次元複素射影空
間と呼ぶ。

命題 1.5.2 CP nは n次元複素多様体になる。

証明 x ∈ Cn+1 − {0}に対して xの生成するCn+1内の 1次元複素部分空間を
p(x) ∈ CP nで表すと、写像 p : Cn+1 − {0} → CP nが定まる。この写像 pにより
CP nにCn+1 − {0}からの商位相を定める。1 ≤ i ≤ n+ 1に対して

Ui = {x ∈ Cn+1 | xi ̸= 0}, Vi = p(Ui)

と定めると、{Vi | 1 ≤ i ≤ n+ 1}はCP nの開被覆になる。

ϕi : Vi → Cn ; p(x) 7→
(
x1

xi

, . . . ,
x̂i

xi

, . . . ,
xn+1

xi

)
によって写像ϕiを定めると、{(Vi, ϕi)}iはCP nのn次元複素多様体構造を定める。

補題 1.5.3 ユニタリ群 U(n+ 1)は

S2n+1 = {x ∈ Cn+1 | |x| = 1}

に推移的かつ等長的に作用する。
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証明 U(n + 1)が S2n+1に推移的に作用することは、O(n + 1)が Snに推移的
に作用することの証明と同様にできる。
U(n+1)のCn+1への作用は、Cn+1の標準的Hermite内積を不変に保ち、標準的

Hermite内積の実部はCn+1 = R2n+2の標準的実内積に一致する。よって、U(n+1)

のCn+1への作用は、Cn+1の標準的実内積も不変に保つ。すなわち、U(n+ 1)の
Cn+1への作用は等長変換になり、U(n+ 1)の S2n+1への作用も等長変換になる。

定理 1.5.4 写像 p : Cn+1 − {0} → CP nは C∞級写像になり、S2n+1への制限も
C∞級写像になる。これによりCP nにRiemann計量が定まり、CP nはRiemann

等質空間になる。

証明 p : Cn+1 − {0} → CP nが C∞級写像になることは、CP nの座標系の定
め方からわかる。Cn+1 − {0}の部分多様体 S2n+1に pを制限してもC∞級写像で
ある。CP nの元は S2n+1のある元によって生成されるので、p : S2n+1 → CP nは
全射である。x ∈ S2n+1に対して

p−1(p(x)) = S2n+1 ∩Cx = U(1)x

が成り立つ。さらに TxS
2n+1 = (Cx)⊥ ⊕R

√
−1x が成り立ち、ker dpx = R

√
−1x

となる。dpx : (Cx)⊥ → Tp(x)CP n は線形同型写像になり、これによって (Cx)⊥

の内積を Tp(x)CP nに導入する。任意の y ∈ p−1(p(x))に対してある e
√
−1θ ∈ U(1)

が存在し y = e
√
−1θxとなる。e

√
−1θ の作用は等長的になるため、線形同型写像

dpy : (Cy)⊥ → Tp(y)CP n = Tp(x)CP n によって導入する内積も xに対して定めた
内積と同じになる。したがって、CP nの各点の接ベクトル空間に内積が定まり、
CP nは Riemann多様体になる。S2n+1の Riemann計量からCP nの Riemann計
量が定まっているので、U(n+1)のCP nへの自然な作用は等長変換になる。した
がって、CP nはRiemann等質空間である。
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2.1 実射影空間その2

例 2.1.1 n次元球面 Snの各点 xについて

sx(y) = −y + 2⟨x, y⟩x (y ∈ Rn+1)

によってRn+1の線形変換 sxを定める。sx(x) = xであり、xと直交する y ∈ Rn+1

について sx(y) = −yが成り立つ。これより

sx = 1Rx − 1(Rx)⊥

と記述できる。よって、sxは±1を固有値に持ち、+1の固有空間はRxであり、
−1の固有空間は (Rx)⊥である。特に、sx ∈ O(n + 1)であり、det sx = (−1)nが
わかる。さらに s2x = 1n+1もわかる。sxはRn+1内のベクトルの長さを保つので、
sxの作用は Sn ⊂ Rn+1を保つ。さらに次が成り立つ。

F (sx, S
n) = {y ∈ Sn | sx(y) = y} = {±x}.

上記の状況を一般化して次の定義を得る。

定義 2.1.2 連結Riemann多様体M の各点 x ∈ M に対してM の等長変換 sxが定
まり、次の条件を満たすときM をRiemann対称空間という。

(1) s2x = 1M .

(2) xは sxの孤立固定点である。

sxを xにおける点対称と呼ぶ。

命題 2.1.3 上の例と定義より、n次元球面SnはRiemann対称空間である。p(x) ∈
RP n (x ∈ Sn)に対して

sp(x)(p(y)) = p(sx(y)) (x ∈ Sn)

によって p(x) ∈ RP nにおける点対称 sp(x)を定めると、RP nは Riemann対称空
間になる。
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証明 x, y ∈ Snを任意にとる。
R(−x) = Rxだから s−x = sxである。さらに sx(−y) = −sx(y)より p(sx(−y)) =

p(sx(y))となり、ϵ0 = ±1, ϵ1 = ±1に対して

p(sϵ0x(ϵ1y)) = p(sx(y)).

したがって、sp(x)はwell-definedである。

TyS
n (dsx)y−−−→ Tsx(y)S

n

dpy

y ydpsx(y)

Tp(y)RP n −−−−−−→
(dsp(x))p(y)

Tsp(x)(p(y))RP n

は可換図式になり、dsx, dpy, dpsx(y)は等長線形写像だから、dsp(y)も等長線形写像
になる。よって、sp(x)は等長変換である。
定義より

s2p(x)(p(y)) = sp(x)(p(sx(y))) = p(s2x(y)) = p(y)

だから、s2p(x) = 1RPnが成り立つ。
Sn
x = {u ∈ Sn | ⟨u, x⟩ > 0}の中の sxの固定点は xだけである。したがって、

p(x) ∈ RP nの開近傍 p(Sn
x )内の sp(x)の固定点は p(x)だけである。つまり、p(x)

は sp(x)の孤立固定点である。
以上によりRP nはRiemann対称空間である。

2.2 複素射影空間その2

命題 2.2.1 p(x) ∈ CP n (x ∈ S2n+1)に対して

sCx = 1Cx − 1(Cx)⊥

sp(x)(p(y)) = p(sCx (y)) (y ∈ S2n+1)

によって p(x) ∈ CP nにおける点対称 sp(x)を定めると、CP nは Riemann対称空
間になる。さらに、CP nの複素構造に関して sp(x)は正則変換である。

証明 x, y ∈ S2n+1を任意にとる。
u, v ∈ U(1)に対して、Cux = Cxだから sCux = sCx である。さらに sCx (vy) =

vsCx (y)より p(sCx (vy)) = p(sCx (y))となり、

p(sCux(vy)) = p(sCx (y)).
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したがって、sp(x)はwell-definedである。

TyS
2n+1 (dsCx )y−−−−→ TsCx (y)S

2n+1

∪
x x∪

(Cy)⊥
(dsCx )y−−−−→ (CsCx (y))

⊥

dpy

y ydp
sCx (y)

Tp(y)CP n −−−−−−→
(dsp(x))p(y)

Tsp(x)(p(y))CP n

は可換図式になり、(dsx)y, dpy, dpsCx (y)は等長線形写像だから、dsp(y)も等長線形写
像になる。よって、sp(x)は等長変換である。
定義より

s2p(x)(p(y)) = sp(x)(p(s
C
x (y))) = p((sCx )

2(y)) = p(y)

だから、s2p(x) = 1CPnが成り立つ。
Cn+1の標準的Hermite内積の実部を ⟨ , ⟩で表すと、これはR2n+2の標準的内積

に一致する。S2n+1
x = {u ∈ S2n+1 | ⟨u, x⟩ > 0}の中の sCx の固定点はS2n+1

x ∩U(1)x

の元だけである。p(U(1)x) = p(x)だから、p(x) ∈ CP nの開近傍 p(S2n+1
x )内の

sp(x)の固定点は p(x)だけである。つまり、p(x)は sp(x)の孤立固定点である。
以上によりCP nはRiemann対称空間である。

2.3 Riemann対称対
定理 2.3.1 M を Riemann対称空間とすると、M は測地的完備になり、I(M)は
M に推移的に作用する。I(M)の単位連結成分 I0(M)もM に推移的に作用する。
特にRiemann対称空間はRiemann等質空間である。

証明 s2x = 1より (dsx)
2
x = 1が成り立つ。よって、(dsx)x : TxM → TxM の固

有値は 1または−1である。他方、xは sxの孤立固定点なので、1は (dsx)xの固有
値にはならない。したがって、(dsx)x = −1である。
任意の x ∈ M とX ∈ TxM に対してある ϵ > 0と

γ(0) = x,
dγ

dt
(0) = X

を満たす測地線 γ : [0, ϵ] → M が存在する。sxを γ([0, ϵ])に作用させることによ
り、γの定義域を [−ϵ, ϵ]に拡張できる。このとき、(dsx)x(X) = −Xだから、xに
おいても γ([−ϵ, ϵ])は滑らかになっている。sγ(ϵ)を γ([−ϵ, ϵ])に作用させることに
より、γの定義域を [−ϵ, 3ϵ]に拡張できる。この操作を繰り返すことにより、γの
定義域をR全体に拡張できる。したがって、M は測地的完備である。
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定理 1.2.5より、任意の二点 x, y ∈ M を結ぶ測地線 γが存在する。

γ : [0, 1] → M, γ(0) = x, γ(1) = y

としておく。このとき、sγ(1/2)(x) = yが成り立つ。したがって、I(M)はM に推
移的に作用する。
一般にLie群が連結多様体に推移的に作用しているとき、その単位連結成分も推

移的に作用することがわかる。したがって、I0(M)はM に推移的に作用する。

定理 2.3.2 Riemann対称空間M の点 xに対して

σx : I(M) → I(M) ; g 7→ sxgsx

によって写像 σxを定めると、σxは I(M)の対合的 (σ2
x = e)自己同型写像になる。

さらに σx(I0(M)) = I0(M)となり、

Kx = {g ∈ I0(M) | gx = x}

とおくと、

M ∼= I0(M)/Kx, F0(σx, I0(M)) ⊂ Kx ⊂ F (σx, I0(M))

が成り立つ。ここで

F (σx, I0(M)) = {g ∈ I0(M) | σx(g) = g}

であり、F0(σx, I0(M))はその単位連結成分である。

例 2.3.3 n次元球面Snの場合、I(Sn) = O(n+1)になり、I0(Sn) = SO(n+1)が成
り立つ。第 1成分のみ 1で他の成分はすべて 0である縦ベクトルを e1 ∈ Sn ⊂ Rn+1

で表す。

se1 =


1

−1
. . .

−1


となり、

σe1(g) = se1gse1 (g ∈ O(n+ 1)).

さらに

Ke1 = SO(n) =

{[
1

g

]∣∣∣∣∣ g ∈ SO(n)

}
がわかる。se1の記述より

F (se1 , SO(n+ 1)) = S(O(1)×O(n)), F0(se1 , SO(n+ 1)) = SO(n)
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であり、この場合は

F0(se1 , SO(n+ 1)) = Ke1 ⊂ F (se1 , SO(n+ 1))

が成り立つこともわかる。

定理 2.3.2から次の定義を得る。

定義 2.3.4 連結コンパクト Lie群G、Gの対合的自己同型写像 σとGの閉 Lie部
分群Kが

F0(σ,G) ⊂ K ⊂ F (σ,G)

を満たすとき、(G,K)をコンパクトRiemann対称対と呼ぶ。

定理 2.3.5 (G,K)をコンパクト Riemann対称対とし、その対合的自己同型写像
を σとする。このとき、Gの作用が等長的になるRiemann計量がG/Kに存在し、
原点 o = K ∈ G/Kの点対称 soを

so(gK) = σ(g)K (g ∈ G)

によって定めることにより、G/KはコンパクトRiemann対称空間になる。

定理 2.3.6 (G,K)をコンパクト Riemann対称対とする。このとき、あるトーラ
スと同型な閉 Lie部分群A ⊂ Gが存在して

G/K =
∪
k∈K

k(A · o)

が成り立つ。特にG = KAKが成り立つ。

例 2.3.7 例 2.3.3より (SO(n+ 1), SO(n))はコンパクトRiemann対称対である。

SO(n+ 1)/SO(n) → Sn ; gSO(n) 7→ ge1

によって両者を同一視できる。

A =




cos θ − sin θ

sin θ cos θ

1
. . .

1



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
θ ∈ R


とおく。Ae1は Snの e1を通る大円になる。これに SO(n)を作用させると e1を通
るすべての大円が得られ、

Sn =
∪

k∈SO(n)

kAe1

が成り立つことがわかる。
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例 2.3.8 例 2.3.3の記号を流用すると、

F (σe1 , SO(n+ 1)) = S(O(1)×O(n))

だから、(SO(n+ 1), S(O(1)×O(n)))はコンパクトRiemann対称対である。

SO(n+ 1)/S(O(1)×O(n)) → RP n ; gS(O(1)×O(n)) 7→ p(ge1)

によって両者を同一視できる。例 2.3.7のAにより

RP n =
∪

k∈S(O(1)×O(n))

kp(Ae1)

が成り立つことがわかる。

例 2.3.9 例 2.3.3の記号を流用すると、

F (σe1 , SU(n+ 1)) = S(U(1)× U(n))

となり、(SU(n+ 1), S(U(1)× U(n)))はコンパクトRiemann対称対である。

SU(n+ 1)/S(U(1)× U(n)) → CP n ; gS(U(1)× U(n)) 7→ p(ge1)

によって両者を同一視できる。例 2.3.7のAにより

CP n =
∪

k∈S(U(1)×U(n))

kp(Ae1)

が成り立つことがわかる。

例 2.3.10 U(n)の対合的自己同型写像 σを

σ(g) = ḡ (g ∈ U(n))

によって定める。F (σ, U(n)) = O(n)が成り立ち、(U(n), SO(n))はコンパクト
Riemann対称対である。

U(1)n =


z1 . . .

zn


∣∣∣∣∣∣∣ zi ∈ U(1)


とおくと、

U(n)/SO(n) =
∪

k∈SO(n)

kU(1)no

が成り立つことが知られている。これよりU(n) = SO(n)U(1)nSO(n)が成り立つ。
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第3章 極地と対蹠集合

3.1 極地
定義 3.1.1 M をコンパクトRiemann対称空間とする。M の点 xにおける点対称
sxの固定点全体F (sx,M)を連結成分の合併に分解する。この連結成分の一つ一つ
をMの極地と呼ぶ。極地が一点からなるとき極と呼ぶ。{x}は必ずF (sx,M)の連
結成分になるため、{x}は自明な極と呼ぶ。

例 3.1.2 n次元球面Snの点xにおける点対称 sxの固定点集合はF (sx, S
n) = {±x}

である。よって、Snの xに関する極地は {x}と {−x}であり、ともに極になる。

Rn+1の実部分ベクトル空間 V に対して

P (V ) = {p(x) | x ∈ Sn ∩ V } ∼= RP dimV−1

とおく。

例 3.1.3 n次元実射影空間RP nの点 p(x) (x ∈ Sn)における点対称 sp(x)の固定点
集合は

F (sp(x),RP n) = {p(x)} ∪ P ((Rx)⊥)

である。よって、RP nの p(x)に関する極地は {p(x)}と P ((Rx)⊥)である。

Cn+1の複素部分ベクトル空間 V に対して

P (V ) = {p(x) | x ∈ S2n+1 ∩ V } ∼= CP dimV−1

とおく。

例 3.1.4 n次元複素射影空間CP nの点 p(x) (x ∈ S2n+1)における点対称 sp(x)の
固定点集合は

F (sp(x),CP n) = {p(x)} ∪ P ((Cx)⊥)

である。よって、CP nの p(x)に関する極地は {p(x)}と P ((Cx)⊥)である。
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3.2 対蹠集合
定義 3.2.1 M をコンパクトRiemann対称空間とする。M の部分集合 Sのすべて
の点 x, yに対して sx(y) = yが成り立つとき、Sを対蹠集合という。Mの対蹠集合
の元の個数の上限を 2-numberといい#2M で表す。2-numberを与える対蹠集合
を大対蹠集合と呼ぶ。これらの概念はChen-Naganoが導入した。

例 3.2.2 n次元球面Snの点xにおける点対称 sxの固定点集合はF (sx, S
n) = {±x}

である。したがって、{±x}は大対蹠集合になり、#2S
n = 2を得る。

定理 3.2.3 n次元実射影空間RP nの包含関係に関して極大な対蹠集合 Aに対し
て、Rn+1のある正規直交基底 x1, . . . , xn+1が存在し、

A = {p(x1), . . . , p(xn+1)}.

これは大対蹠集合になり、#2RP n = n+ 1である。

証明 nに関する帰納法で証明する。
n = 1のとき、RP 1は円であり、極大な対蹠集合Aに対して、R2の正規直交基

底 x1, x2が存在し、A = {p(x1), p(x2)}. これは大対蹠集合になり、#2RP 1 = 2で
ある。
一般の nについて考える。n− 1以下の次元の実射影空間に対して定理の主張が

成り立っていると仮定する。Aの点 p(x1) (x1 ∈ Sn)をとると、

A ⊂ F (sp(x1),RP n) = {p(x1)} ∪ P ((Rx1)
⊥)

が成り立つ。これより

A− {p(x1)} ⊂ P ((Rx1)
⊥) ∼= RP n−1

となる。よって、A− {p(x1)}はRP n−1の極大な対蹠集合になる。帰納法の仮定
より、(Rx1)

⊥のある正規直交基底 x2, . . . , xn+1が存在し、

A− {p(x1)} = {p(x1), . . . , p(xn+1)}.

したがって、
A = {p(x1), . . . , p(xn+1)}

を得る。ここで、x1, . . . , xn+1はRn+1の正規直交基底である。Aは大対蹠集合に
なり、#2RP n = n+ 1である。

定理 3.2.4 n次元複素射影空間CP nの包含関係に関して極大な対蹠集合 Aに対
して、Cn+1のあるユニタリ基底 x1, . . . , xn+1が存在し、

A = {p(x1), . . . , p(xn+1)}.

これは大対蹠集合になり、#2CP n = n+ 1である。

証明 定理 3.2.3と同様に証明できる。
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3.3 実射影空間の交叉
定義 3.3.1 Riemann多様体内の部分多様体には自然に Riemann計量が定まり、
Riemann多様体になる。このRiemann計量に関する部分多様体のすべての測地線
が外のRiemann多様体の測地線にもなるとき、この部分多様体を全測地的部分多
様体という。

定理 3.3.2 (Frankel) 断面曲率が正のコンパクトRiemann多様体内の次元の和が
全体の次元以上になる二つのコンパクト全測地的部分多様体の交叉は空ではない。

命題 3.3.3 RP nはCP nの全測地的部分多様体になる。

定理 3.3.4 RP n∩gRP n (g ∈ U(n+1))が離散的ならば、これはRP n, gRP n,CP n

の大対蹠集合である。

証明 L0 = RP n, L1 = gRP nとしておく。nに関する帰納法で証明する。
n = 1のとき、CP 1は 2次元球面と等長的であり、L0, L1はその中の大円になる。

したがって、L0 ∩ L1が離散的ならば、これは L0, L1,CP 1の大対蹠集合である。
一般の nについて考える。n− 1以下の次元の複素射影空間に対して定理の主張

が成り立っていると仮定する。Frankelの定理を適用することにより、L0 ∩L1 ̸= ∅
がわかる。x1 ∈ L0∩L1をとる。L0∩L1の x1以外の元が存在すればP ((Cx1)

⊥)内
にあることを示す。x′

1 ∈ L0 ∩ L1 − {x1}とする。x1と x′
1をL0内で最短測地線 γ0

で結び、x1と x′
1を L1内で最短測地線 γ1で結ぶ。L0 ∩ L1は離散的だから、γ0と

γ1は異なる。x1を通るCP nの測地線は x1とP ((Cx1)
⊥)以外では交わらないこと

がわかるので、x′
1は P ((Cx1)

⊥)に含まれる。これより

L0 ∩ L1 = {x1} ∪ {(L0 ∩ L1) ∩ P ((Cx1)
⊥)}.

ここで、P ((Cx1)
⊥) ∼= CP n−1, Li ∩ P ((Cx1)

⊥) ∼= RP n−1 であり、

(L0 ∩ L1) ∩ P ((Cx1)
⊥) = (L0 ∩ P ((Cx1)

⊥)) ∩ (L1 ∩ P ((Cx1)
⊥))

が成り立つ。これはCP n−1内の二つのRP n−1の離散的な交叉になり、帰納法の
仮定よりCP n−1内の大対蹠集合になる。もちろん、Li ∩ P の大対蹠集合になる。
したがって、L0 ∩ L1はCP n, Liの大対蹠集合になる。

定理 3.3.4では、実射影空間の交叉が離散的であるという前提の元で、交叉が大
対蹠集合になることを主張している。最後にこの交叉が離散的になるための必要
十分条件を明らかにし、交叉が大対蹠集合になることの別証明を与える。

補題 3.3.5 u ∈ U(n)に対して zi ∈ U(1) (1 ≤ i ≤ n)とRnの正の向きの正規直交
基底 v1, . . . , vnとw1, . . . , wnが存在して

uwi = zivi (1 ≤ i ≤ n), det u = z1 · · · zn
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が成り立つ。すなわち、

u[w1, . . . , wn] = [v1, . . . , vn]

 z1 O
. . .

O zn


となる。z2i = z2j のとき i ∼ jと定義し、この同値関係∼によって {1, . . . , n}を

{1, . . . , n} = N1 ∪ · · · ∪Ns

と類別する。このとき、
uw = zv

を満たすRnの単位ベクトル v, wと z ∈ Cに対して、ある 1 ≤ a ≤ sが存在して

v ∈
⊕
i∈Na

⟨vi⟩R, w ∈
⊕
i∈Na

⟨wi⟩R, z2 = z2i (i ∈ Na)

が成り立つ。

証明 例 2.3.10より、任意の u ∈ U(n)に対してある zi ∈ U(1) (1 ≤ i ≤ n)と
k1, k2 ∈ SO(n)が存在して

u = k1

 z1
. . .

zn

 k−1
2 .

この表示より detu = z1 · · · znが成り立つ。k1, k2の第 i列をそれぞれ vi, wiで表す
と、v1, . . . , vnとw1, . . . , wnはともにRnの正の向きの正規直交基底になり、

[uw1 . . . uwn] = u[w1 . . . wn] = uk2 = [v1z1 . . . vnzn].

すなわち uwi = ziviを得る。
次にRnの単位ベクトル v, wと z ∈ Cが

uw = zv

を満たすと仮定する。v, wは単位ベクトルでありuはユニタリ行列だから、z ∈ U(1)

となる。Rnの基底 v1, . . . , vnとw1, . . . , wnを用いて、v, wを

v =
n∑

i=1

aivi, w =
n∑

i=1

biwi (ai, bi ∈ R)

と表す。すると
n∑

i=1

aizvi = zv = uw = u
n∑

i=1

biwi =
n∑

i=1

biuwi =
n∑

i=1

bizivi
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となる。ここで v1, . . . , vnはRnの実基底であるから、Cnの複素基底にもなり、

aiz = bizi (1 ≤ i ≤ n)

が成り立つ。v ̸= 0より ai0 ̸= 0となる i0が存在し、

z =
bi0
ai0

zi0

となる。ここで、z, zi0 ∈ U(1)かつ bi0/ai0 ∈ Rであるから、z = ±zi0となること
が分かる。よって、i0 ∈ Naとなる 1 ≤ a ≤ sが存在する。このとき

z = ±zi (i ∈ Na)

である。i ∈ {1, 2, . . . , n}\Naについては、zi ̸= ±zi0かつ±aizi0 = aiz = biziであ
るから、ai = bi = 0となる。したがって、

v =
n∑

i=1

aivi =
∑
i∈Na

aivi, w =
n∑

i=1

biwi =
∑
i∈Na

biwi

となり、
v ∈

⊕
i∈Na

⟨vi⟩R, w ∈
⊕
i∈Na

⟨wi⟩R

となることが示された。

定理 3.3.6 u ∈ U(n)に対して、補題 3.3.5の通り、

uwi = zivi (1 ≤ i ≤ n)

をみたす zi ∈ U(1) (1 ≤ i ≤ n)と Rn の正の向きの正規直交基底 v1, . . . , vn と
w1, . . . , wn をとる。z2i = z2j のとき i ∼ j と定義し、この同値関係 ∼によって
{1, . . . , n}を

{1, . . . , n} = N1 ∪ · · · ∪Ns

と類別する。このとき、P (Cn)において

P (Rn) ∩ uP (Rn) = P (Rn) ∩ P (uRn) =
s∪

a=1

P

(⊕
i∈Na

⟨vi⟩R

)
が成り立つ。特に、P (Rn)と uP (Rn)が離散的に交わる必要十分条件は

i ̸= j =⇒ z2i ̸= z2j

である。このとき

P (Rn) ∩ uP (Rn) = {⟨vi⟩C | 1 ≤ i ≤ n}

となり、交叉はP (Rn)と uP (Rn)の大対蹠集合になる。この交叉はP (Cn)の大対
蹠集合にもなっている。
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証明 P (Cn)において、

P (Rn) ∋ ⟨vi⟩C = ⟨zivi⟩C = ⟨uwi⟩C ∈ P (uRn)

より
⟨vi⟩C ∈ P (Rn) ∩ P (uRn)

となり、
P (Rn) ∩ P (uRn) ⊃ {⟨vi⟩C | 1 ≤ i ≤ n}

を得る。
さらに

P (Rn) ∩ P (uRn) =
s∪

a=1

P

(⊕
i∈Na

⟨vi⟩R

)

が成り立つことを示す。P

(⊕
i∈Na

⟨vi⟩R

)
の元は

⊕
i∈Na

⟨vi⟩R ∋ v ̸= 0 によって ⟨v⟩Cと

表すことができる。
v =

∑
i∈Na

civi (ci ∈ R)

と表しておく。Naの元 i0を一つとり固定する。このとき、任意の i ∈ Naに対し
て zi = ±zi0が成り立つ。したがって

P (Rn) ∋ ⟨v⟩C = ⟨zi0v⟩C =

⟨∑
i∈Na

cizi0vi

⟩
C

=

⟨∑
i∈Na

±cizivi

⟩
C

=

⟨∑
i∈Na

±ciuwi

⟩
C

=

⟨
u
∑
i∈Na

±ciwi

⟩
C

∈ P (uRn)

となり、⟨v⟩Cは P

(⊕
i∈Na

⟨vi⟩R

)
の任意の元であるから

P (Rn) ∩ P (uRn) ⊃ P

(⊕
i∈Na

⟨vi⟩R

)

となることが分かる。さらに、ここで a ∈ {1, 2, . . . , s}は任意であるから

P (Rn) ∩ P (uRn) ⊃
s∪

a=1

P

(⊕
i∈Na

⟨vi⟩R

)

が示された。
次に、逆の包含関係を示すためにP (Rn)∩P (uRn)の元をRnの単位ベクトルvに

よって ⟨v⟩Cで表す。⟨v⟩C ∈ P (uRn)よりRnの単位ベクトルwが存在して ⟨uw⟩C =
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⟨v⟩C となる。したがって、z ∈ U(1)が存在して uw = zvが成り立つ。補題 3.3.5

より、ある 1 ≤ a ≤ sについて v ∈
⊕
i∈Na

⟨vi⟩R となるので、⟨v⟩C ∈ P

(⊕
i∈Na

⟨vi⟩R

)
である。よって

P (Rn) ∩ P (uRn) ⊂
s∪

a=1

P

(⊕
i∈Na

⟨vi⟩R

)
となることが分かる。以上で

P (Rn) ∩ P (uRn) =
s∪

a=1

P

(⊕
i∈Na

⟨vi⟩R

)

が成り立つことが示された。
P (Rn)とP (uRn)が離散的に交わる必要十分条件は、各Naが一元のみから成る

ことであり、これは
i ̸= j =⇒ z2i ̸= z2j

と同値になる。これら部分多様体が離散的に交わるときは、上で得た交叉の表示
より

P (Rn) ∩ P (uRn) = {⟨vi⟩C | 1 ≤ i ≤ n}

となる。この交叉はP (Rn)とP (uRn)の大対蹠集合になる。P (Cn)の大対蹠集合
にもなっている。


