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第1章 複素多様体

1.1 定義と例
定義 1.1.1 パラコンパクトHausdorff空間Xの開集合Uから n次元複素数ベクト
ル空間

Cn = {z | z = (z1, . . . , zn), zj ∈ C}

の開集合への位相同型写像を局所複素座標と呼ぶ。Xの局所複素座標 zj : Uj → Cn

の集まり {(Uj, zj) | j ∈ I}が次の条件を満たすとき、{(Uj, zj) | j ∈ I}をX の局
所複素座標系と呼びXを n次元複素多様体と呼ぶ。

(1) {Uj | j ∈ I}はXの開被覆である。

(2) Uj ∩ Uk ̸= ∅を満たす j, k ∈ Iについて、

fjk = zj ◦ z−1
k : zk(Uj ∩ Uk) → zj(Uj ∩ Uk)

は双正則写像である。

例 1.1.2 複素数ベクトル空間Cnはそれ自身の座標によって n次元複素多様体に
なる。

例 1.1.3 n + 1次元複素数ベクトル空間Cn+1内の 1次元部分ベクトル空間全体
CP nには、次のようにして n次元複素多様体の構造が定まる。この複素多様体を
n次元複素射影空間と呼ぶ。

P : Cn+1 − {0} → CP n ; (ζ0, . . . , ζn) 7→ C(ζ0, . . . , ζn)

によって写像P を定める。P はCn+1 −{0}の元に対して、それを基底とする 1次
元部分ベクトル空間を対応させる写像である。P によってCn+1 − {0}からCP n

に商位相を導入する。これによって、CP nはパラコンパクトHausdorff空間であ
ることがわかる。0 ≤ j ≤ nに対して

Uj = P ({(ζ0, . . . , ζn) | ζj ̸= 0})

によってCP nの部分集合Ujを定めると、UjはCP nの開集合になる。Ujにおけ
る局所複素座標 ϕjを

ϕj(P (ζ0, . . . , ζn)) =

(
ζ0
ζj
, . . . ,

ζ̂j
ζj
, . . . ,

ζn
ζj

)
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によって定める。ただし、̂∗は∗を取り除くことを意味する。ϕjの定義は (ζ0, . . . , ζn)

のとり方に依存しないことがわかる。{(Uj, ϕj) | 0 ≤ j ≤ n}はCP nの局所複素座
標系になり、CP nは n次元複素多様体になる。
Cn+1内の通常のHermite内積に関して長さ 1のベクトル全体を

S2n+1 =
{
ζ = (ζ0, . . . , ζn) ∈ Cn+1

∣∣∣ ∑ ζkζ̄k = 1
}

によって定める。S2n+1は実2n+1次元コンパクト多様体になり、P (S2n+1) = CP n

が成り立つので、CP nもコンパクトになる。P |S2n+1 : S2n+1 → CP n はHopfファ
イブレーションと呼ばれる。この写像による一点の逆像は実 1次元の円になる。

例 1.1.4 n+ 1次元複素射影空間CP n+1内の部分集合

Qn(C) = {P (ζ0, . . . , ζn+1) | ζ20 + · · ·+ ζ2n+1 = 0}

は n次元複素多様体になる。Qn(C)を複素二次超曲面と呼ぶ。
Rn+2内の向きのついた 2次元部分ベクトル空間全体 G̃2(R

n+2)には実 2n次元
多様体の構造が定まることがわかる。G̃2(R

n+2)の元は、向きを定める正規直交基
底 u, vによって ⟨u, v⟩R と表すことができる。このとき、ζ = u +

√
−1v ∈ Cn+2

とおくと、ζ ̸= 0であり、

ζ20 + · · ·+ ζ2n+1 =
n+1∑
j=0

u2j −
n+1∑
j=0

v2j + 2
√
−1

n+1∑
j=0

ujvj = 0

が成り立つ。そこでΦ : G̃2(R
n+2) → Qn(C) ; ⟨u, v⟩R 7→ P (u +

√
−1v) によって

写像Φを定めると、Φは実多様体の間の微分同型写像であることがわかる。

例 1.1.5 Cnを実 2n次元実ベクトル空間とみなして、実基底 v1, . . . , v2nをとる。

Γ = Zv1 + · · ·+Zv2n

は加法群としてのCnの離散部分群になる。これによる商空間Cn/Γには自然に
Cnからの被覆写像 p : Cn → Cn/Γが定まり、これによりCn/Γには n次元複素
多様体の構造が定まる。これは 1次元の円 S1の 2n個の直積 S1 × · · · × S1と実多
様体として微分同型である。特にCn/Γはコンパクトである。Cn/Γを複素トーラ
スと呼ぶ。p : Cn → Cn/Γは普遍被覆であり、被覆変換群はΓと同型になるので、
Cn/Γの基本群は π1(C

n/Γ) ∼= Γ ∼= Z2n となる。ここで、Zは整数全体のなす加
法群である。

定義 1.1.6 複素多様体Gが群構造を持ち、積と逆元を対応させる写像が正則であ
るとき、Gを複素Lie群と呼ぶ。

例 1.1.7 複素数ベクトル空間は加法群の構造に関して複素Lie群になる。複素トー
ラスも複素 Lie群になる。n次複素正方行列の全体をMn(C)で表す。

GL(n,C) = {g ∈Mn(C) | det g ̸= 0}

は複素 Lie群である。これを複素一般線形群と呼ぶ。
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例 1.1.8

H =


1 z1 z2
0 1 z3
0 0 1

 ∈M3(C)


とおくと、Hは複素 Lie群になる。Hは複素多様体としてはC3と同型であるが、
複素 Lie群としては同型ではない。

D =


1 z1 z2
0 1 z3
0 0 1


∣∣∣∣∣∣∣ zj ∈ Z +

√
−1Z


とおくと、DはHの離散部分群である。これによる商空間H/Dには自然にHか
らの被覆写像 p : H → H/Dが定まり、これによりH/Dには 3次元複素多様体の
構造が定まる。H/Dを岩澤多様体と呼ぶ。p : H → H/Dは普遍被覆であり、被覆
変換群はDと同型になるので、H/Dの基本群は π1(H/D) ∼= Dとなる。よって、
H/Dは複素トーラスとは同型にはならない。

例 1.1.9 向きの付いた曲面、すなわち実 2次元多様体は 1次元複素多様体である
ことを示す。向きの付いた実 2次元多様体にRiemann計量を入れ、そのRiemann

計量を ⟨, ⟩で表す。曲面には向きに合った等温座標が局所的に存在することが知ら
れている。すなわち、⟨

∂

∂x
,
∂

∂x

⟩
=

⟨
∂

∂y
,
∂

∂y

⟩
,

⟨
∂

∂x
,
∂

∂y

⟩
= 0

を満たす実局所座標 x, yである。もう一つの等温座標 u, vと定義域の共通部分が
存在するとき、その共通部分において二つのベクトル[

∂x
∂u
∂y
∂u

]
,

[
∂x
∂v
∂y
∂v

]

は長さが等しく、直交することがわかる。したがって、[
∂x
∂v
∂y
∂v

]
= ϵ

[
0 −1

1 0

][
∂x
∂u
∂y
∂u

]
ϵ = ±1

となり、
∂x

∂v
= −ϵ∂y

∂u
,

∂y

∂v
= ϵ

∂x

∂u

を得る。二つの局所座標の変換行列は[
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

]
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であり、その行列式は

∂x

∂u

∂y

∂v
− ∂x

∂v

∂y

∂u
= ϵ

{(
∂x

∂u

)2

+

(
∂y

∂u

)2
}

である。二つの局所座標 x, yと u, vはともに曲面の向きに合っていることから、こ
の行列式は正 ϵ = 1である。したがって、x, yは u, vに関してCauchy-Riemannの
方程式を満たし、u+

√
−1v 7→ x+

√
−1yは正則である。同様に逆写像も正則にな

ることがわかり、曲面の向きに合った等温座標 x, yは局所複素座標 x +
√
−1yを

定め、これら全体は複素局所座標系になり、曲面は 1次元複素多様体になる。

1.2 ベクトル空間の複素構造とHermite構造
V を n次元実ベクトル空間とする。V の複素化 V Cを V C = V ⊗Cまたは V C =

V ⊕
√
−1V によって定める。V の双対空間を V ∗で表す。すると (V ∗)C = (V C)∗が

成り立つ。ただし、右辺は複素ベクトル空間の双対空間である。v = v1+
√
−1v2 ∈

V C (v1, v2 ∈ V )に対して v̄ = v1 −
√
−1v2 ∈ V Cによって v̄を定める。f ∈ (V ∗)C

に対して
f̄(v) = f(v̄) (v ∈ V C)

によって f̄ を定めると f̄ ∈ (V ∗)Cが成り立つ。実線形写像 ϕ : V → V に対して

ϕ : V C → V C ; v1 +
√
−1v2 7→ ϕ(v1) +

√
−1ϕ(v2) (v1, v2 ∈ V )

によって複素線形写像 ϕを定める。このとき、

ϕ(v) = ϕ(v̄) (v ∈ V C)

が成り立つ。さらに λが ϕの固有値ならば、−λも ϕの固有値になり、それぞれの
固有空間を Vλ, V−λとすると、V̄λ = V−λ, V̄−λ = Vλ が成り立つ。
V の恒等写像を 1で表す。V の線形変換 J : V → V が J2 = −1を満たすとき、

J を V の複素構造という。J を V Cの複素線形変換に拡張した J も J2 = −1を満
たす。Jの固有値は±

√
−1であり、対応する固有空間を V±で表すと、V̄± = V∓が

成り立ち、V C = V+ ⊕ V−となる。特に V Cは偶数次元である。したがって、V も
偶数次元である。f ∈ (V ∗)Cが (1, 0)型であるとは、

f(Jx) =
√
−1f(x) (x ∈ V C)

が成り立つことである。f ∈ (V ∗)Cが (0, 1)型であるとは、

f(Jx) = −
√
−1f(x) (x ∈ V C)

が成り立つことである。f が (1, 0)型ならば、f̄ は (0, 1)型である。なぜならば、

f̄(Jx) = f(Jx) = f(Jx̄) =
√
−1f(x̄) = −

√
−1f(x̄) = −

√
−1f̄(x).

同様に f が (0, 1)型ならば、f̄ は (1, 0)型である。
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V C 上の (1, 0) 型形式全体を A(1,0)(V C) で表し、V C 上の (0, 1) 型形式全体を
A(0,1)(V C)で表すと、(V ∗)CはA(1,0)(V C)とA(0,1)(V C)の直和になる。さらに

Ā(1,0)(V C) = A(0,1)(V C), Ā(0,1)(V C) = A(1,0)(V C)

が成り立つ。逆に (V ∗)Cが複素共役で移り合う複素部分空間の直和に分解するな
らば、これらを (1, 0)型と (0, 1)型とする V の複素構造が定まる。
J が V の複素構造ならば、−J も V の複素構造になる。これら二つの複素構造

は互いに共役であるという。J に関して (1, 0)型形式は、−J に関して (0, 1)型で
ある。逆に J に関して (0, 1)型形式は、−J に関して (1, 0)型である。
一般の交代形式を復習しておく。K = R,Cの場合を考える。V をK上のベク

トル空間とする。0以上の整数 pに対して V 上の p次交代形式とは、p = 0のとき
はKの元であり、p > 0のときは V の p個の積 V × · · · × V 上のKに値を持つK

多重線形写像 ωであって、任意の i < jに対して

ω(v1, . . . ,
i
⌣
vj, . . . ,

j
⌣
vi, . . . , vp) = −ω(v1, . . . , vp)

を満たすものである。V 上の p次交代形式全体のなすベクトル空間をAp(V )で表
す。p = 1の場合はA1(V ) = V ∗である。
{1, . . . , n}の置換全体のなす群を Snで表す。ω ∈ Ap(V )と η ∈ Aq(V )に対して

(ω ∧ η)(v1, . . . , vp+q) =
1

p!q!

∑
σ∈Sp+q

sgn(σ)ω(vσ(1), . . . , vσ(p))η(vσ(p+1), . . . , vσ(p+q))

によって ω ∧ ηを定めると、ω ∧ η ∈ Ap+q(V )がわかる。

A(V ) =
∑
p≥0

Ap(V ) (代数的直和)

とおくと、A(V )はK上の代数になることが知られている。さらにω ∈ Ap(V ), η ∈
Aq(V )に対して

ω ∧ η = (−1)pqη ∧ ω

が成り立つ。
dimV = nであり、f1, . . . , fnが V ∗ = A1(V )の基底であるとき、

{fi1 ∧ · · · ∧ fip | 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n}

はAp(V )の基底になる。特に p > nのとき、Ap(V ) = {0}であり、p ≤ nのとき

dimAp(V ) =

(
n

p

)
が成り立つ。

これ以降は、実ベクトル空間 V が複素構造 J を持つ場合に、V C 上の交代形式
について考える。A(1,0)(V C)の p個の元とA(0,1)(V C)の q個の元の積の和を (p, q)

型という。(p, q)型交代形式の全体をA(p,q)(V C)で表すと

Ar(V C) =
∑

p+q=r

A(p,q)(V C)
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は直和分解になる。また、Ā(p,q)(V C) = A(q,p)(V C) が成り立つ。
V × V 上の複素数値関数H(x, y)が次の条件を満たすとき、Hを V のHermite

構造という。

(1) H(λ1x1 + λ2x2, y) = λ1H(x1, y) + λ2H(x2, y) (x1, x2, y ∈ V , λ1, λ2 ∈ R).

(2) H(x, y) = H(y, x) (x, y ∈ V ).

(3) H(Jx, y) =
√
−1H(x, y) (x, y ∈ V ).

Hを次のように実部と虚部に分解する。

H(x, y) = F (x, y) +
√
−1G(x, y)

(2)と (3)より

F (x, y) = F (y, x), G(x, y) = −G(y, x),
F (x, y) = G(Jx, y), −G(x, y) = F (Jx, y).

対称形式F (x, y)が正定値のとき、H(x, y)は正定値であるという。正定値Hermite

構造Hから定まる二次交代形式−GをKähler形式といい Ĥで表す。
V の線形独立な元 e1, . . . , emを e1, . . . , em, Je1, . . . , JemがV の基底になるように

とる。ただし、dimV = n = 2mとする。この双対基底をe∗1, . . . , e
∗
m, (Je1)

∗, . . . , (Jem)
∗

で表す。V の基底とその双対基底は自然に V C の基底とその双対基底とみなせる
ことに注意しておく。このとき、V Cの任意の元 xは

x =
m∑
i=1

xiei +
m∑
i=1

xm+iJei

と表せる。ここで、

xi = e∗i (x), xm+i(x) = (Jem)
∗(x)

である。Hを V C上の複素双線形形式に拡張し、それもHで表す。

fi = e∗i +
√
−1(Jei)

∗

とおくと、上記の xと y ∈ V Cに対して

H(x, y) =
m∑
i=1

fi(x)H(ei, y).

yについても同様に

H(x, y) =
m∑
j=1

f̄j(y)H(x, ej)

となり、

H(x, y) =
m∑

i,j=1

fi(x)f̄j(y)H(ei, ej) =
m∑

i,j=1

H(ei, ej)(fi ⊗ f̄j)(x, y).
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前回の結果より

H =
m∑

i,j=1

H(ei, ej)(fi ⊗ f̄j), Ĥ =

√
−1

2

m∑
i,j=1

H(ei, ej)fi ∧ f̄j

を得る。この表示より、Kähler形式 Ĥは (1, 1)型である。

1.3 概複素構造と可積分性
M を n次元実多様体とする。M 上の概複素構造とは、各 x ∈ M に対して C∞

級に対応する線形変換 Jx : TxM → TxM であって J2
x = −1を満たすものである。

概複素構造の与えられた多様体を概複素多様体という。前節の結果より次を得る。

命題 1.3.1 概複素多様体は偶数次元多様体である。

Mを概複素多様体とする。各点 x ∈ TxMの Jxは実ベクトル空間 TxMの複素構
造である。そこで、TxMC 上の (1, 0)型形式と (0, 1)型形式を考えることができ、
直和

T ∗
xM

C = A(1,0)(T ∗
xM

C)⊕ A(0,1)(T ∗
xM

C)

を得る。

命題 1.3.2 複素多様体は概複素多様体である。

証明 zkを複素多様体の局所複素座標とする。

zk = xk +
√
−1yk

とおくと、xk, ykは複素多様体の実多様体としての局所実座標になる。

∂

∂xk
,

∂

∂yk

は接ベクトル空間 TxM の実基底であり、その複素化 TxM
Cの基底でもある。

J

(
∂

∂xk

)
=

∂

∂yk
, J

(
∂

∂yk

)
= − ∂

∂xk

によって接ベクトル空間の線形変換 Jを定める。この定義が局所複素座標のとり方
に依存しないことはCauchy-Riemannの方程式からわかる。定め方より J2 = −1

となり、J は概複素構造になる。

特に断らない限り、複素多様体の概複素構造は上記の命題の証明中に構成した
ものとする。zkの微分 dzk = dxk +

√
−1dykは (1, 0)型形式である。したがって、

dz̄k = dxk −
√
−1dykは (0, 1)型形式である。

dzk, dz̄k (1 ≤ k ≤ m)
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は各点で T ∗
xM

Cの基底になる。この双対基底は

∂

∂zk
=

1

2

(
∂

∂xk
−
√
−1

∂

∂yk

)
,

∂

∂z̄k
=

1

2

(
∂

∂xk
+
√
−1

∂

∂yk

)
(1 ≤ k ≤ m)

になることがわかる。

複素多様体は概複素多様体であることがわかったが、逆に概複素多様体の概複
素構造が複素多様体の構造から定まるのかどうかについて考える。
一般に実多様体M 上のC∞級ベクトル場全体を T (M)で表す。さらにM が概

複素構造 J を持つとする。このとき、

N(X, Y ) = [JX, Y ] + [X, JY ] + J [JX, JY ]− J [X, Y ] (X,Y ∈ T (M))

によってN を定める。
N(Y,X) = −N(X,Y )

が成り立つ。M 上のC∞級関数 f に対して

N(fX, Y ) = N(X, fY ) = fN(X,Y )

が成り立つ。M 上のC∞級関数全体のなす代数をC∞(M)で表す。N は T (M)×
T (M)上定義され T (M)に値を持つ C∞(M)双線形写像である。したがって、N
はM 上のテンソル場になる。

定理 1.3.3 概複素多様体の概複素構造が複素多様体の構造から定まるための必要
十分条件は、テンソル場N が消えることである。

概複素構造が複素多様体の構造から定まるとき、可積分という。上の定理より、
可積分概複素多様体は自然に複素多様体とみなせる。



2015年 5月 15日 9

この節では、これ以降M を複素多様体であり、dimM = n = 2mとする。複素
多様体に定まる概複素構造を使って、TxMC上の (p, q)型交代形式を考えることが
できる。xにC∞級に対応する (p, q)型交代形式 ωxを (p, q)型微分形式と呼び、そ
の全体をA(p,q)(M)で表す。M 上の r次実微分形式全体Ar(M)の複素化Ar(M)C

は、xにC∞級に対応する r次複素交代形式全体とみなせる。

Ar(M)C =
∑

p+q=r

A(p,q)(M)

は直和になる。実微分形式の外微分 d : Ar(M) → Ar+1(M) を複素線形に拡張し
たものも同じ d : Ar(M)C → Ar+1(M)C で表す。d2 = 0と

d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)rω ∧ dη (ω ∈ Ar(M)C , η ∈ As(M)C)

が成り立つ。

命題 1.3.4 (1) α ∈ A(p,q)(M)ならば、ᾱ ∈ A(q,p)(M)である。

(2) α ∈ A(p,q)(M), β ∈ A(r,s)(M)ならば、α ∧ β ∈ A(p+r,q+s)(M)である。

(3) α ∈ A(p,q)(M)ならば、dα ∈ A(p+1,q)(M) +A(p,q+1)(M)である。

(4) p > mまたは q > mならばA(p,q)(M) = {0}である。

α ∈ A(p,q)(M)の局所表示は

α =
∑

i1<···<ip
j1<···<jq

αi1...ip,j̄1...j̄qdz
i1 ∧ · · · ∧ dzip ∧ dz̄j1 ∧ · · · ∧ dz̄jq

と書ける。上記命題の (3)より、α ∈ A(p,q)(M)に対してdαはA(p+1,q)(M)+A(p,q+1)(M)

に含まれる。そこで、dαのA(p+1,q)(M)成分を ∂αで表し、A(p,q+1)(M)成分を ∂̄α

で表す。これらの局所表示は

∂α =
∑

i1<···<ip
j1<···<jq

∑
k

∂αi1...ip,j̄1...j̄q

∂zk
dzk ∧ dzi1 ∧ · · · ∧ dzip ∧ dz̄j1 ∧ · · · ∧ dz̄jq ,

∂̄α =
∑

i1<···<ip
j1<···<jq

∑
k

∂αi1...ip,j̄1...j̄q

∂z̄k
dz̄k ∧ dzi1 ∧ · · · ∧ dzip ∧ dz̄j1 ∧ · · · ∧ dz̄jq .

複素数値関数 αの実部と虚部を βと γで表すと

∂α

∂z̄k
=

1

2

(
∂

∂xk
+
√
−1

∂

∂yk

)
(β +

√
−1γ)

=
1

2

{(
∂β

∂xk
− ∂γ

∂yk

)
+
√
−1

(
∂γ

∂xk
+
∂β

∂yk

)}
となる。特に、αが正則関数であるための必要十分条件は ∂̄α = 0である。
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命題 1.3.5 ∂2 = 0, ∂∂̄ + ∂̄∂ = 0, ∂̄2 = 0 が成り立つ。

複素多様体M の α ∈ A(p,q)(M)に対して ∂̄α = 0となるとき、αを ∂̄閉という。
M上の (p, q)型 ∂̄閉微分形式の全体を C(p,q)(M)で表す。∂̄2 = 0だから C(p,q)(M) ⊃
∂̄A(p,q)(M)が成り立つので、

H(p,q)(M) = C(p,q)(M)/∂̄A(p,q−1)(M)

を考えることができる。これをM のDolbeaultコホモロジーと呼ぶ。
これは実多様体の de Rhamコホモロジーの類似であり、de Rhamコホモロジー

は次のように定義される。実多様体M 上の p次閉微分形式の全体を Cp(M)で表
す。d2 = 0だから Cp(M) ⊃ dAp−1(M)が成り立つので、

Hp(M) = Cp(M)/dAp−1(M)

を考えることができ、これをMのde Rhamコホモロジーと呼ぶ。de Rhamコホ
モロジーを調べる際に次の補題が重要になる。

補題 1.3.6 (Poincaré) r ≥ 1とする。(−a, a)n ⊂ Rn上の r次閉微分形式 ωに対
して、(−a, a)n上の r − 1次微分形式 ηが存在して、ω = dηが成り立つ。

Poincaréの補題は p ≥ 1に対してHp((−a, a)n) = {0}であることを主張してい
る。de Rhamコホモロジーは局所的には自明であるということもできる。複素多
様体のDolbeaultコホモロジーに関する類似の結果を以下で示す。z ∈ Cと r > 0

に対して
D(z; r) = {ζ ∈ C | |ζ| < r}

とおく。また関数 f に対して

fz =
∂f

∂z
, fz̄ =

∂f

∂z̄

とおく。fz̄ = 0の必要十分条件は、f が正則になることである。

命題 1.3.7 (一般化されたCauchyの積分公式) 0 < r < sとD(0; s)上の関数 f

に対して次の等式が成り立つ。

f(z) =
1

2π
√
−1

∫
∂D(0;r)

f(ζ)dζ

z − ζ
+

1

2π
√
−1

∫
D(0;r)

fζ̄(ζ)dζ ∧ dζ̄
z − ζ

(z ∈ D(0; r)).
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注意 1.3.8 前回最後の命題の証明の最後の等式より次の等式を得る。

−2π
√
−1f(z) =

∫
∂D(z;ϵ)

f(ζ)dζ̄

z̄ − ζ̄
−
∫
D(0;r)

fζ(ζ)dζ ∧ dζ̄
z̄ − ζ̄

.

補題 1.3.9 (Dolbeault-Grothendieck) 0 < rj < sjとして、

D(r) = D(0; r1)× · · · ×D(0; rm), D(s) = D(0; s1)× · · · ×D(0; sm)

とおく。q ≥ 1とする。α ∈ A(p,q)(D(s))が ∂̄α = 0を満たすとき、ある β ∈
A(p,q−1)(D(r))が存在して ∂̄β = αが成り立つ。

証明の概略 m = 1かつ (p, q) = (0, 1)の場合を考える。座標は簡単に z = z1と
書く。任意の α = f(z)dz̄ ∈ A(0,1)(D(s)) は ∂̄α = 0を満たす。これに対してある
β ∈ A(0,0)(D(r))が存在して ∂̄β = αが成り立つことを以下で示す。上記の条件は

(∗) ∂β

∂z̄
= f(z)

と同値である。この条件を満たす関数 βが存在すると仮定する。βに命題 1.3.7を
適用すると、z ∈ D(0; r)に対して

β(z) =
1

2π
√
−1

∫
∂D(0;r)

β(ζ)dζ

z − ζ
+

1

2π
√
−1

∫
D(0;r)

f(ζ)dζ ∧ dζ̄
z − ζ

である。右辺の第 1項は zに関する正則関数である。これを g(z)とおくと、βは

β(z) =
1

2π
√
−1

∫
D(0;r)

f(ζ)dζ ∧ dζ̄
z − ζ

+ g(z)

と表せる。逆に正則関数 g(z)に対してこのようにβ(z)を定めると、β(z)は (∗)を満
たすことを以下で示す。右辺の積分を表現するために次の微分形式をD(0; s)−{z}
において考える。

d
(
f(ζ) log |ζ − z|2dζ̄

)
=

(
fζ(ζ) log |ζ − z|2 + f(ζ)

ζ − z

)
dζ ∧ dζ̄.

D(z; ϵ) ⊂ D(0; r)を満たすように ϵ > 0をとる。D(0; r)−D(z; ϵ)における上記二
次微分形式の積分に Stokesの定理を適用すると

(∗∗)
∫
∂D(0;r)

f(ζ) log |ζ − z|2dζ̄ −
∫
∂D(z;ϵ)

f(ζ) log |ζ − z|2dζ̄

=

∫
D(0;r)−D(z;ϵ)

(
fζ(ζ) log |ζ − z|2 + f(ζ)

ζ − z

)
dζ ∧ dζ̄.
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ここで、ϵ→ 0のときの (∗∗)の極限をとると∫
∂D(0;r)

f(ζ) log |ζ − z|2dζ̄ =
∫
D(0;r)

(
fζ(ζ) log |ζ − z|2 + f(ζ)

ζ − z

)
dζ ∧ dζ̄.

これと β(z)の定め方より∫
∂D(0;r)

f(ζ) log |ζ − z|2dζ̄ −
∫
D(0;r)

fζ(ζ) log |ζ − z|2dζ ∧ dζ̄

=

∫
D(0;r)

f(ζ)dζ ∧ dζ̄
ζ − z

= 2π
√
−1β(z)− 2π

√
−1g(z).

両辺に ∂/∂z̄を作用させると

−
∫
∂D(0;r)

f(ζ)dζ̄

ζ̄ − z̄
+

∫
D(0;r)

fζ(ζ)dζ ∧ dζ̄
ζ̄ − z̄

= 2π
√
−1βz̄(z).

注意 1.3.8より βz̄(z) = f(z)が成り立つ。
一般の場合を証明するために、αに対する条件 (Hj) : αは dz̄j+1, . . . , dz̄mを含

まない、を導入し、j に関する帰納法で補題を証明する。(H0)という条件は、α
は dz̄1, . . . , dz̄mを含まないということだが、α ∈ A(p,q)(D(s))かつ q ≥ 1なので、
α = 0である。このときは β = dz1 ∧ · · · ∧ dzp ∧ dz̄1 ∧ · · · ∧ dz̄q−1 ∈ A(p,q−1)(D(s))

とおくと、∂̄β = 0 = αが成り立つ。(H0)を満たすαについて補題の主張が成り立
つことがわかった。以下では (Hj−1)を満たす αについて補題の主張が成り立つと
仮定して、(Hj)を満たす αについても補題の主張が成り立つことを示す。αは

α =
∑

k1<···<kp
l1<···<lq≤j

αk1...kp l̄1...l̄qdz
k1 ∧ · · · ∧ dzkp ∧ dz̄l1 ∧ · · · ∧ dz̄lq

と表示できる。仮定 ∂̄α = 0より l = j + 1, . . . ,mについて

∂αk1...kp l̄1...l̄q

∂z̄l
= 0.

先に示した結果をD(s)上の関数αk1...kp l̄1...l̄qに適用すると、D(r)上の関数βk1...kp l̄1...l̄q
が存在して

∂βk1...kp l̄1...l̄q
∂z̄j

= αk1...kp l̄1...l̄q

が成り立つ。βk1...kp l̄1...l̄q は αk1...kp l̄1...l̄q を積分して得られるので、βk1...kp l̄1...l̄q も l =

j + 1, . . . ,mについて
∂βk1...kp l̄1...l̄q

∂z̄l
= 0

を満たす。そこで

λ = (−1)p+q−1
∑

k1<···<kp
l1<···<lq−1≤j−1

βk1...kp l̄1...l̄q−1j̄dz
k1 ∧ · · · ∧ dzkp ∧ dz̄l1 ∧ · · · ∧ dz̄lq−1

とおくと、λ ∈ A(p,q−1)(D(r))である。
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∂̄λ =
∑

k1<···<kp
l1<···<lq−1≤j−1

∑
l ̸=l1,...,lq−1

∂βk1...kp l̄1...l̄q−1j̄

∂z̄l
·

dzk1 ∧ · · · ∧ dzkp ∧ dz̄l1 ∧ · · · ∧ dz̄lq−1 ∧ dz̄l

=
∑

k1<···<kp
l1<···<lq−1≤j−1

αk1...kp l̄1...l̄q−1j̄dz
k1 ∧ · · · ∧ dzkp ∧ dz̄l1 ∧ · · · ∧ dz̄lq−1 ∧ dz̄j

+
∑

k1<···<kp
l1<···<lq−1≤j−1

∑
l̸=l1,...,lq−1

l≤j−1

∂βk1...kp l̄1...l̄q−1j̄

∂z̄l
·

dzk1 ∧ · · · ∧ dzkp ∧ dz̄l1 ∧ · · · ∧ dz̄lq−1 ∧ dz̄l

が成り立つ。α− ∂̄λ = µとおくと、∂̄µ = ∂̄α− ∂̄2λ = 0 が成り立ち、

µ =
∑

k1<···<kp
l1<···<lq−1≤j−1

∑
l̸=l1,...,lq−1

l≤j−1

∂βk1...kp l̄1...l̄q−1j̄

∂z̄l
·

dzk1 ∧ · · · ∧ dzkp ∧ dz̄l1 ∧ · · · ∧ dz̄lq−1 ∧ dz̄l

となり、µは条件 (Hj−1)を満たす。帰納法の仮定より、ある ν ∈ A(p,q−1)(D(r))が
存在して ∂̄ν = µを満たす。以上より λ+ ν ∈ A(p,q−1)(D(r))であり、

∂̄(λ+ ν) = ∂̄λ+ ∂̄ν = ∂̄λ+ µ = α

となり、補題の主張が成り立つ。
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第2章 コホモロジーとベクトル束

2.1 層とコホモロジー
M と S を位相空間とし π : S → M を写像とする。これらが次の条件を満たす

とき、(S,M, π)をM 上の abel群 (複素ベクトル空間)の層という。
(1) πは局所位相同型写像である。
(2) 各点 x ∈M に対して π−1(x)は abel群 (複素ベクトル空間)の構造を持つ。
(3) 各 π−1(x)の群 (複素ベクトル空間)の演算は連続写像である。

π−1(x)は x上の茎という。

U をM の開集合とする。連続写像 f : U → Sが層 SのU 上の切断であるとは、
π ◦ f = 1U が成り立つことである。SのU 上の切断の全体 Γ(U,S)は、abel群 (複
素ベクトル空間)の構造を持つ。開集合V ⊂ Uに対して、ρV U : Γ(U,S) → Γ(V,S)
を切断の制限を対応させる写像とすると、これは abel群の準同型写像になる。
M を複素多様体 (または C∞級多様体)とする。M の点 xをとる。xの開近傍

で定義された正則 (C∞級)関数 f, gに対して、xのある開近傍で f, gが一致する
とき、f, gは同値といい f ∼x gで表す。∼xは同値関係になり、∼xによる同値類
を xにおける正則 (C∞級)関数芽と呼ぶ。xの開近傍で定義された正則 (C∞級)

関数 f の同値類を fx で表す。xにおける正則 (C∞ 級)関数芽の全体を Ox (Dx)

で表す。Ox (Dx)には自然に C上の代数の構造が定まる。O = ∪{Ox | x ∈ M}
(D = ∪{Ox | x ∈ M}) によって O (D)を定め、以下のように位相を導入する。
ϕ ∈ Oに対して ϕ = fxとなる正則関数 f をとり、f の定義域である開近傍である
U に対して U(f) = {fy | y ∈ U} ⊂ O を定める。{U(f) | fx = ϕ} が ϕの基本近
傍系になるようにOに位相を定める。Dについても同様である。π : O → M を
π(Ox) = xとなるように定めると、πは連続になり、Oは複素ベクトル空間の層に
なることがわかる。OをM 上の正則関数芽の層と呼ぶ。同様にDも複素ベクト
ル空間の層になる。DをM 上の C∞級関数芽の層と呼ぶ。複素多様体M の点 x

の開近傍で定義された正則関数 f であって、f(x) ̸= 0となるものの正則関数芽全
体をO∗

xで表す。O∗
xは積に関して abel群になる。これから定まる層をO∗で表す。

実多様体上の abel群Gまたは複素数C に値を持つ定数関数の芽から定まる層を
定数層と呼び、GまたはCで表す。特に単位元 0だけの群の場合は 0と表す。
以上の構成は関数に限らず、微分形式に対しても同様にできる。実多様体上の

p次微分形式の芽から定まる層を Ωpで表し、p次閉微分形式の芽から定まる層を
ker dpで表す。同様に、複素多様体上の (p, q)型微分形式の芽から定まる層をΩ(p,q)

で表し、(p, q)型 ∂̄閉微分形式の芽から定まる層を ker ∂̄(p,q)で表す。
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A,BをM 上の茎の代数構造は同じ層とする。写像 Φ : A → Bが次の条件を満
たすとき、層の準同型写像という。

(1) Φは連続。

(2) πA : A →M, πB : B →M を射影とすると、πB ◦ Φ = πA が成り立つ。

(3) 各 x ∈M に対してΦは π−1
A (x)から π−1

B (x)への準同型を誘導する。

(∗) A Φ→ B Ψ→ C

を層の準同型写像の系列とする。各点 x ∈M において

π−1
A (x)

Φ→ π−1
B (x)

Ψ→ π−1
C (x)

が完全系列になるとき、すなわち

im(Φ : π−1
A (x) → π−1

B (x)) = ker(Ψ : π−1
B (x) → π−1

C (x))

が成り立つとき、(∗)を完全系列という。
Poincaréの補題 (補題 1.3.6)より、実多様体上の層の系列

0 → ker dp
i→ Ωp d→ ker dp+1 → 0

は完全系列になる。
Dolbeault-Grothendieckの補題 (補題 1.3.9)より、複素多様体上の層の系列

0 → ker ∂̄(p,q)
i→ Ω(p,q) ∂̄→ ker ∂̄(p,q+1) → 0

は完全系列になる。
ここで、複体とそのコホモロジーの基本事項をまとめておく。Cqを abel群また

は複素ベクトル空間の系列とし、δq : Cq → Cq+1を準同型写像とする。δq+1δq = 0

が成り立つとき、C = (Cq, δq)を複体と呼び、δqをコバウダリ作用素と呼ぶ。

Zq(C) = {c ∈ Cq | δqc = 0}

の元を qコサイクルと呼び、

Bq(C) = δq−1(Cq−1)

の元を qコバウンダリと呼ぶ。δq+1δq = 0よりBq(C) ⊂ Zq(C)が成り立つ。これ
より、商群または商ベクトル空間

Hq(C) = Zq(C)/Bq(C)
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が定まる。これを複体Cの q次コホモロジーという。
{0}と 0写像のみからなる複体を 0で表す。Hq(0) = {0}が成り立つ。
(Cq, δq)と (Dq, δq)を複体とする。準同型写像 αq : Cq → Dqが

δq ◦ αq = αq+1 ◦ δq

を満たすとき、α = (αq)を複体の準同型写像という。c ∈ Bq(C)に対してある
c′ ∈ Cq−1(C)が存在して c = δq−1c′となる。よって

αqc = αqδq−1c′ = δqαq−1c′ ∈ Bq(D)

となり、
αqBq(C) ⊂ Bq(D)

を得る。c ∈ Zq(C)に対して δqc = 0が成り立つ。よって

δqαqc = αq+1δqc = αq+10 = 0

となり、αqc ∈ Zq(D)である。これより

αqZq(C) ⊂ Zq(D)

を得る。以上より αqは準同型写像

αq : Hq(C) → Hq(D)

を誘導する。
複体の準同型写像の系列

C
α→ D

β→ E

が完全系列であるとは、各 qについて

Cq αq

→ Dq βq

→ Eq

が完全系列になることをいう。

命題 2.1.1 複体の完全系列

0 → C
α→ D

β→ E → 0

に対して、準同型写像 δq : Hq(E) → Hq+1(C) が存在して

· · · → Hq−1(E)
δq−1

→ Hq(C)
αq

→ Hq(D)
βq

→ Hq(E)
δq→ Hq+1(C) → · · ·

は完全系列になる。

命題 2.1.2 複体の準同型写像 α, β : C → D に対して、ある準同型写像の系列
kq : Cq → Dq−1が存在して

δq−1kq + kq+1δq = αq − βq

を満たすとき、αとβが誘導するHq(C)からHq(D)への準同型写像は等しくなる。
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SをパラコンパクトHausdorff空間M 上の層とする。U = {Ui}をM の局所有
限な開被覆とする。Uiを頂点とし

Ui0 ∩ Ui1 ∩ · · · ∩ Uiq ̸= ∅

を満たす {Ui0 , Ui1 , . . . , Uiq}を q次元単体とする単体複体をN(U)で表し、脈体と
呼ぶ。すなわち

N(U) = {{Ui0 , . . . , Uiq} | Uij ∈ U , Ui0 ∩ Ui1 ∩ · · · ∩ Uiq ̸= ∅}.

各 q次元単体 σ = {Ui0 , . . . , Uiq} ∈ N(U) に f(σ) ∈ Γ(Ui0 ∩ Ui1 ∩ · · · ∩ Uiq ,S) を対
応させる関数 f をN(U)の S係数 qコチェインという。N(U)の S係数 qコチェイ
ンの全体をCq(N(U),S)で表す。Sが abel群または複素ベクトル空間の層である
ことに応じて、Cq(N(U),S)も abel群または複素ベクトル空間の構造を持つ。
コバウンダリ作用素

δq : Cq(N(U),S) → Cq+1(N(U),S)

を次で定める。f ∈ Cq(N(U),S)と q + 1次元単体 σ = {U0, . . . , Uq+1} ∈ N(U) に
対して

(δqf)(σ) =

q+1∑
j=0

(−1)jρσf({U0, . . . , Ûj, . . . , Uq+1})

によって δqf ∈ Cq+1(N(U),S)を定める。ただし、U0 ∩ · · · ∩Uq+1への制限写像を
ρσで表す。定め方より、δqは準同型写像になる。
δq+1δq = 0を示す。以下の計算では制限写像を省略する。f ∈ Cq(N(U),S)と

q + 2次元単体 σ = {U0, . . . , Uq+2} ∈ N(U) に対して

(δq+1δqf)({U0, . . . , Uq+2})

=
∑
i<j

(−1)i+jf({U0, . . . , Ûi, . . . , Ûj, . . . , Uq+2})

+
∑
j<i

(−1)i+j−1f({U0, . . . , Ûj, . . . , Ûi, . . . , Uq+2}) = 0.

したがって、δq+1δq = 0が成り立つ。これより、(Cq(N(U),S), δq)は複体になる。
この複体のコホモロジーを脈体N(U)の S係数 q次コホモロジーという。
H0(N(U),S) = Z0(N(U),S) の元 f と任意の 1次元単体 {U0, U1} ∈ N(U)に対

して
0 = (δ0f)({U0, U1}) = f({U1})− f({U0})

が成り立つ。したがって、fはΓ(M,S)の元を定め、H0(N(U),S)はΓ(M,S)と同
一視できる。特に、H0(N(U),S)は局所有限開被覆 U のとり方に依存しない。一
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方 q ≥ 1の場合にはH0(N(U),S)はUのとり方に依存するかもしれない。そこで、
次のような極限操作により U のとり方に依存しないものを定める。
U ,V をM の開被覆とする。V が U の細分であるとは、任意の V ∈ V に対して

ある U ∈ U が存在して V ⊂ U が成り立つことである。これにより Vi ∈ V に対し
て Uα(i) ∈ U が定まり、Vi ⊂ Uα(i)が成り立つ。そこで

α∗ : Cq(N(U),S) → Cq(N(V),S)

を f ∈ Cq(N(U),S)と {Vi0 , . . . , Viq} ∈ N(V)に対して

(α∗f)({Vi0 , . . . , Viq}) = f({Uα(i0), . . . , Uα(iq)})

とすることにより定める。α∗は複体の準同型写像になり、

α∗ : Hq(N(U),S) → Hq(N(V),S)

を誘導することがわかる。
Vi ∈ V に対して Uβ(i) ∈ U が定まり、Vi ⊂ Uβ(i)が成り立つとき、βが定めるコ

ホモロジーの準同型写像

β∗ : Hq(N(U),S) → Hq(N(V),S)

は αが定める準同型写像と等しいことを示す。{Vi0 , . . . , Viq−1} ∈ N(V)に対して
W = Vi0 ∩ · · · ∩ Viq−1とおく。f ∈ Cq(N(U),S)に対して

(kqf)({Vi0 , . . . , Viq−1}) =
q−1∑
r=0

(−1)rρWf({Uα(i0), . . . , Uα(ir), Uβ(ir), . . . , Uβ(iq−1)})

によって準同型写像

kq : Cq(N(U),S) → Cq−1(N(V),S)

を定めると、
δq−1kq + kq+1δq = β∗ − α∗

が成り立つ。したがって、命題 2.1.2を適用でき、

α∗ = β∗ : Hq(N(U),S) → Hq(N(V),S)

が成り立つ。
以上の結果よりM の局所有限開被覆 U とその細分 Vに対して準同型

ΠVU : Hq(N(U),S) → Hq(N(V),S)

が定まる。VがUの細分のときU ≤ Vとする。これにより、M の局所有限開被覆
全体に順序構造が定まる。任意の U ,Vに対して U ≤ W,V ≤ WとなるWが存在
する。U ≤ V ≤ Wのときに

ΠWV ◦ ΠVU = ΠWU : Hq(N(U),S) → Hq(N(W),S)

が成り立つ。このような (Hq(N(U),S),ΠVU) を帰納的系という。
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帰納的系 (Hq(N(U),S),ΠVU) の帰納的極限によって

Hq(M,S) = lim
→
Hq(N(U),S)

を定める。Hq(M,S)を層 S係数 q次コホモロジーという。帰納的極限は次のよう
に定義される。f, g ∈ Hq(N(U),S)に対してある U ≤ V に対して ΠVUf = ΠVUg

が成り立つとき、f ∼ gと書く。∼はHq(N(U),S)の同値関係になる。fの代表す
る同値類を f̄ とおく。

H̄q(N(U),S) = {f̄ | f ∈ Hq(N(U),S)}

とすると、これも abel群または複素ベクトル空間の構造を持つ。Vが U の細分の
とき、準同型写像

ΠVU : Hq(N(U),S) → Hq(N(V),S)

は準同型写像
(∗) Π̄VU : H̄q(N(U),S) → H̄q(N(V),S)

を定める。f̄ ∈ Hq(N(U),S)に対して Π̄VU f̄ = 0とすると、V の細分Wが存在し
て 0 = Π̄WVΠ̄VU f̄ = Π̄WU f̄ となり、f̄ = 0がわかる。したがって、準同型写像 (∗)
は単射になる。これより、H̄q(N(U)) ⊂ H̄q(N(V)) とみなすことができる。そこ
で帰納的極限を

lim
→
Hq(N(U)) =

∪
U

H̄q(N(U))

によって定義する。

命題 2.1.3 H0(M,S) = Γ(M,S).

SをM 上の複素ベクトル空間の層とする。層の準同型写像 h : S → Sに対して

supph = {x ∈M | h(Sx) ̸= 0}の閉包

によって、nの台 supphを定める。U = {Ui}をMの局所有限な開被覆とする。層
の準同型写像の族 {hi}が次の条件を満たすとき、U に付随する Sの単位の分割と
いう。

(1) supphi ⊂ Ui.

(2)
∑
i

hi = 1が成り立つ。

任意の局所有限な開被覆に付随する単位の分割を許容する層を細層と呼ぶ。
実多様体の局所有限な開被覆に付随する単位の分割を利用すると、Ωpや複素多

様体の場合のΩ(p,q)が細層であることがわかる。
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定理 2.1.4 パラコンパクトHausdorff空間M 上の細層 Sに対して次が成り立つ。

Hq(M,S) = {0} (q ≥ 1).

証明の概略 M の任意の局所有限開被覆 U = {Ui}について、

Hq(N(U),S) = {0} (q ≥ 1)

を示せばよい。Sは細層なので、U に付随する Sの単位の分割 {hi}をとることが
できる。
q ≥ 1に対して

kq : Cq(N(U),S) → Cq−1(N(U),S)

を次のように定める。f ∈ Cq(N(U),S)と {Ui0 , . . . , Uiq−1} ∈ N(U)に対して

(kqf)({Ui0 , . . . , Uiq−1}) =
∑
i

hi(f({Ui, Ui0 , . . . , Uiq−1})).

U は局所有限開被覆なので、上の和は意味を持つ。kq+1δq + δq−1kq = 1を得る。
q ≥ 1のとき、命題 2.1.2より

1 = 0 : Hq(N(U),S) → Hq(N(U),S)

なので、Hq(N(U),S) = {0}が成り立つ。

α : A → BをM 上の層の準同型写像とする。M の開集合 U に対して αは準同
型写像 Γ(U,A) → Γ(U,B)を誘導し、さらに複体の準同型写像

αq : Cq(N(U),A) → Cq(N(U),B)

を定める。これはコホモロジーの間の準同型写像

αq
∗ : H

q(N(U),A) → Hq(N(U),B)

を定める。ここれは帰納的系 (Hq(N(U),A),ΠVU) から (Hq(N(U),B),ΠVU) への
準同型写像になる。これはM の局所有限開被覆 U ,V が U ≤ V を満たすとき、
ΠVUα

q
∗ = αq

∗ΠVU が成り立つことを意味する。このとき、αq
∗は帰納的極限の間の

準同型写像
αq
∗ : lim→

Hq(N(U),A) → lim
→
Hq(N(U),B)

を誘導する。すなわち、層 S係数コホモロジーの間の準同型写像

αq
∗ : H

q(M,A) → Hq(M,B)

を誘導する。
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層の完全系列
0 → A α→ B β→ C → 0

に対して、完全系列

0 → Cq(N(U),A)
αq

→ Cq(N(U),B) βq

→ Cq(N(U), C) → 0

が定まる。これは複体の完全系列になり、命題 2.1.1より準同型写像

δq : Hq(N(U), C) → Hq+1(N(U),A)

が存在して

· · · → Hq−1(N(U), C) δq−1

→ Hq(N(U),A)
αq

→ Hq(N(U),B)
βq

→ Hq(N(U), C) δq→ Hq+1(N(U),A) → · · ·

は完全系列になる。さらに

· · · → Hq−1(M, C) δq−1

→ Hq(M,A)
αq

→ Hq(M,B)
βq

→ Hq(M, C) δq→ Hq+1(M,A) → · · ·

は完全系列になる。

(∗) 0 → S α→ S0
α0

→ S1
α1

→ S2
α2

→ · · · αp−1

→ Sp
αp

→ · · ·

をパラコンパクトHausdorff空間M 上の層の完全系列とする。

Hq(M,Sp) = {0} (p ≥ 0, q ≥ 1)

が成り立つとき、こ系列を層 Sの分解という。定理 2.1.4より各 Spが細層ならば、
上の系列は分解になる。この分解を細分解という。
層の完全系列 (∗)は系列

0 → Γ(M,S) α∗→ Γ(M,S0)
α0
∗→ Γ(M,S1)

α1
∗→ Γ(M,S2)

α2
∗→ · · · αp−1

∗→ Γ(M,Sp)
αp
∗→ · · ·

を定める。これは完全系列になるとは限らないが、αp+1αp = 0が成り立つ。した
がって、(Γ(M,Sp), α

p
∗)は複体になる。

定理 2.1.5 パラコンパクトHausdorff空間M 上の層 Sの分解 (∗)に対して、複体
(Γ(M,Sp), α

p
∗)のコホモロジーは自然な仕方でHq(M,S)と同型になる。

証明の概要 最初に q = 0の場合のコホモロジーの同型を証明する。系列 (∗)が
完全であることから、α : S → S0は単射であり、

imα = kerα0
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が成り立つ。よって、α∗ : Γ(M,S) → Γ(M,S0) も単射になり、

kerα0
∗ = Γ(M, kerα0) = Γ(M, imα) ∼= Γ(M,S) ∼= H0(M,S).

最後の同型は2.1.3による。kerα0
∗は複体 (Γ(M,Sp), α

p
∗)の0次コホモロジーである。

系列 (∗)が完全であることから、p ≥ 0に対して

0 → kerαp → Sp
αp

→ kerαp+1 → 0

は層の完全系列になる。この完全系列から定まるコホモロジーの完全系列を利用
すると、

Hq(M,S) ∼= Hq(M, kerα0) ∼= H1(M, kerαq−1)

を得る。次に層の完全系列

0 → kerαq−1 → Sq−1 → kerαq → 0

から定まるコホモロジーの完全系列を利用すると、コホモロジーの完全系列

H0(M,Sq−1)
αq−1
∗→ H0(M, kerαq)

δ0→ H1(M, kerαq−1) → H1(M,Sq−1) = {0}

を得る。以上より

Hq(M,S) ∼= H1(M, kerαq−1) ∼= H0(M, kerαq)/imαq−1
∗

∼= ker(αq : Γ(M,Sq) → Γ(M,Sq+1))/im(αq−1 : Γ(M,Sq−1) → Γ(M,Sq)

となり、Hq(M,S)は複体 (Γ(M,Sp), α
p
∗)の q次コホモロジーに同型になる。

例 2.1.6 実多様体M 上の定数層Cは細分解

0 → C
i→ Ω0 d0→ Ω1 d1→ · · · dp−1

→ Ωp dp→ · · ·

を持つ。各Ωpが細層であることは単位の分割の存在からわかり、上記系列が層の
完全系列であることはPoincaréの補題 (補題 1.3.6)よりわかる。したがって、定理
2.1.5よりHq(M,C)は複体 (Γ(M,Ωp), dp)のコホモロジーと同型になる。

複素多様体M 上の (p, 0)型微分形式 αの局所表示

α =
∑

i1<···<ip

αi1...ipdz
i1 ∧ · · · ∧ dzip

において αi1...ipが正則関数になるとき、αを p次正則微分形式と呼ぶ。

∂̄(p,0)α =
∑

i1<···<ip

∑
k

∂αi1...ip

∂z̄k
dz̄k ∧ dzi1 ∧ · · · ∧ dzip

なので、(p, 0)型微分形式 αが p次正則微分形式になるためには、∂̄(p,0)α = 0が必
要十分条件である。したがって、p次正則微分形式の芽の層は、層の準同型写像

∂̄(p,0) : Ω(p,0) → Ω(p,1)

の核 ker ∂̄(p,0)に一致する。
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例 2.1.7 複素多様体M 上の p次正則微分形式の芽の層 ker ∂̄(p,0)は細分解

0 → ker ∂̄(p,0)
i→ Ω(p,0) ∂̄→ Ω(p,1) ∂̄→ · · · ∂̄→ Ω(p,q) ∂̄→ · · ·

を持つ。各Ω(p,q)が細層であることは単位の分割の存在からわかり、上記系列が層
の完全系列であることはDolbeault-Grothendieckの補題 (補題 1.3.9)よりわかる。
したがって、定理 2.1.5より Hq(M, ker ∂̄(p,0))は複体 (Γ(M,Ω(p,q)), ∂̄)のコホモロ
ジーと同型になる。

2.2 複素ベクトル束と接続
Cqに左から作用する。πE : E → M が次の条件を満たすとき、多様体M 上の

複素ベクトル束と呼ぶ。

(1) E,M は実多様体であり、πE : E →M は多様体の間のC∞級写像である。

(2) ある自然数 qが存在し、M の各点 xに対して xの開近傍 U と微分同型写像

ΦU : π−1
E (U) → U ×Cq

が存在し、u ∈ π−1
E (U)に対してΦU(u)の U 成分は πE(u)に一致し、

ΦU(u) = (πE(u), ϕU(u)) (u ∈ π−1
E (U))

とおくと、y ∈ U に対して π−1
E (y)は複素ベクトル空間の構造を持ち、

ϕU |π−1
E (y) : π

−1
E (y) → Cq

は線形同型写像になる。

Eを複素ベクトル束の全空間、Mを底空間、πEを射影、π−1
E (y)を yのファイバー

と呼ぶ。qをベクトル束の階数と呼び、rankEで表す。
上記の定義におけるUと同じ性質を持つ V が共通部分を持つとき、ΦV ◦Φ−1

U は
(U ∩ V )×Cqからそれ自身へのC∞級写像になり、

ΦV ◦ Φ−1
U (y, ξ) = (y, gV U(y)ξ) ((y, ξ) ∈ (U ∩ V )×Cq)

と記述できる。このとき gV U(y) ∈ GL(q,C)となり、

gV U : U ∩ V → GL(q,C)

はC∞級になる。gUV を変換関数という。これらは次を満たす。

gV U(y) = gUV (y)
−1 (y ∈ U ∩ V ),

gUW gWV (y)gV U(y) = 1 (y ∈ U ∩ V ∩W ).
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ただし、第 1式の右辺の gUV (y)
−1はGL(q,C)の元としての逆元であり、第 2式の

右辺の 1はGL(q,C)の単位元である。
逆に上の二つの条件を満たすGL(q,C)に値を持つ関数 gUV があれば、これから

複素ベクトル束を構成できる。

π : E →Mと π′ : E ′ →Mを多様体M上の複素ベクトル束とする。x ∈Mに対
してEx = π−1(x), E ′

x = (π′)−1(x)と表す。微分同型写像 ψ : E → E ′が π = π′ ◦ ψ
を満たし、各 x ∈M に対して

ψ|Ex : Ex → E ′
x

が複素線形同型写像になるとき、ψを複素ベクトル束の同型写像と呼び、EとE ′

は同型であるという。V を複素ベクトル空間とし、M × V からM への射影を考
えることによって、M × V はM 上のベクトル束になる。M 上の複素ベクトル束
EがM × V と同型になるとき、Eを自明ベクトル束と呼ぶ。
ψ : E → E ′がM 上の複素ベクトル束EからE ′への同型写像とする。U 上では

EとE ′が積に分解するようにU をとる。Φ′
U ◦ ψ ◦Φ−1

U はU ×Cqからそれ自身へ
のC∞級写像になり、

Φ′
U ◦ ψ ◦ Φ−1

U (y, ξ) = (y, gU(y)ξ) ((y, ξ) ∈ U ×Cq)

と記述できる。このとき gU(y) ∈ GL(q,C)となり、

gU : U → GL(q,C)

は C∞級になる。EとE ′の変換関数をそれぞれ {gV U}と {g′V U}で表す。(y, ξ) ∈
(U ∩ V )×Cqに対して

g′V U(y) = gV (y)gV U(y)gU(y)
−1

を得る。逆に変換関数 {gV U}と {g′V U}に対して、上の等式を満たす {gU}が存在
すれば、これらの変換関数が定める複素ベクトル束は同型になることがわかる。
双対空間や直和、テンソル積などの複素ベクトル空間から複素ベクトル空間を

作る操作は、複素ベクトル束に対しても自然に定まる。

階数が 1の複素ベクトル束を複素線束という。

定理 2.2.1 実多様体M 上の複素線束の同型類全体はテンソル積によって abel群
の構造を持ち、H2(M,Z)に同型である。
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定理 2.2.1の証明 M 上の複素線束の同型類全体はテンソル積によって abel群
になることはすぐにわかる。単位元は自明線束である。複素線束 Lの逆元は Lの
双対束 L∗になる。
M 上の複素数値C∞級関数の芽の層をΩ0で表し、加法によって abel群の層と

みなす。M 上の 0にならない複素数値 C∞級関数の芽の層を Ω∗で表し、乗法に
よって abel群の層とみなす。
M上の複素線束の同型類全体はH1(M,Ω∗)と対応することを示す。M上の複素

線束 Lをとる。M の局所有限開被覆 U を各 U ∈ U 上では Lが積に分解するよう
にとる。このとき、Lの変換関数 {gUV }はC1(N(U),Ω∗)の元になる。1次コバウ
ンダリ作用素 δ1を作用させると

(δ1g)({U, V,W}) = gVWg
−1
UWgUV = gVWgWUgUV = 1

となり、変換関数 {gUV }は 1次コサイクルであることがわかる。変換関数 {gUV }
と {g′UV }が定める複素ベクトル束が同型になるための必要十分条件は、ある {gU}
が存在して

g′V U = gV gV Ug
−1
U

が成り立つことである。{gU}はC0(N(U),Ω∗)の元であり、

g′V Ug
−1
V U = gV g

−1
U = (δ0g)({U, V })

だから {g′V U}と {gV U}の定めるH1(N(U),Ω∗)の元は等しい。逆にH1(N(U),Ω∗)

の等しい元を定める {g′V U}と {gV U}が定める複素ベクトル束は同型になる。以
上より、M 上の複素線束の同型類全体はH1(N(U),Ω∗)と対応することがわかり、
H1(M,Ω∗)とも対応する。さらに、M 上の複素線束のテンソル積は変換関数の積
に対応するので、H1(M,Ω∗)の積に対応する。
加法群Cから乗法群C∗への準同型写像

e : C → C∗ ; z 7→ exp(2π
√
−1z)

から abel群の完全系列
0 → Z

i→ C
e→ C∗ → 0

を構成できる。この完全系列は、層の完全系列

0 → Z
i→ Ω0 e→ Ω∗ → 0

を誘導する。さらに層の完全系列はコホモロジーの完全系列

H1(M,Ω0)
e1∗→ H1(M,Ω∗)

δ1∗→ H2(M,Z)
i2∗→ H2(M,Ω0)

を誘導する。Ω0は細層だから、定理 2.1.4より

H1(M,Ω0) = {0}, H2(M,Ω0) = {0}
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が成り立つ。これと上のコホモロジーの完全系列より

δ1
∗ : H

1(M,Ω∗) → H2(M,Z)

は同型になる。

上記定理の証明中に示したように、M上の複素線束Lは自然にH1(M,Ω∗)の元
とみなせる。δ1

∗L ∈ H2(M,Z)を LのChern類と呼ぶ。

πE : E →M を実多様体M 上の複素ベクトル束とする。C∞級写像 σ :M → E

で πE ◦ σ = 1M を満たすものを、複素ベクトル束Eの断面と呼ぶ。Eの断面の全
体を Γ(E)で表す。

M を実多様体とし、EをM 上の複素ベクトル束とする。対応

∇ : Γ(TM)× Γ(E) → Γ(E); (X,ϕ) 7→ ∇Xϕ

が、次の (1)から (4)を満たすとき、∇をE上の接続と呼ぶ。

(1) ∇X+Y ϕ = ∇Xϕ+∇Y ϕ (X, Y ∈ Γ(TM), ϕ ∈ Γ(E)),

(2) ∇X(ϕ+ ψ) = ∇Xϕ+∇Xψ (X ∈ Γ(TM), ϕ, ψ ∈ Γ(E)),

(3) ∇fXϕ = f∇Xϕ (X ∈ Γ(TM), ϕ ∈ Γ(E), f ∈ A0(M)),

(4) ∇X(fϕ) = f∇Xϕ+ (Xf)ϕ (X ∈ Γ(TM), ϕ ∈ Γ(E), f ∈ A0(M)).

ϕ ∈ Γ(E)に対して∇ϕをX ∈ Γ(TM)に∇Xϕ ∈ Γ(E)を対応させるものと考え
ると、(1)と (3)より

∇ϕ ∈ Γ(Hom(TM,E)) ∼= Γ(T ∗M ⊗ E)

とみなせる。さらに対応

∇ : Γ(E) → Γ(T ∗M ⊗ E)

は次の (5)と (6)を満たす。

(5) ∇(ϕ+ ψ) = ∇ϕ+∇ψ (ϕ, ψ ∈ Γ(E),

(6) ∇(fϕ) = f∇ϕ+ dfϕ (ϕ ∈ Γ(E), f ∈ A0(M)).

(5)は (2)からわかる。(4)よりX ∈ Γ(TM)に対して

∇X(fϕ) = f∇Xϕ+ (Xf)ϕ = f∇ϕ(X) + df(X)ϕ = (f∇ϕ+ dfϕ)(X)

となり、(6)が成り立つ。逆に (5)と (6)を満たす

∇ : Γ(E) → Γ(T ∗M ⊗ E)

はE上の接続を定める。
以下では接続の局所的性質を調べる。U をM の開集合とし、U 上 Eのフレー

ム s1, . . . , sqがあるとする。すなわち各 siは U 上定義されたEの断面であり、各
x ∈ U に対して s1(x), . . . , sq(x)はExの基底である。
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∇siは

∇si =
q∑

j=1

ωj
i sj (1 ≤ i ≤ q)

と表すことができる。ここで、ωj
i は U 上定義された 1次微分形式である。

s = [s1 · · · sq], ω =

ω
1
1 · · · ω1

q
...

...

ωq
1 · · · ωq

q


と書くことにすると、ωはMq(C)に値を持つ 1次微分形式であり、

∇s = sω

と表現できる。ωを接続形式という。ωは接続を完全に決定することが以下のよう
にわかる。Eの U 上の断面 ξは U 上のC∞級関数 ξiによって

ξ =
∑
i

ξisi

と表せる。これより

∇ξ =
∑
i

(∑
j

ξjωi
j + dξi

)
si

によって、∇ξは ωj
i によって記述できる。これを行列で記述すると

ξ = [s1 · · · sq]

ξ
1

...

ξq

 ,

∇ξ = [s1 · · · sq]

ω
ξ

1

...

ξq

+

dξ
1

...

dξq


 .

∇ξ = 0を満たす断面 ξを水平という。∇ξ = 0の局所的な必要十分条件は

ω

ξ
1

...

ξq

+

dξ
1

...

dξq

 = 0

であり、これは一階線形偏微分方程式系である。一般にはこれに解が存在するとは
限らない。しかしながら、M の曲線Cに制限すれば、この方程式は一階線形常微
分方程式系になり、任意の初期条件に対して一意的に解が存在する。ξ(t) ∈ EC(t)
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を満たす ξ(t)をC(t)の持ち上げという。さらに∇C′(t)ξ(t) = 0を満たすとき、ξ(t)
をC(t)の水平持ち上げという。
もう一つのU上Eのフレームs′ = [s′1 · · · s′q]があると、U上定義されたGL(q,C)

に値を持つ関数 gが存在して、

[s′1 · · · s′q] = [s1 · · · sq]g すなわち s′ = sg

と表せる。s′に関する接続形式を ω′とすると、

gω′ = ωg + dg

を得る。
フレーム sから定まる接続形式 ωに対して

Ω = dω + ω ∧ ω

を定める。Ωをフレーム sに関する曲率形式という。もう一つのフレーム s′から
定まる接続形式 ω′に関する曲率形式をΩ′で表すと、

gΩ′ = Ωg

を得る。上の等式より、Ω = 0という条件はフレーム sのとり方に依存しないこと
がわかる。Ω = 0を満たす接続を平坦という。
Ω = dω + ω ∧ ωを外微分すると

dΩ− Ω ∧ ω + ω ∧ Ω = 0

が成り立つことがわかる。これをBianchiの恒等式という。
Eの二つのフレーム s, s′が s′ = sgという変換されるとき、対応する接続形式を

ω, ω′で表し、さらに対応する曲率形式をΩ,Ω′で表すと、Ω′ = g−1Ωgが成り立つ。
この性質を元に次の定義を与える。フレーム sに対して定まる q次正方行列に値
を持つ k次微分形式ΦsがΦs′ = g−1Φsgを満たすとき、Φsを k次随伴型テンソリ
アル形式という。曲率形式は 2次随伴型テンソリアル形式の例である。
k次随伴型テンソリアル形式Φsに対して

d∇Φs = dΦs − (−1)kΦs ∧ ω + ω ∧ Φs

によって共変外微分 d∇Φsを定義する。

命題 2.2.2 k次随伴型テンソリアル形式Φsの共変外微分 d∇Φsは k + 1次随伴型
テンソリアル形式である。

共変外微分 d∇を使うとBianchiの恒等式は、フレーム sを省略して

d∇Ω = 0

と表すことができる。
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随伴型テンソリアル形式Φ,Ψに対して

[Φ ∧Ψ] = Φ ∧Ψ−Ψ ∧ Φ

とおく。[Φ ∧Ψ]も随伴型テンソリアル形式になることがわかる。

命題 2.2.3 随伴型テンソリアル形式Φに対して次が成り立つ。

d∇d∇Φ = [Ω ∧ Φ].

証明 共変外微分の定義より、k次随伴型テンソリアル形式Φに対して

d∇d∇Φ = d(d∇Φ)− (−1)k+1(d∇Φ) ∧ ω + ω ∧ (d∇Φ)

= d(dΦ− (−1)kΦ ∧ ω + ω ∧ Φ)

− (−1)k+1(dΦ− (−1)kΦ ∧ ω + ω ∧ Φ) ∧ ω
+ ω ∧ (dΦ− (−1)kΦ ∧ ω + ω ∧ Φ)

= −(−1)kdΦ ∧ ω − Φ ∧ dω + dω ∧ Φ− ω ∧ dΦ
− (−1)k+1dΦ ∧ ω − Φ ∧ ω ∧ ω − (−1)k+1ω ∧ Φ ∧ ω
+ ω ∧ dΦ− (−1)kω ∧ Φ ∧ ω + ω ∧ ω ∧ Φ

= (dω + ω ∧ ω) ∧ Φ− Φ ∧ (dω + ω ∧ ω)
= Ω ∧ Φ− Φ ∧ Ω

= [Ω ∧ Φ].

Mq(C)の r個の積上定義された多重線形写像

P :Mq(C)× · · · ×Mq(C) → C

について考える。これは各Mq(C)の成分について一次多項式になっていて、Mq(C)

全体について r次多項式である。そこで、このようなP をMq(C)上の r次多項式
と呼ぶことにする。任意のAi ∈Mq(C)と g ∈ GL(q,C)について

P (gA1g
−1, . . . , gArg

−1) = P (A1, . . . , Ar)

が成り立つとき、P を不変という。任意の r次の置換 σについて

P (Aσ(1), . . . , Aσ(r)) = P (A1, . . . , Ar)

が成り立つとき、P を対称という。
対称多項式 P は P (A, . . . , A)の値だけで定まる。2次の場合は

P (A1, A2) =
1

2
(P (A1 + A2, A1 + A2)− P (A1, A1)− P (A2, A2))
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が成り立つ。3次の場合は

P (A1, A2, A3)

=
1

6
(P (A1 + A2 + A3, A1 + A2 + A3, A1 + A2 + A3)

− P (A1 + A2, A1 + A2, A1 + A2)− P (A2 + A3, A2 + A3, A2 + A3)

− P (A3 + A1, A3 + A1, A3 + A1)

+ P (A1, A1, A1) + P (A2, A2, A2) + P (A3, A3, A3))

が成り立つ。高次の場合も同様である。
一般次数の対称不変多項式の例を挙げる。A ∈Mq(C)に対して

det

(
I +

√
−1

2π
A

)
=
∑

0≤j≤q

(
q

j

)
Pj(A)

によってAの成分の j次の多項式 Pj(A)を定める。
j次対称不変多項式 P に曲率形式Ωを代入することにより、2j次微分形式

P (Ω ∧ · · · ∧ Ω)

を得る。Ωが随伴型テンソリアル形式であることから、これは多様体M 全体で定
義された微分形式になる。さらに閉微分形式になることがわかり、2j次のコホモ
ロジー類を定めることがわかる。さらにこのコホモロジー類は、複素ベクトル束
の接続∇のとり方に依存しないことがわかる。
特に上記の行列式の展開から得られる対称不変多項式Pjに曲率形式を代入して

得られるコホモロジー類を j次Chern類と呼ぶ。このChern類は複素ベクトル束
を調べる上で重要な役割を演じる。
この講義は正式にはここまでで終了するが、秋学期に希望者を対象にして非公

式に続ける予定である。なお、この講義のまとめのファイルは秋学期にも同様の
形式で継続して公開するつもりである。
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春学期の終わり頃に扱ったベクトル束上の接続の曲率に関する基本事項を簡単
に復習しておく。
Mを実多様体とし、EをM上の複素ベクトル束とし、∇をE上の接続とする。

Eの局所的フレーム sに対して∇s = sωによって、∇の接続形式 ωを定める。も
う一つの局所的フレーム s′に対して変換行列 gを s′ = sgによって定める。sから
定まる接続形式 ωに対してΩ = dω+ ω ∧ ωによって曲率形式Ωを定める。s′から
定まる接続形式 ω′と曲率形式Ω′に対して

gω′ = ωg + dg, gΩ′ = Ωg

が成り立つ。Ωを外微分すると、Bianchiの恒等式

dΩ− Ω ∧ ω + ω ∧ Ω = 0

が成り立つことがわかる。フレーム sに対して定まる q次正方行列に値を持つ k次
微分形式ΦsがΦs′ = g−1Φsgを満たすとき、Φsを k次随伴型テンソリアル形式と
いう。曲率形式は 2次随伴型テンソリアル形式の例である。k次随伴型テンソリア
ル形式Φsに対して

d∇Φs = dΦs − (−1)kΦs ∧ ω + ω ∧ Φs

によって共変外微分 d∇Φsを定義する。k次随伴型テンソリアル形式Φsの共変外微
分 d∇Φsは k+1次随伴型テンソリアル形式である。随伴型テンソリアル形式Φ,Ψ

に対して [Φ ∧Ψ] = Φ ∧Ψ−Ψ ∧ Φ とおく。[Φ ∧Ψ]も随伴型テンソリアル形式に
なることがわかる。随伴型テンソリアル形式Φに対して次が成り立つ。

d∇d∇Φ = [Ω ∧ Φ].

Mq(C)の j個の積上定義された多重線形写像

P :Mq(C)× · · · ×Mq(C) → C

をMq(C)上の j次多項式と呼ぶ。任意のAi ∈Mq(C)と g ∈ GL(q,C)について

P (gA1g
−1, . . . , gAjg

−1) = P (A1, . . . , Aj)

が成り立つとき、P を不変という。任意の r次の置換 σについて

P (Aσ(1), . . . , Aσ(j)) = P (A1, . . . , Aj)

が成り立つとき、P を対称という。対称多項式 P は P (A, . . . , A)の値だけで定ま
る。以上が復習である。
以下では曲率形式 Ωを不変対称多項式 P に代入して、多様体M 上の微分形式

P (Ω)を定め、これから定まる de Rhamコホモロジーの元 [P (Ω)]が接続∇に依存
しないことを示す。
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任意のA,X ∈Mq(C)について

d

dt

∣∣∣∣
t=0

etXAe−tX = XA− AX = [X,A]

が成り立つ。P を j次対称不変多項式とする。任意のAi, X ∈Mq(C)について

j∑
k=1

P (A1, . . . , [X,Ak], . . . , Aj) = 0

が成り立つ。M の接ベクトルX1, . . . , X2jに対して

P (Ω ∧ · · · ∧ Ω)(X1, . . . , X2j)

=
1

2j

∑
σ∈S2j

sgn(σ)P (Ω(Xσ(1), Xσ(2)), . . . ,Ω(Xσ(2j−1), Xσ(2j)))

と定めることにより、2j 次微分形式 P (Ω ∧ · · · ∧ Ω)を定義する。これを簡単に
P (Ω)とも書く。P (Ω′) = P (g−1Ωg) = P (Ω) となり、P (Ω)は多様体全体で定義さ
れた 2j 次微分形式になる。外微分の性質と Bianchiの恒等式、P の不変性より、
P (Ω) = P (Ω∧· · ·∧Ω)は 2j次閉微分形式であることがわかる。したがって、P (Ω)
は de Rhamコホモロジー類 [P (Ω)]を定める。
[P (Ω)]が接続∇に依存しないことを以下で示す。∇0と∇1をE上の接続とする。

α = ∇1−∇0とおくと、αはEnd(E)に値を持つM上の 1次微分形式になり、局所
的にはMq(C)に値を持つ 1次微分形式になる。∇t = ∇0+tα (0 ≤ t ≤ 1)とおくと、
∇tも接続になる。∇tの接続形式を ωtとし、曲率形式をΩtとする。ωt = ω0 + tα

となり、

Ωt = d(ω0 + tα) + (ω0 + tα) ∧ (ω0 + tα)

= dω0 + tdα+ ω0 ∧ ω0 + tω0 ∧ α+ tα ∧ ω0 + t2α ∧ α
= Ω0 + t(dα+ ω0 ∧ α+ α ∧ ω0) + t2α ∧ α
= Ω0 + td∇0α+ t2α ∧ α.

これより

d

dt
Ωt = dα+ ω0 ∧ α+ α ∧ ω0 + 2tα ∧ α

= dα+ (ω0 + tα) ∧ α+ α ∧ (ω0 + tα)

= dα+ ωt ∧ α+ α ∧ ωt

= d∇tα

を得る。
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d

dt
P (Ωt) =

j∑
k=1

P

(
Ωt ∧ · · · ∧ d

dt

k
⌣

Ωt ∧ · · · ∧ Ωt

)

= jP

((
d

dt
Ωt

)
∧ Ωt ∧ · · · ∧ Ωt

)
= jP ((dα+ ωt ∧ α+ α ∧ ωt) ∧ Ωt ∧ · · · ∧ Ωt).

ここで

dP (α ∧ Ωt ∧ · · · ∧ Ωt)

= P (dα ∧ Ωt ∧ · · · ∧ Ωt)− P (α ∧ dΩt ∧ · · · ∧ Ωt)− · · · − P (α ∧ Ωt ∧ · · · ∧ dΩt)

であり、Bianchiの恒等式より

dΩt = −ωt ∧ Ωt + Ωt ∧ ωt

が成り立つので、上の等式の二行目以降の和にM の接ベクトルX1, . . . , X2j を代
入した値は

− P (α ∧ dΩt ∧ · · · ∧ Ωt)(X1, . . . , X2j)− · · ·
− P (α ∧ Ωt ∧ · · · ∧ dΩt)(X1, . . . , X2j)

= P (α ∧ (ωt ∧ Ωt − Ωt ∧ ωt) ∧ · · · ∧ Ωt)(X1, . . . , X2j) + · · ·
+ P (α ∧ Ωt ∧ · · · ∧ (ωt ∧ Ωt − Ωt ∧ ωt))(X1, . . . , X2j)

=
1

2j−1

∑
σ∈S2j

sgn(σ)
[
P (α(Xσ(1)) ,

ωt(Xσ(2))Ωt(Xσ(3), Xσ(4))− Ωt(Xσ(2), Xσ(3))ωt(Xσ(4)), . . . ,

Ωt(Xσ(2j−1), Xσ(2j)))

+ · · ·
+ P (α(Xσ(1)),Ωt(Xσ(2), Xσ(3)), . . . ,

ωt(Xσ(2j−2))Ωt(Xσ(2j−1), Xσ(2j))− Ωt(Xσ(2j−2), Xσ(2j−1))ωt(Xσ(2j)))
]

= · · ·

=
∑
σ∈S2j

σ(3)<σ(4)
···

σ(2j−1)<σ(2j)

sgn(σ)
[
P (α(Xσ(1)), [ωt(Xσ(2)),Ωt(Xσ(3), Xσ(4))], . . . ,

Ωt(Xσ(2j−1), Xσ(2j)))

+ · · ·
+ P (α(Xσ(1)),Ωt(Xσ(3), Xσ(4)), . . . , [ωt(Xσ(2)),Ωt(Xσ(2j−1), Xσ(2j))])

]
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= · · ·
= P ((ωt ∧ α+ α ∧ ωt) ∧ Ωt ∧ · · · ∧ Ωt)(X1, . . . , X2j).

したがって、

dP (α ∧ Ωt ∧ · · · ∧ Ωt) = P ((dα+ ωt ∧ α+ α ∧ ωt) ∧ Ωt ∧ · · · ∧ Ωt)

となり、先の結果と合わせると

d

dt
P (Ωt) = jdP (α ∧ Ωt ∧ · · · ∧ Ωt)

を得る。これより

P (Ω1)− P (Ω0) =

∫ 1

0

jdP (α ∧ Ωt ∧ · · · ∧ Ωt)dt

= d

∫ 1

0

jP (α ∧ Ωt ∧ · · · ∧ Ωt)dt

が成り立つ。 ∫ 1

0

jP (α ∧ Ωt ∧ · · · ∧ Ωt)dt

はM 上の 2j − 1次微分形式になり、de Rhamコホモロジー類の等式 [P (Ω1)] =

[P (Ω0)]が成り立つ。
以上の結果を定理としてまとめておく。

定理 2.2.4 (Chern-Weil) E を多様体M 上の階数 qの複素ベクトル束とし、∇
をE上の接続とする。P をMq(C)上の j次対称不変多項式とする。∇の局所的な
曲率形式ΩをP に代入すると、P (Ω) = P (Ω∧ · · · ∧Ω)はM上の 2j次閉微分形式
になり、P (Ω)の定める de Rhamコホモロジー類 [P (Ω)]は∇に依存しない。

コホモロジー類 [P (Ω)]を P に関する特性類という。

曲率形式を不変多項式に代入するという考え方は、Euclid空間内の部分多様体
のチューブの体積を表すWeylの公式から始まったものと思われる。部分多様体の
第二基本形式を不変多項式に代入した量の積分を係数とする多項式でこのチュー
ブの体積を表現できることは、部分多様体論による計算でわかる。これを曲率形
式を不変多項式に代入した量で表現できることを明らかにしたことは飛躍である。
さらに、Gauss-Bonnetの定理の高次元化に必要な被積分量の発見につながり、上
記のChern-Weilの定理に発展した。



2015年 11月 12日 35

多様体M上のベクトル束Eの各ファイバーに 1.2節で定めた正定値Hertmite構
造H(·, ·)があり、EのC∞級断面 ξ, ηに対してH(ξ, η)がM 上のC∞級関数にな
るとき、H(·, ·)をEのHermite構造という。ベクトル束の局所自明性により、局
所的にHermite構造は存在し、単位の分割を使うと全体でHermite構造は存在す
ることがわかる。
sをEの局所的なフレームとし、Hs = (H(si, sj))とおくと、HsはMq(C)に値

を持つ局所的なC∞級関数になる。HがHermite構造であることから、各Hsは正
定値Hermite行列に値を持つ関数である。
s′をもう一つのフレームとし、s′ = sgによって変換されているとすると、Hs′ =

tgHsḡ が成り立つ。Eの断面の局所表示

ξ =
∑
i

ξisi, η =
∑
j

ηjsj

に対して

H(ξ, η) = H

(∑
i

ξisi,
∑
j

ηjsj

)
=
∑
i,j

ξiH(si, sj)η̄
j

となる。
Eの断面 ξ, ηに対して

dH(ξ, η) = H(∇ξ, η) +H(ξ,∇η)

が成り立つとき、接続∇はHermite構造Hを保つという。上記等式は任意の接ベ
クトルXに対して

XH(ξ, η) = dH(ξ, η)(X) = H(∇Xξ, η) +H(ξ,∇Xη)

が成り立つことである。ベクトル束のHermite構造が存在することの証明と同様に、
局所的に Hermite構造を保つ接続は存在し、単位の分割を使うと全体で Hermite

構造を保つ接続が存在することがわかる。
接続∇がHermite構造Hを保つことをフレームを使って表現する。まずフレー

ム sに対して
∇si =

∑
k

skω
k
i , ∇s = sω

によって接続形式 ωが定まる。∇がH を保つことは dHs = tωHs + Hsω̄ と表せ
る。この等式の両辺をさらに微分すると

0 = ddHs = dtωHs − tω ∧ dHs + dHs ∧ ω̄ +Hsdω̄

= tdωHs − tω ∧ (tωHs +Hsω̄) + (tωHs +Hsω̄) ∧ ω̄ +Hsdω

= (tdω − tω ∧ tω)Hs +Hs(ω̄ ∧ ω̄ + dω).



36 2015年 11月 12日

ここで、M の接ベクトルX, Y に対して

(tω ∧ tω)(X,Y ) = tω(X)tω(Y )− tω(Y )tω(X) = t(ω(Y )ω(X)− ω(X)ω(Y ))

= −t(ω(X)ω(Y )− ω(Y )ω(X)) = −t(ω ∧ ω)(X,Y )

となるので、

0 = t(dω + ω ∧ ω)Hs +Hs(dω + ω ∧ ω) = tΩHs +HsΩ̄

を得る。以上より、Hermite構造を保つ接続∇の接続形式 ωとその曲率形式Ωは
次の等式を満たすことがわかる。

tωHs +Hsω̄ = dHs,
tΩHs +HsΩ̄ = 0.

フレーム sがユニタリになる場合、すなわちHs = Iとなる場合、上の等式は
tω + ω̄ = 0,
tΩ + Ω̄ = 0.

すなわち、ω,Ωは交代Hermite行列に値を持つ一次微分形式、二次微分形式にな
る。このとき、

det

(
I +

√
−1

2π
Ω

)
= det t

(
I +

√
−1

2π
Ω

)
= det

(
I +

√
−1

2π
tΩ

)
= det

(
I −

√
−1

2π
Ω̄

)
= det

(
I +

√
−1

2π
Ω

)
が成り立つ。したがって、各 Pj(Ω)はM 上の実微分形式になり、[Pj(Ω)]はM の
実係数 de Rhamコホモロジー類になる。

2.3 正則ベクトル束
前節では多様体M は実多様体という前提で議論をしていたが、この節ではM

は複素多様体とする。EをM上の複素ベクトル束とする。定義域がM全体を覆う
局所的なフレームの族の間の変換関数がGL(q,C)に値を持つ正則関数になるよう
にとれるとき、Eを正則ベクトル束という。M の複素座標とEの局所的なフレー
ムの成分により、Eは複素多様体になる。
複素多様体の複素座標 z1, . . . , znから定まる ∂

∂z1
, . . . , ∂

∂zn
の張る接ベクトル全体

は、正則ベクトル束になることがわかる。
Eを複素多様体M 上の正則ベクトル束とする。M の開集合 U 上定義されたE

断面をU からEへの写像とみなすと正則写像になるとき、正則断面という。Eの
フレーム s = (s1, . . . , sq)の各 siが正則断面であるとき、sを正則フレームと呼ぶ。
正則フレームの間の変換関数は正則関数になる。正則フレームを利用して、Eの
断面 ξに対して ∂̄ξを定めることができる。
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正則フレーム sを利用して、Eの断面 ξに対して ∂̄ξを次のように定めることが
できる。

ξ =
∑
i

ξisi

によって ξを正則フレームによって局所表示し、

∂̄ξ =
∑
i

∂̄ξisi

によって ∂̄ξを定める。この定め方は正則フレームのとり方に依存しないで定まる
ことがわかる。

命題 2.3.1 複素多様体上のHermite構造を持つ正則ベクトル束に対して、Hermite

構造を保ち、正則フレームに関する接続形式が (1, 0)型になる接続が一意的に存在
する。

証明 dHs =
tωHs +Hsω̄を (1, 0)型と (0, 1)型の和に分解すると dHs = ∂Hs +

∂̄Hsとなる。ωが (1, 0)型であるための必要十分条件は

tωHs = ∂Hs, Hsω̄ = ∂̄Hs

である。最初の条件は転置をとると tHsω = ∂tHsと同値であり、HsはHermite行
列なので、H̄sω = ∂H̄sと同値である。両辺の複素共役をとるとHsω̄ = ∂̄Hsとな
る。したがって、ωが (1, 0)型であるための必要十分条件は tHsω = ∂tHsである。
さらにこれは tω = ∂HsH

−1
s と同値であり、これによって ωはHsから一意的に定

まる。
tω = ∂HsH

−1
s によって、正則フレーム sに関する接続形式 ωを定める。別の正

則フレーム s′に対して s′ = sgが成り立つとすると、gはGL(q,C)に値を持つ正
則関数になる。∂̄g = 0, dg = ∂gが成り立つことに注意しておく。Hermite構造か
ら定まる行列はHs′ =

tgHsḡと変換される。

tω′ = ∂Hs′H
−1
s′ = ∂(tgHsḡ)(

tgHsḡ)
−1 = (∂tgHsḡ +

tg∂Hsḡ)ḡ
−1H−1

s
tg−1

= t∂gtg−1 + tg∂HsH
−1
s

tg−1 = tdgtg−1 + tgtωtg−1

となり、転置をとると ω′ = g−1dg + g−1ωg を得る。したがって、gω′ = dg + ωg

となり、ωは接続形式の変換規則を満たし、E上の接続を定めることがわかる。ω
から定まる接続がEのHermite構造を保つことと ωが (1, 0)型であることは定め
方よりわかる。
複素多様体上の Hermite構造を持つ正則ベクトル束に対して、Hermite構造を

保ち接続形式が (1, 0)型になる一意的な接続をHermite接続と呼ぶ。
正則フレームに関するHermite接続の局所表示は

∇ξ =
∑
i

(∑
j

ξjωi
j + ∂ξi

)
si + ∂̄ξ
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と (1, 0)型と (0, 1)型に分解される。
Hermite構造を持つ正則ベクトル束のHermite接続の曲率形式を求めてみよう。

tω = ∂HsH
−1
s の両辺を微分すると、d = ∂ + ∂̄かつ ∂∂ = 0より

tdω = ∂̄∂HsH
−1
s − ∂Hs ∧ d(H−1

s ).

ここで、I = HsH
−1
s の両辺を微分して d(H−1

s ) = −H−1
s dHsH

−1
s を得る。よって

tdω = ∂̄∂HsH
−1
s + ∂Hs ∧H−1

s dHsH
−1
s = ∂̄∂HsH

−1
s + ∂HsH

−1
s ∧ dHsH

−1
s .

次に
tω ∧ tω = ∂HsH

−1
s ∧ ∂HsH

−1
s

であり、外積の定義より tω ∧ tω = −t(ω ∧ ω) を得る。以上より
tΩ = ∂̄∂HsH

−1
s + ∂HsH

−1
s ∧ ∂̄HsH

−1
s

を得る。特に曲率形式Ωは (1, 1)型微分形式である。
ファイバーが 1次元の場合を考える。q = 1だからHは正の実数に値を持つ関数

になり、Ωは純虚数に値を持つ 1次微分形式になる。logHを考えることができ、

∂̄∂ logH = ∂̄∂HH−1 + ∂HH−1 ∧ ∂̄HH−1 = Ω.

したがって、Ω = ∂̄∂ logHを得る。Ωは後で示すようにM 全体で定義された 1次
微分形式になる。
複素多様体M 上の正則関数の芽の層をOで表し、加法によって abel群の層と

みなす。M 上の 0にならない正則関数の芽の層をO∗で表し、乗法によって abel

群の層とみなす。局所的に正則関数の商になる関数を有理型関数という。M 上の
有理型関数の芽の層をMで表す。O∗の各点の茎はMの茎の部分群になる。この
ようなときに、O∗はMの部分層という。さらにO∗の局所的な断面の成す群は、
Mの局所的な断面の成す群の部分とみなせ、商群を考えることができ、それから
層Dを定めることができる。このDについて、

0 → O∗ i→ M k→ D → 0

は層の完全系列になる。Dの各元を因子の芽といい、Dを因子の芽の層という。因
子の芽とは、局所的な有理型関数の芽を 0にならない正則関数倍したもの同士を
同一視したものである。上の層の完全系列から、それらのコホモロジーの完全系
列を得る。

0 → H0(M,O∗)
i0∗→ H0(M,M)

k0∗→ H0(M,D)
δ0∗→ H1(M,O∗) → · · ·

よって、商群H0(M,D)/k0∗H
0(M,M)はH1(M,O∗)の部分群 δ0∗H

0(M,D)に同型
である。H0(M,D)の元を因子と呼ぶ。二つの因子がM 上の有理型関数倍で一致
するとき、これらは線形同値であるという。これは同値関係になり、その同値類を
因子類という。商群H0(M,D)/k0∗H

0(M,M)は因子類の全体にほかならない。こ
れを因子類群と呼ぶ。上でみたように因子類群は自然にH1(M,O∗)の部分群とみ
なせる。
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定理 2.2.1の証明でみたように、M 上の 0にならない複素数値 C∞級関数の芽
の層をΩ∗で表すと、M 上の複素線束の同型類全体はテンソル積により群になり、
H1(M,Ω∗)と同一視できる。複素線束が正則ベクトル束になるとき、単に正則線
束と呼ぶことにする。複素線束の場合と同様の議論により、M 上の正則線束の同
型類全体はテンソル積により群になり、H1(M,O∗)と同一視できる。
以下でH1(M,O∗)を詳しく調べる。定理 2.2.1の証明中に定義した写像

e : C → C∗ ; z 7→ exp(2π
√
−1z)

は層の完全系列
0 → Z

i→ O e→ O∗ → 0

を誘導する。さらにこの層の完全系列はコホモロジーの完全系列を誘導し、特に
準同型写像

δ1∗ : H1(M,O∗) → H2(M,Z)

を得る。正則線束E ∈ H1(M,O∗)に対して、δ1∗(E) ∈ H2(M,Z)は定理 2.2.1の証
明の後で定義したChern類である。
以下で上記準同型写像 δ1∗の像を記述する。M 上の複素数値C∞級 r次微分形式

の芽の層をΩrで表していた。M 上の実数値C∞級 r次微分形式の芽の層をΩr
Rで

表すことにする。さらにM 上の実数値C∞級 r次閉微分形式の芽の層を Cr
Rで表

す。すると Cr
RはΩr

Rの部分層になる。Poincaréの補題より

0 → Cr
R

lr→ Ωr
R

dr→ Cr+1
R → 0

は層の完全系列になる。これより次のコホモロジーの完全系列を得る。ただし、多
様体M は省略して記述する。

· · · → Hp(Cr
R)

lp,r∗→ Hp(Ωr
R)

dr∗→ Hp(Cr+1
R )

δp,r∗→ Hp+1(Cr
R) → · · ·

Ωr
Rは細層であることに注意する。p = 0, r = 1の場合は

H0(Ω1
R)

d1∗→ H0(C2
R)

δ0,1∗→ H1(C1
R)

l1,1∗→ H1(Ω1
R) = 0

は完全系列になる。よって、δ0,1∗ は全射になる。p = 1, r = 0の場合は、C0
R = R

に注意すると

0 = H1(Ω0
R)

d1∗→ H1(C1
R)

δ1,0∗→ H2(R)
l2,0∗→ H2(Ω0

R) = 0

は完全系列になる。よって、δ1,0∗ は同型写像になる。
自然な埋め込みである群の準同型写像 j : Z → RはM 上の定数層の準同型写

像、さらにそれらのコホモロジーの準同型写像 jr∗ : Hr(Z) → Hr(R)を誘導する。
先に得た準同型写像 δ1∗ : H1(O∗) → H2(Z) と合せて次の系列を得る。

H1(O∗)
δ1∗→ H2(Z)

j2∗→ H2(R).



40 2015年 12月 24日

これまでの図式をまとめて書くと次の図式を得る。

0yd1∗

H0(Ω1
R)

d1∗−−−→ H0(C2
R)

δ0,1∗−−−→ H1(C1
R)

l1,1∗−−−→ 0

∼=
yδ1,0∗

H1(O∗)
δ1∗−−−→ H2(Z)

j2∗−−−→ H2(R)yl2,0∗

0

M 上の正則線束EはH1(O∗)の元とみなせ、δ1∗(E) ∈ H2(Z)である。さらにこれ
を実係数で考えると j2∗δ

1
∗(E) ∈ H2(R)。上の δ1,0∗ は同型なので、(δ1,0∗ )−1j2∗δ

1
∗(E) ∈

H1(C1
R) が定まる。上の δ0,1∗ は全射だから、M上の実数値C∞級 2次閉微分形式α

が存在して、
δ0,1∗ α = (δ1,0∗ )−1j2∗δ

1
∗(E) ∈ H1(C1

R)

が成り立つ。この αのとり方はM 上の実数値C∞級 1次微分形式の外微分の和を
除いて一意的に定まる。この αの形を明らかにしたい。
その前に正則線束EにHermite構造を定めたとき、一意的に存在するHermite

接続について考察しておく。U をM の開被覆であって、各 U ∈ U 上Eは正則な
フレーム sU を持つとする。EのHermite構造をHで表し

hU = H(sU , sU) > 0

とおく。U ∩ V ̸= ∅となる V ∈ U に対して

sUgUV = sV (U ∩ V 上)

によって変換関数 gUV を定める。gUV はU ∩V 上定義された正則関数である。よっ
て U ∩ V 上

hV = H(sV , sV ) = H(sUgUV , sUgUV ) = H(sU , sU)gUV ḡUV = hU |gUV |2

が成り立つ。これより U ∩ V 上

∂̄∂ log hV = ∂̄∂(log hU + log gUV + log ḡUV ) = ∂̄∂ log hU

を得る。したがって、∂̄∂ log hU はM 上のC∞級 (1, 1)型微分形式を定める。これ
は正則線束Eの曲率形式Ωである。
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M にRiemann計量を導入し、U の各元はそのRiemann計量に関して凸になる
ようにとる。すると、U ∩ V ̸=のとき、U ∩ V もまた凸になる。特に U ∩ V は単
連結になる。層の完全系列

0 → Z
i→ O e→ O∗ → 0

に対応する層係数コホモロジーの長い完全系列を利用する。開被覆 U が定める脈
体N(U)の層O∗を係数とする 1コサイクル {gUV }が正則線束Eを定めている。

gUV = e(fUV ) = exp(2π
√
−1fUV )

を満たす U ∩ V 上定義された正則関数 fUV をとることができる。

exp(2π
√
−1fV U) = gV U = g−1

UV = exp(−2π
√
−1fUV )

となるので、fV U = −fUV となるように定める。{fUV }は脈体N(U)の層Oを係
数とする 1コチェインであり、e1∗{fUV } = {gUV }が成り立つ。c = δ1{fUV }とおく
と、cは脈体N(U)の定数層Zを係数とする 2コチェインである。U, V,W ∈ U が
U ∩ V ∩W ̸= ∅を満たすとき、U ∩ V ∩W において

cUVW = δ1(f) = fVW − fUW + fUV

となる。これが δ1∗(E)を定める。さらに j2∗δ
1
∗(E) = j2∗([c]) ∈ H2(R)である。δ1,0∗

によって j2∗δ
1
∗(E) = j2∗([c])に写るH1(C1

R)の元の代表元を求める。
層の完全系列

0 → C0
R

l0→ Ω0
R

d0→ C1
R → 0

に対応する層係数コホモロジーの長い完全系列を利用する。C0
Rは定数層Rである

ことに注意しておく。N(U)の C1
Rを係数とする 1コサイクル {1

2
d(fUV + f̄UV )}をと

る。これが 1コサイクルになることは、後の計算からわかる。これはN(U)のΩ0
R

を係数とする 1コチェイン {1
2
(fUV + f̄UV )}の d0∗による像である。{1

2
(fUV + f̄UV )}

にコバウンダリ作用素 δ1を作用させると

δ1
{
1

2
(fUV + f̄UV )

}
=

{
1

2
(cUVW + c̄UVW )

}
= {cUVW}.

ここで、最後の等号は cUVW が整数値であることから得られる。{cUVW}はN(U)
の定数層Rを係数とする 2コチェインであり、

δ1,0∗

{
1

2
d(fUV + f̄UV )

}
= {cUVW} = j2∗δ

1
∗(E)

が成り立つ。
以下で 1

2
(fUV + f̄UV )を正則線束のHermite構造を使って記述する。

gUV = exp(2π
√
−1fUV )
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の両辺を微分すると、

∂gUV = exp(2π
√
−1fUV )2π

√
−1∂fUV = gUV 2π

√
−1∂fUV

となり

∂fUV =
∂gUV

2π
√
−1gUV

=
1

2π
√
−1

∂ log gUV

を得る。これらより、
1

2
d(fUV + f̄UV ) =

1

4π
√
−1

(∂ − ∂̄)(log gUV + log ḡUV )

=
1

4π
√
−1

(∂ − ∂̄) log |gUV |2 =
1

4π
√
−1

(∂ − ∂̄) log
hV
hU

=
1

4π
√
−1

(∂ − ∂̄)(− log hU + log hV ).

よって

(∗) 1

2
d(fUV + f̄UV ) =

1

4π
√
−1

(∂ − ∂̄)(− log hU + log hV )

を得る。この等式より、{1
2
d(fUV + f̄UV )}が 1コサイクルであることがわかる。

層の完全系列
0 → C1

R
l1→ Ω1

R
d1→ C2

R → 0

に対応する層係数コホモロジーの長い完全系列を利用する。N(U)のΩ1
Rを係数と

する 0コチェイン { 1
4π

√
−1

(∂ − ∂̄) log hU} について考える。

1

4π
√
−1

d(∂ − ∂̄) log hU =
1

2π
√
−1

∂̄∂ log hU =
1

2π
√
−1

Ω.

よって 0コチェイン { 1
4π

√
−1

(∂ − ∂̄) log hU} の d1∗による像は、N(U)の C2
Rを係数

とする 0コサイクル 1
2π

√
−1

Ωになる。{ 1
4π

√
−1

(∂− ∂̄) log hU}にコバウンダリ作用素
を作用させると、(∗)より

δ0∗

{
1

4π
√
−1

(∂ − ∂̄) log hU

}
=

{
1

4π
√
−1

(∂ − ∂̄)(− log hU + log hV )

}
=

{
1

2
d(fUV + f̄UV )

}
.

さらに最後の項はN(U)の C1
Rを係数とする 1コサイクルである。以上より、

δ0,1∗
1

2π
√
−1

Ω =

{
1

2
d(fUV + f̄UV )

}
= (δ1,0∗ )−1j2∗δ

1
∗(E).

以上をまとめると次の定理を得る。

定理 2.3.2 複素多様体M 上の正則線束 E に対応するH1(M,O∗)の元も E で表
す。Eの Chern類を δ1∗(E) ∈ H2(M,Z)で表す。Eに Hermite構造を入れ、その
Hermite接続の曲率形式をΩで表す。j : Z → Rとすると、j2∗δ

1
∗(E) ∈ H2(M,R)

は 1
2π

√
−1

Ωを代表元に持つ。
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例 2.1.6は係数を実数にしても同型Hq(M,R) ∼= Hq(Γ(M,Ω∗
R), d

∗) を得る。こ
れより、Z2(M) = {α ∈ Ω2

R | dα = 0}, B2(M) = dΩ1
R とおくと、H

2(M,R) ∼=
Z2(M)/B2(M)である。(1, 1)型微分形式を代表元に持つZ2(M)/B2(M)の元に対
応するH2(M,R)の元全体をH2

(1,1)(M,R)で表す。H2
(1,1)(M,Z) = j−1

∗ H2
(1,1)(M,R)

とすると、次の定理が成り立つ。

定理 2.3.3 定理 2.3.2の設定のもとで δ1∗H
1(M,O∗) = H2

(1,1)(M,Z) が成り立つ。

証明 定理 2.3.2より包含関係 δ1∗H
1(M,O∗) ⊂ H2

(1,1)(M,Z) を得る。逆の包含
関係H2

(1,1)(M,Z) ⊂ δ1∗H
1(M,O∗) を以下で示す。層やコホモロジーの記述ではM

を省略する。層の完全系列

0 → Z
i→ O e→ O∗ → 0

の誘導する層係数コホモロジーの完全系列

· · · → H1(Z)
i1∗→ H1(O)

e1∗→ H1(O∗)
δ1∗→ H2(Z)

i2∗→ H2(O) → · · ·

において i2∗H
2
(1,1)(Z) = 0を示せばよい。なぜならば、

H2
(1,1)(Z) ⊂ ker i2∗ = δ1∗H

1(O∗)

となるからである。
M 上の複素値C∞級 r次閉微分形式の芽の層を Crで表す。すると CrはΩrの部

分層になる。M 上の複素値 C∞級 (p, q)型 ∂̄閉微分形式の芽の層を C(p,q)で表す。
すると C(p,q)はΩ(p,q)の部分層になる。C0は定数層Cに一致し、C(0,0)はOに一致
する。図式 (∗)

0 −−−→ Cr i−−−→ Ωr d−−−→ Cr+1 −−−→ 0yΠ(0,r)

yΠ(0,r)

yΠ(0,r+1)

0 −−−→ C(0,r) i′−−−→ Ω(0,r) ∂̄−−−→ C(0,r+1) −−−→ 0

において、i, i′は自然な埋め込みである。

Ωr =
⊕
p+q=r

Ω(p,q)

に関する各成分への自然な射影をΠ(p,q)で表す。Poincaréの補題より図式 (∗)の上
の水平な系列は完全系列になり、Dolbeault-Grothendieckの補題より図式 (∗)の下
の水平な系列は完全系列になる。r次微分形式αを (p, q)型微分形式αp,q = Π(p,q)α

の和に分解すると、

Π(0,r+1)dα = Π(0,r+1)
∑

p+q=r

dαp,q = Π(0,r+1)
∑

p+q=r

(∂αp,q + ∂̄αp,q) = ∂̄α0,r = ∂̄Π(0,r)α.
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したがって、図式 (∗)は可換になる。特に図式 (∗)の r = 0の場合に C0 = C と
C(0,0) = Oを適用し、次のコホモロジーの長い可換完全系列を得る。

0 = H1(Ω0) −−−→ H1(C1)
∆1

−−−→ H2(C) −−−→ H2(Ω0) = 0yΠ(0,0)

yΠ(0,1)

0 = H1(Ω(0,0)) −−−→ H1(C(0,1))
∆̃1

−−−→ H2(O) −−−→ H2(Ω(0,0)) = 0

したがって、∆1と ∆̃1は同型写像である。図式 (∗)の r = 1の場合から次のコホモ
ロジーの長い可換完全系列を得る。

H0(Ω1)
d∗−−−→ H0(C2)

δ∗−−−→ H1(C1) −−−→ H1(Ω1) = 0yΠ(0,1)

yΠ(0,2)

yΠ(0,1)

H0(Ω(0,1))
∂̄∗−−−→ H0(C(0,2))

δ̃∗−−−→ H1(C(0,1)) −−−→ H1(Ω(0,1)) = 0

以上より次の同型の可換図式を得る。

H0(C2)/d∗H
0(Ω1)

∆0

−−−→∼= H1(C1)
∆1

−−−→∼= H2(C)yΠ(0,2)

yΠ(0,1)

yΠ(0,0)

H0(C(0,2))/∂̄∗H
0(Ω(0,1))

∆̃0

−−−→∼= H1(C(0,1))
∆̃1

−−−→∼= H2(O)

i : Z → Oを自然な埋め込み h : Z → C を使って i = Π(0,0) ◦ hと分解する。
H2

(1,1)(Z)の元は局所的に定義された (1, 1)型微分形式によって表される。上の同
型の可換図式より

i2∗H
2
(1,1)(Z) = Π(0,0)hH2

(1,1)(Z) = ∆̃1∆̃0Π(0,2)(∆0)−1(∆1)−1hH2
(1,1)(Z).

ここでΠ(0,2)(∆0)−1(∆1)−1hH2
(1,1)(Z) = 0となるので、i2∗H

2
(1,1)(Z) = 0が成り立つ。

M 上の正則線束 E ∈ H1(M,O)であって Chern類が c(E) = 0を満たすもの全
体が成す部分群について考える。完全系列

H1(M,Z)
i1∗−−−→ H1(M,O)

e1∗−−−→ H1(M,O∗)
δ1∗−−−→ H2(M,Z)

より ker δ1∗ = ime1 ∼= H1(M,O)/i1∗H
1(M,Z) が成り立つ。M が複素射影多様体の

複素部分多様体のとき、これは複素トーラスになることが知られている。これを
M のPicard多様体という。

例 2.3.4 Eを複素多様体M上の階数 qの正則ベクトル束とする。Eの変換関数を
gUV で表す。gUV はGL(q,C)に値を持つ正則関数なので、det gUV はGL(1,C) =

C−{0}に値を持つ変換関数になる。det gUV から定まる正則線束を∧qEで表す。E
の各点のファイバーの q次外積をファイバーにする正則線束は∧qEに一致する。複
素多様体Mの次元をmとし、T ∗をMの余接ベクトル束とする。このとき、∧mT ∗

をM の標準線束と呼び、K(M)で表す。
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第3章 Kähler幾何学

3.1 Hermite多様体
M をm次元複素多様体とする。M の接ベクトル束 T (M)は正則ベクトル束に

なる。T (M)に Hermite構造が与えられているとき、M をHermite多様体とい
う。M の局所複素座標 z1, . . . , zmに対して

∂

∂z1
, . . . ,

∂

∂zm

は T (M)の局所正則フレームになる。T (M)のHermite構造をHで表す。

hij = H

(
∂

∂zi
,
∂

∂zj

)
とおくと、行列 (hij)は正定値Hermite行列になる。
1.2節で扱ったHermite構造から定まるKähler形式を Hermite多様体でも考え

ることができる。Hermite多様体のHermite構造Hから定まるKähler形式 Ĥは

Ĥ =

√
−1

2

∑
i,j

hijdz
i ∧ dz̄j

と表される。Ĥは実数値 (1, 1)型微分形式である。Kähler形式が閉であるとき、す
なわち dĤ = 0 が成り立つとき、Hermite多様体M をKähler多様体という。
T = T (M)の局所フレーム s = (s1, . . . , sm)をとる。sは正則であることは仮定

しない。sの双対フレームを σ = t(σ1, . . . , σm)とする。σiは (1, 0)型微分形式であ
る。x ∈M とする。ξ ∈ Txと ω ∈ T ∗

x に対して、⟨ξ, ω⟩によってこれらのとる値を
表す。もう一つの局所フレーム s′とその双対フレーム σ′について、

⟨si, σk⟩ = ⟨s′i, σ′k⟩ = δki

が成り立つ。sから s′への変換行列を gで表す。すなわち

s′i =
∑
j

gji sj

であり、行列による表示は

(s′1, . . . , s
′
m) = (s′1, . . . , s

′
m)

g11 · · · g1m
...

...

gm1 · · · gmm
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となる。これを簡単に s′ = sgとも書く。

σl =
∑
k

glkσ
′k

が成り立つ。行列による表示はσ1

...

σm

 =

g11 · · · g1m
... · · · ...

gm1 · · · ggmm


σ′1

...

σ′m


である。これを簡単に σ = gσ′とも書く。
σ = gσ′の両辺を外微分することにより

dσ + ω ∧ σ = g(ω′ ∧ σ′)

を得る。これは、σ, σ′の変換と同じ変換を受けている。

τ = dσ + ω ∧ σ

とおいて、τ を捩率形式と呼ぶ。

定理 3.1.1 複素多様体のHermite構造の接続形式が (1, 0)型であるための必要十
分条件は、捩率形式が (2, 0)型になることである。

定理 3.1.2 Hermite多様体がKähler多様体になるための必要十分条件は、捩率形
式が 0になることである。

証明の概略 局所正則フレーム si =
∂

∂zi
をとる。各 jについて

∑
i,k

∂hij
∂zk

dzk ∧ dzi = 0

が成り立つことが、τ = 0の必要十分条件であり、かつ dĤ = 0の必要十分条件で
あることもわかる。

定理 3.1.3 Hermite多様体がKähler多様体であるための必要十分条件は、局所的
にC∞級実数値関数 uが存在して Ĥ =

√
−1∂∂̄uが成り立つことである。

証明の概略 Poincaréの補題およびDolbeault-Grothendieckの補題より、定理
の関数の存在がわかる。
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3.2 Kähler多様体の例
例 3.2.1 複素数ベクトル空間

Cn = {(z1, . . . , zn) | zi ∈ C}

に

H

(
∂

∂zi
,
∂

∂zj

)
= δij

によってHermite構造を定める。Kähler形式は

Ĥ =

√
−1

2

n∑
i=1

dzi ∧ dz̄i

となり、dĤ = 0である。したがって、CnはKähler多様体である。Hermite構造
から定まるHermite接続の接続形式は

tω = ∂HH−1 = 0

を満たし、ω = 0が成り立つ。これより、曲率形式は

Ω = dω + ω ∧ ω = 0

となる。

例 3.2.2 例 1.1.3で扱った複素射影空間にKähler多様体の構造が入ることを確か
める。設定や記号は例 1.1.3に従う。開集合U ⊂ CP nにおいて定義された正則写像
Z : U → Cn+1 − {0}が P ◦ Z = idU を満たすとする。このとき、Z = (z0, . . . , zn)

と表し、

∥Z∥2 =
n∑

i=0

|zi|2, ω =
1

2π
√
−1

∂̄∂ log ∥Z∥2

によって ωを定めると、ωは U 上の (1, 1)型の実数値微分形式になる。たとえば

Z : Ui → Cn+1 − {0} ; P (z0, . . . ,
i
⌣

1 , . . . , zn) 7→ (z0, . . . ,
i
⌣

1 , . . . , zn)

は上の条件を満たす。同じ条件P ◦Z ′ = idUを満たす正則写像Z ′ : U → Cn+1−{0}
は、U 上の 0にならない正則関数 f によってZ ′ = fZと表せる。このとき

∂̄∂ log ∥Z ′∥2 = ∂̄∂ log ∥fZ∥2 = ∂̄∂(log ∥Z∥2 + log f + log f̄) = ∂̄∂ log ∥Z∥2

が成り立つので、ωはCP n上の (1, 1)型の実数値微分形式になる。U0の点

P (1, z1, . . . , zn)
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に対して z1, . . . , znは複素座標になる。さらに

ω =
1

2π
√
−1

∂̄∂ log

(
1 +

n∑
i=1

ziz̄i

)
=

1

2π
√
−1

∂̄
∂
∑

i z
iz̄i

1 +
∑

i z
iz̄i

=
1

2π
√
−1

∂̄

∑
i dz

iz̄i

1 +
∑

i z
iz̄i

=
1

2π
√
−1

(
−
∑

i dz
i ∧ dz̄i

1 +
∑

i z
iz̄i

−
∑

i z
idz̄i ∧

∑
i dz

iz̄i

(1 +
∑

i z
iz̄i)2

)
.

P (1, 0, . . . , 0) ∈ U0においては

ω =
−1

2π
√
−1

∑
i

dzi ∧ dz̄i

となり、対応するHermite構造は正定値になる。
ユニタリ群U(n+1)はCn+1−{0}に作用する。この作用はU(n+1)のCP nへ

の作用を誘導し、このU(n+1)のCP nへの作用は推移的である。さらにU(n+1)

の作用は ∥Z∥2を不変にし、U(n + 1)の作用は ωも不変にすることがわかる。こ
れより、ωに対応するHermite構造はP (1, 0, . . . , 0)に限らずCP nのすべての点に
おいて正定値になる。対応するKähler形式は ωであり、ωの定め方より ωは閉微
分形式である。したがって、CP nはKähler多様体になる。

例 3.2.3 M をKähler多様体N の複素部分多様体とする。N のHermite構造は自
然にM のHermite構造を誘導する。さらにM のKähler形式はN のKähler形式
の引き戻しになり、閉微分形式であることがわかる。したがって、MもKähler多
様体になる。特にCnやCP nの複素部分多様体はKähler多様体になる。


