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1 平面曲線
この節では、平面曲線の曲率を定め曲率が曲線の形を決めていることと曲率か

ら曲線を構成できることを示す。
一つのパラメータによって平面の点の移動の軌跡として平面曲線を定めることに

する。Rの開区間 I上で定義されR2に値を持つ写像 p : I → R2について考える。
pの接線の変化を調べることによって、pの曲り方をとらえる。Iの元 tに対して
p′(t)が 0でなければ、p(t)における pの接線を引くことができる。そこで、任意
の t ∈ Iに対して p′(t) ̸= 0となるときに、像 p(I)を平面曲線と呼び、p : I → R2

を平面曲線のパラメータ表示 という。
平面曲線のパラメータ表示が

p(t) = (x(t), y(t))

によって与えられているとすると、p′(t) ̸= 0が成り立つ。

p′(t) = (x′(t), y′(t))

を速度ベクトルとも呼ぶことにする。運動する点の時刻 tのときの位置が p(t)で
あると考えると、p(t)は平面の点の移動の軌跡を表し、p′(t)はその移動の速度ベ
クトルとみなせる。速度ベクトルの長さは

∥p′(t)∥ =
√
x′(t)2 + y′(t)2

で与えられる。パラメータが aから b (a ≤ b)まで動くときの曲線Cの長さを

L(C) =

∫ b

a

∥p′(t)∥dt

で定める。この曲線の長さの定義がパラメータの変更によって変わらないことは、
積分の変数変換の公式よりわかる。始点 t = aからパラメータ tまでの曲線の長さ
を sで表すことにすると、sは tの関数であり

s =

∫ t

a

∥p′(t)∥dt, ds

dt
=

d

dt

∫ t

a

∥p′(t)∥dt = ∥p′(t)∥ > 0

が成り立つ。最後の不等式は p′(t) ̸= 0という仮定からわかる。sは tに関して単
調増加になり、逆関数が存在する。つまり、tを sの関数として t = t(s)を考える
こともできる。これを元の曲線に代入し (x(t(s)), y(t(s)))とすると、パラメータ t

による表示からパラメータ sによる表示を得る。このパラメータ sを曲線の弧長
パラメータと呼ぶ。幾何学的な意味を考えると弧長パラメータ sに関する速度ベ
クトルは単位ベクトルになることがわかる。曲線に対して弧長パラメータは平行
移動と向きを逆にすることを除けば一意的に定まる。そのため曲線の一般論を展
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開する際には、弧長パラメータは使いやすいパラメータである。そこで、R2の曲
線を弧長パラメータ sを使って p(s)と表す。sが弧長パラメータであることから
p(s)の速度ベクトル p′(s)は単位ベクトルになり、R2 の内積を ⟨ · , · ⟩で表すと、
⟨p′(s),p′(s)⟩ = 1が成り立つ。この両辺を sで微分すると ⟨p′(s),p′′(s)⟩ = 0を得
る。これはp′(s)とp′′(s)が直交することを意味する。e1(s) = p′(s)とおくと e1(s)

と e′
1(s)が直交することになる。e1(s)を反時計回りに 90度回転したベクトルを

e2(s)で表すと、e′
1(s)と e2(s)は線形従属になり

e′
1(s) = κ(s)e2(s)

を満たす関数κ(s)が定まる。κ(s)が曲線の曲率である。ここで、⟨e1(s), e2(s)⟩ = 0

と ⟨e2(s), e2(s)⟩ = 1 の両辺を微分すると

⟨e1(s), e
′
2(s)⟩ = −⟨e′

1(s), e2(s)⟩ = −κ(s), ⟨e2(s), e
′
2(s)⟩ = 0

がわかる。e1(s), e2(s)はR2の正規直交基底なので、

e′
2(s) = ⟨e1(s), e

′
2(s)⟩e1(s) + ⟨e2(s), e

′
2(s)⟩e2(s) = −κ(s)e1(s).

以上よりフレネの公式

e′
1(s) = κ(s)e2(s), e′

2(s) = −κ(s)e1(s)

を得る。R2の元を縦ベクトルとみなして、二つ並べたものを 2次正方行列とみる
と、フレネの公式を

d

ds
[e1(s) e2(s)] = [e1(s) e2(s)]

[
0 −κ(s)

κ(s) 0

]
(1.1)

と表せる。e1(s), e2(s)は曲線の動標構と呼ばれている。曲線の曲率は単位接ベク
トル e1(s)の変化を記述するものとして定めたが、曲率は動標構の変化も記述して
いることをフレネの公式は示している。さらにフレネの公式から曲率が曲線の形
を決めていることや、曲率からもとの曲線を構成できることを示す。後で曲面の
場合に話を進めるために、Rnの運動群を考える。
n次実正方行列の全体をM(n,R)で表し、

SO(n) = {g ∈M(n,R) | tgg = In, det g = 1}

によって n次回転群 SO(n)を定義する。ここで，tgは gの転置行列であり、Inは
n次単位行列である。回転群 SO(n)が行列の積に関して群になることを示してお
こう。g, h ∈ SO(n)に対して

t(gh)(gh) = thtggh = thInh = thh = In, det(gh) = det(g) det(h) = 1
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となるので、gh ∈ SO(n)である。

t(g−1)g−1 = gg−1 = In, det(g−1) = (det g)−1 = 1

となるので、g−1 ∈ SO(n)である。以上より、SO(n)が行列の積に関して群にな
ることがわかる。
動標構の定め方より [e1(s) e2(s)]は SO(2)の元である。これを証明する。

e1(s) =

[
x(s)

y(s)

]
とおく。これは単位ベクトルなので

x(s)2 + y(s)2 = 1

が成り立つ。e2(s)は e1(s)を反時計回りに 90度回転したベクトルだから

e2(s) =

[
−y(s)
x(s)

]
となる。これらより

t[e1(s) e2(s)][e1(s) e2(s)] =

[
x(s) y(s)

−y(s) x(s)

][
x(s) −y(s)
y(s) x(s)

]
= 1

det[e1(s) e2(s)] =

∣∣∣∣∣x(s) −y(s)
y(s) x(s)

∣∣∣∣∣ = 1

となり、[e1(s) e2(s)] ∈ SO(2)がわかる。
Rnの向きを変えない等長変換は R ∈ SO(n)と v ∈ Rnによって次のように表

せる。
Rn → Rn ; x 7→ Rx+ v

この作用を行列の積で実現しようとすると、[
R v

0 1

][
x

1

]
=

[
Rx+ v

1

]
とできる。この表現を使って、Rnの運動群M(Rn)を

M(Rn) =

{[
R v

0 1

]∣∣∣∣∣R ∈ SO(n), v ∈ Rn

}
によって定める。R ∈ SO(n)とv ∈ Rnの定める等長変換とR′ ∈ SO(n)とv′ ∈ Rn

の定める等長変換の合成は

x 7→ R(R′x+ v′) + v = RR′x+Rv′ + v
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となるので、RR′とRv′ + vの定める等長変換になっている。他方、これら等長
変換に対応する n+ 1次正方行列の積は[

R v

0 1

][
R′ v′

0 1

]
=

[
RR′ Rv′ + v

0 1

]

となり、上記のRR′とRv′ + vの定める等長変換に対応する n + 1次正方行列に
一致する。
M(Rn)の元のRn成分を対応させる写像を

π0 :M(Rn) → Rn;

[
R v

0 1

]
7→ v

とする。
平面曲線の議論に戻る。平面曲線p(s)とその動標構 e1(s), e2(s)を合わせたもの

p̃(s) =

[
e1(s) e2(s) p(s)

0 0 1

]
(s ∈ I)

は定義域 IからM(R2)への写像になり p = π0 ◦ p̃を満たす。このような性質を持
つ p̃を pの持ち上げと呼ぶ。
平面曲線の持ち上げを考える理由は，曲率と運動群の作用との関係を表しやす

くするためである。p̃(s)を微分すると

d

ds
p̃(s) =

[
d
ds
e1(s)

d
ds
e2(s)

d
ds
p(s)

0 0 0

]
=

[
κ(s)e2(s) −κ(s)e1(s) e1(s)

0 0 0

]

=

[
e1(s) e2(s) p(s)

0 0 1

] 0 −κ(s) 1

κ(s) 0 0

0 0 0

 = p̃(s)

 0 −κ(s) 1

κ(s) 0 0

0 0 0


となり、

d

ds
p̃(s) = p̃(s)

 0 −κ(s) 1

κ(s) 0 0

0 0 0

 (1.2)

を得る。そこで

K(s) =

 0 −κ(s) 1

κ(s) 0 0

0 0 0

 (1.3)

と書くことにすると、(1.2)は

d

ds
p̃(s) = p̃(s)K(s) (1.4)
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となり、この両辺に p̃(s)−1を左から掛けると、

p̃(s)−1 d

ds
p̃(s) = K(s) (1.5)

を得る。
もし、同じ開区間 Iで定義された平面曲線p1(s)とp2(s)が，R ∈ SO(2)とv ∈ R2

によって
p2(s) = Rp1(s) + v (s ∈ I)

を満たすとき、R,vから定まるM(R2)の元を

A =

[
R v

0 1

]
(1.6)

で表すと、p̃2(s) = Ap̃1(s)が成り立つ。これは次のようにわかる。まず、p1(s)と
p2(s)の関係式の両辺を sで微分すると、p1(s)の速度ベクトルにRを作用させる
と p2(s)の速度ベクトルに一致する。これらを反時計回りに 90度回転したベクト
ルについても同様である。よって、p̃2(s) = Ap̃1(s)が成り立つことがわかる。こ
の等式から

p̃2(s)
−1 d

ds
p̃2(s) = (Ap̃1(s))

−1 d

ds
(Ap̃1(s)) = p̃1(s)

−1A−1A
d

ds
p̃1(s)

= p̃1(s)
−1 d

ds
p̃1(s)

がわかり、(1.5)より p1(s)と p2(s)の曲率が等しいと結論できる。
逆に，p1(s)と p2(s)が同じ曲率 κ(s)を持てば、

d

ds
p̃1(s) = p̃1(s)K(s),

d

ds
p̃2(s) = p̃2(s)K(s)

が成り立つ。この後、n次正則行列に値を持つ関数 g(s)に対して、g(s)−1の微分
を計算する必要があるので、これを求めておく。g(s)−1g(s) = Inの両辺を sで微
分すると、積の微分の公式より(

d

ds
g(s)−1

)
g(s) + g(s)−1 d

ds
g(s) = 0

となり、左辺の第二項を移項して両辺に右から g(s)−1をかけると

d

ds
g(s)−1 = −g(s)−1 d

ds
g(s)g(s)−1 (1.7)

を得る。これを使って計算すると
d

ds

(
p̃2(s)p̃1(s)

−1
)
=

(
d

ds
p̃2(s)

)
p̃1(s)

−1 + p̃2(s)
d

ds
p̃1(s)

−1

= p̃2(s)K(s)p̃1(s)
−1 − p̃2(s)p̃1(s)

−1 d

ds
p̃1(s)p̃1(s)

−1

= p̃2(s)K(s)p̃1(s)
−1 − p̃2(s)p̃1(s)

−1p̃1(s)K(s)p̃1(s)
−1

= p̃2(s)K(s)p̃1(s)
−1 − p̃2(s)K(s)p̃1(s)

−1 = 0
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がわかり、p̃2(s)p̃1(s)
−1 は sに依存しない一定のA ∈M(R2)に一致する。すなわ

ち、p̃2(s)p̃1(s)
−1 = Aである。この両辺に右から p̃1(s)をかけると p̃2(s) = Ap̃1(s)

となり、(1.6)と同様にAを定めると、π0 ◦ p̃2(s) = π0 ◦ Ap̃1(s)より

p2(s) = Rp1(s) + v

が成り立つ。すなわち、二つの平面曲線が同じ曲率を持てば、運動群の作用で写
り合うことがわかる。
開区間 I上の関数 κ(s)に対して、κ(s)を曲率として持つ曲線を構成する。(1.1)

を未知関数 [e1(s) e2(s)]に関する常微分方程式とみなすと、(1.1)は線形常微分方
程式である。線形常微分方程式の一般論から、任意の初期条件に対して (1.1)の解
は I において一意的に存在することが知られているが、この場合は以下のように
直接解を記述できる。その記述に必要になる回転行列の性質をまず示しておく。

R(θ) =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]

によって回転行列R(θ) ∈ SO(2)を定める。θが sの関数の場合には

d

ds
R(θ) =

[
− sin θ dθ

ds
− cos θ dθ

ds

cos θ dθ
ds

− sin θ dθ
ds

]
=

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

][
0 −dθ

ds
dθ
ds

0

]

= R(θ)

[
0 −dθ

ds
dθ
ds

0

]

が成り立つ。したがって、常微分方程式 (1.1)は、常微分方程式

dθ

ds
= κ(s)

に帰着する。これは最も簡単な常微分方程式であり、初期条件 θ(s0) = θ0, s0 ∈ I

に対して

θ(s) =

∫ s

s0

κ(s)ds+ θ0

が一意的な解である。これより、R(θ(s))は初期条件 R(θ(s0)) = R(θ0)に対する
(1.1)の一意的な解になる。R(θ(s)) = [e1(s) e2(s)]によって e1(s), e2(s)を定める。
v0 ∈ R2に対して

p(s) =

∫ s

s0

e1(s)ds+ v0

とおくと、p(s)は曲率 κ(s)の平面曲線であることがわかる。
上で構成した p(s)から p̃(s)を定めると、p̃(s)は (1.4)を満たすこともわかる。

すなわち、(1.4)を未知関数 p̃(s)に関する常微分方程式とみなしたとき、任意の初
期条件に対して (1.4)の解を構成したことになる。
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2 線形群
前節ではM(R2)への写像を利用して、平面曲線の曲率とM(R2)の作用との関

係を明らかにし、曲率が平面曲線の一意性と存在を支配していることを示した。こ
の方法を曲面の場合に適用するために、行列の成す群への写像の一意性と存在の
条件を考える。
n次実正方行列の全体M(n,R)は自然に Rn2

と同一視でき、この同一視によっ
てRn2

の標準的な位相からM(n,R)の位相を定める。

GL(n,R) = {g ∈M(n,R) | det g ̸= 0}

によって一般線形群GL(n,R)を定める。行列式は行列の成分の多項式になり、特
に連続関数になる。よってGL(n,R)はM(n,R)の開集合である。GL(n,R)の部
分群が閉集合になっているとき、線形群と呼ぶ。
SO(n)は線形群であることを示す。SO(n)の定義より

SO(n) = {g ∈ GL(n,R) | tgg = In, det g = 1}

である。そこで、φ(g) = tgg (g ∈ GL(n,R))によって写像φ : GL(n,R) → GL(n,R)
を定めると、φ(g)は gの成分の二次式になり、特に連続写像である。したがって、
SO(n) = φ−1(In)∩det−1(1)はGL(n,R)の閉集合になり、SO(n)は線形群である。
M(Rn)も線形群であることを示す。

A(Rn) =

{[
R v

0 1

]∣∣∣∣∣R ∈ GL(n,R), v ∈ Rn

}
とおくと、GL(n+ 1,R)の元の第 n+ 1行が [0 1]に固定されたもの全体になって
いるので、A(Rn)はGL(n+ 1,R)の閉集合である。さらに上の形よりA(Rn)は位
相空間としてGL(n,R)× Rnと同相になる。よって、M(Rn)は SO(n)× Rnと同
相になり、SO(n)はGL(n,R)の閉集合なので、M(Rn)はA(Rn)の閉集合になる。
したがって、M(Rn)はGL(n+ 1,R)の閉集合になり、M(Rn)は線形群である。
次に線形群G ⊂ GL(n,R)のリー環を定義する。Gの単位元 Inを通る曲線

c : (−ε, ε) → G (c(0) = In)

の 0における速度ベクトル c′(0)の全体 gはM(n,R)の部分ベクトル空間になり、

[X,Y ] = XY − Y X (X,Y ∈M(n,R))

とおくと、X,Y ∈ gに対して [X, Y ] ∈ g が成り立つことを以下で示す。この gを
Gのリー環と呼ぶ。
c(t) = Inを tで微分すると 0になり、0 ∈ gである。X ∈ gと r ∈ Rに対して、

Inを通る曲線
c : (−ε, ε) → G (c(0) = In)
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が存在して c′(0) = Xとなる。d : t 7→ c(rt)も Inを通るGの曲線になり、d′(0) =
rc′(0) = rX は gに含まれる。X,Y ∈ gに対して Inを通るGの曲線 x(t), y(t)で
あって x′(0) = X, y′(0) = Y を満たすものをとる。GはGL(n,R)の部分群なので
x(t)y(t)は Inを通るGの曲線になる。さらに、

d

dt
x(t)y(t)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
x(t)

∣∣∣∣
t=0

y(0) + x(0)
d

dt
y(t)

∣∣∣∣
t=0

= x′(0) + y′(0) = X + Y

となるので、X +Y ∈ gが成り立つ。したがって、gはM(n,R)の部分ベクトル空
間である。
g ∈ GとX ∈ gに対して gXg−1 ∈ gが成り立つことを次に示す。Inを通る曲線

c : (−ε, ε) → G (c(0) = In, c
′(0) = X)

をとる。gc(t)g−1もGの曲線になり、gc(0)g−1 = Inが成り立つ。よって

d

dt
gc(t)g−1

∣∣∣∣
t=0

= gXg−1 ∈ g

が成り立つ。これを使ってX, Y ∈ gに対して [X, Y ] ∈ gが成り立つことを示す。
c(t) ∈ G, Y ∈ gより、c(t)Y c(t)−1 ∈ gが成り立つ。積の微分の公式と (1.7)を使
うと

d

dt
c(t)Y c(t)−1

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
c(t)

∣∣∣∣
t=0

Y c(0)−1 + c(0)Y
d

dt
c(t)−1

∣∣∣∣
t=0

= XY − Y X = [X,Y ]

を得る。c(t)Y c(t)−1はM(n,R)内の部分ベクトル空間 gの曲線なので、[X, Y ] ∈ g

が成り立つ。
実は線形群G ⊂ GL(n,R)は、GL(n,R)の部分多様体になることが知られてい

る。この結果は認めることにする。上で定義したGのリー環は部分多様体として
のGの単位元 Inにおける接ベクトル空間 TIn(G)に他ならない。
SO(n)のリー環 so(n)は

so(n) = {X ∈M(n,R) | tX +X = 0}

である。この等式を以下で示す。SO(n)の単位元を通る曲線 c : (−ε, ε) → SO(n)

に対して tc(t)c(t) = Inが成り立つ。この両辺を tで微分すると

d

dt
tc(t)

∣∣∣∣
t=0

c(0) + tc(0)
d

dt
c(t)

∣∣∣∣
t=0

= 0

を得る。行列に対して微分する操作と転置行列をとる操作は可換なので、
t
(
d

dt
c(t)

∣∣∣∣
t=0

)
+

d

dt
c(t)

∣∣∣∣
t=0

= 0
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となり、
so(n) ⊂ {X ∈M(n,R) | tX +X = 0}

を得る。逆に tX +X = 0を満たすX ∈M(n,R)をとる。

c(t) =

(
In +

t

2
X

)(
In −

t

2
X

)−1

とおく。c(t)は 0の近傍で定義された SO(n)の曲線になり、

c(0) = In, c′(0) = X

を満たすことを以下で示す。c(0) = Inは c(t)の定め方よりわかり、c(t)は 0の近
傍で定義できるGL(n,R)の曲線になる。

tc(t)c(t) =
t
(
In −

t

2
X

)−1 t
(
In +

t

2
X

)(
In +

t

2
X

)(
In −

t

2
X

)−1

=

(
In +

t

2
X

)−1(
In −

t

2
X

)(
In +

t

2
X

)(
In −

t

2
X

)−1

=

(
In +

t

2
X

)−1(
In +

t

2
X

)(
In −

t

2
X

)(
In −

t

2
X

)−1

= In

となり c(t)は直交行列になる。よって、det c(t) = ±1であるが、det c(t)は tに関
して連続であり det c(0) = 1なので、det c(t) = 1が成り立つ。これらより、c(t)は
Inを通る SO(n)の曲線になる。積の微分の公式と (1.7)を使うと

d

dt
c(t)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt

(
In +

t

2
X

)∣∣∣∣
t=0

+
d

dt

(
In −

t

2
X

)−1
∣∣∣∣∣
t=0

=
1

2
X +

1

2
X = X.

以上より
so(n) ⊃ {X ∈M(n,R) | tX +X = 0}

を得る。したがって、問題の等式

so(n) = {X ∈M(n,R) | tX +X = 0}

を得る。
M(Rn)のリー環m(Rn)が

m(Rn) =

{[
X v

0 0

]∣∣∣∣∣X ∈ so(n), v ∈ Rn

}
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であることを、上で示した SO(n)のリー環の結果を利用して示す。M(Rn)の単位
元を通る曲線 c : (−ε, ε) →M(Rn) に対して

c′(0) ∈

{[
X v

0 0

]∣∣∣∣∣X ∈ so(n), v ∈ Rn

}

が成り立つことは、M(Rn)の定義とSO(n)のリー環の結果からわかる。逆にX ∈
so(n)と v ∈ Rnをとる。SO(n)のリー環の結果から SO(n)の単位元を通り

d′(0) = X

を満たす曲線 d : (−ε, ε) → SO(n)をとることができる。

c(t) =

[
d(t) tv

0 1

]

とおくと、c(t)は 0の近傍で定義されたM(Rn)の曲線になり、

c(0) = In, c′(0) =

[
X v

0 0

]

を満たす。以上より

m(Rn) =

{[
X v

0 0

]∣∣∣∣∣X ∈ so(n), v ∈ Rn

}

を得る。
次にR2の領域Dから線形群Gへの写像について考えてみよう。領域とは連結

な開集合である。これ以降の議論はDを一般次元の連結な多様体に置き換えても
適切な修正を加えることで成り立つが、ここでは平面の領域に限定して話を進め
る。f をDからGへの写像とする。x ∈ DとX ∈ R2に対して

ω(f)x(X) =
d

dt
f(x)−1f(x+ tX)

∣∣∣∣
t=0

によって ω(f)x(X) ∈ gを定める。

c(t) = f(x)−1f(x+ tX)

によって c(t)を定めると、c(t)は Gの曲線になり、c(0) = In を満たす。さらに
c′(0) = ω(f)x(X)となるので、ω(f)x(X) ∈ gである。これにより、写像

ω(f)x : R2 → g
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が定まる。ω(f)x(X)の定め方より、f の xにおける微分写像 dfxを使うと、

ω(f)x(X) = f(x)−1dfx(X) (2.8)

が成り立つ。したがって、各x ∈ Dについて写像 ω(f)x : R2 → gは線形写像にな
る。一般にベクトル空間 V からW への線形写像の全体を Hom(V,W )で表すと、
ω(f)はDの各点xにHom(R2, g) の元ω(f)xを対応させている。これを一般化し、
Dの各点 xに αx ∈ Hom(R2, V )を対応させる α = (αx)x∈D を V に値を持つ D

上の 1次微分形式と呼ぶ。ω(f)は gに値を持つD上の 1次微分形式であり、写像
f : D → GのMaurer-Cartan形式と呼ばれている。
Gの元 gを写像 f の像に左からかけて (Lgf)(x) = gf(x)を考える。X ∈ R2に

対して

ω(Lgf)x(X) =
d

dt
(gf(x))−1gf(x+ tX)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
f(x)−1g−1gf(x+ tX)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
f(x)−1f(x+ tX)

∣∣∣∣
t=0

= ω(f)x(X)

となるので、ω(Lgf)x = ω(f)x がわかり、ω(Lgf) = ω(f)が成り立つ。すなわち、
f と Lgf のMaurer-Cartan形式は同じになる。
次に二つの写像 f1, f2 : D → Gに対して ω(f1) = ω(f2)が成り立つと仮定する。

ω(f1) = ω(f2) = ωとおくと、各 x ∈ DとX ∈ R2に対して x+ tX ∈ Dが成り立
てば、

f1(x+ tX)−1 d

dt
f1(x+ tX) = f2(x+ tX)−1 d

dt
f2(x+ tX) = ωx+tX(X)

となり、
d

dt
fi(x+ tX) = fi(x+ tX)ωx+tX(X)

が i = 1, 2について成り立つ。逆行列の微分の公式 (1.7)を使うと

d

dt
f2(x+ tX)f1(x+ tX)−1

=

(
d

dt
f2(x+ tX

)
f1(x+ tX)−1 + f2(x+ tX)

d

dt
f1(x+ tX)−1

= f2(x+ tX)ωx+tX(X)f1(x+ tX)−1

− f2(x+ tX)f1(x+ tX)−1

(
d

dt
f1(x+ tX)

)
f1(x+ tX)−1

= f2(x+ tX)ωx+tX(X)f1(x+ tX)−1

− f2(x+ tX)f1(x+ tX)−1f1(x+ tX)ωx+tX(X)f1(x+ tX)−1

= 0
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がわかる。これより、f2(x)f1(x)−1はDに含まれる線分上で一定値をとる。Dは連
結なので、Dの任意の二点はD内の折れ線で結ばれる。したがって、f2(x)f1(x)−1

は xに依存しない一定の g ∈ Gに一致する。これより f2(x) = gf1(x)となり、
f2 = Lgf1が成り立つ。よって、ω(f1) = ω(f2)の必要十分条件は、ある g ∈ Gが
存在して f2 = Lgf1が成り立つことである。
ここまでの議論は前節の曲線から定まるM(R2)への写像の議論と同様に進んで

いる。曲線の場合に、K(s)に対して (1.4)を満たす p̃(s)が存在することを示した。
DからGへの写像の場合は、与えられた gに値を持つD上の 1次微分形式 αに対
して、ω(f) = αを満たす写像 f : D → Gが存在するかという問題になる。曲線の
場合には問題が線形常微分方程式の解の存在に帰着したため解決したが、ω(f) = α

は後で示すように f に関する偏微分方程式になるため、いつでも解 f が存在する
とは限らない。αを与えたときにω(f) = αを満たすGへの写像 fの存在の必要十
分条件を記述するために 1次微分形式の外積と外微分を利用する。
まず外積を定義する。ベクトル空間U, V,W に対して双線形写像B : U×V → W

が定まっているとする。すなわち、v0 ∈ V を固定すると

U → W ; u 7→ B(u, v0)

は線形写像になり、u0 ∈ U を固定すると

V → W ; v 7→ B(u0, v)

は線形写像になるということである。ベクトル空間のスカラー倍を定めている写像

R× V → V ; (r, v) 7→ rv

や正方行列の積を定めている写像

M(n,R)×M(n,R) →M(n,R) ; (X, Y ) 7→ XY

などは双線形写像の例である。話を一般の双線形写像Bに戻す。U に値を持つD

上の 1次微分形式 αと V に値を持つD上の 1次微分形式 βに対して

B(α ∧ β)x(X,Y ) = B(αx(X), βx(Y ))−B(αx(Y ), βx(X))

(x ∈ D, X, Y ∈ R2)

によってB(α∧β)を定義する。これはDの各点に対して、R2上のW に値を持つ交
代双線形写像を定めている。交代というのはB(α∧β)x(X, Y ) = −B(α∧β)x(Y,X)

が成り立つことであり、これは定義よりわかる。Bが明らかな場合は、B(α ∧ β)
のBを省略して α ∧ βと書く。次に外微分を定義する。ベクトル空間U に値を持
つD上の 1次微分形式 αを

αx = α1(x)dx1 + α2(x)dx2 (x ∈ D) (2.9)
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と表す。ここで、αiは V に値を持つD上の関数であり、dxiはR2のベクトルの第
i成分を対応させるR2からRへの線形写像である。αの外微分 dαを

(dα)x =

(
∂α2

∂x1
(x)− ∂α1

∂x2
(x)

)
dx1 ∧ dx2 (2.10)

によって定める。dx1 ∧ dx2 は R の積から定まっていて、X = (X1, X2), Y =

(Y1, Y2) ∈ R2に対して

(dx1 ∧ dx2)(X, Y ) = dx1(X)dx2(Y )− dx1(Y )dx2(X) = X1Y2 −X2Y1

となっている。この値はX, Y の張る平行四辺形の面積に符号を付けたものである。
写像 f : D → Gから定まる ω(f)の外微分 dω(f)を求めるために、ω(f)を (2.9)の
形に表示すると (2.8)より

ω(f)x = f(x)−1 ∂f

∂x1
(x)dx1 + f(x)−1 ∂f

∂x2
(x)dx2

となる。外微分の定義より

(dω(f))x =

(
∂

∂x1

(
f(x)−1 ∂f

∂x2
(x)

)
− ∂

∂x2

(
f(x)−1 ∂f

∂x1
(x)

))
dx1 ∧ dx2.

右辺の dx1 ∧ dx2の係数関数を計算する。公式 (1.7)を使うと

∂

∂x1

(
f(x)−1 ∂f

∂x2
(x)

)
= −f(x)−1 ∂f

∂x1
(x)f(x)−1 ∂f

∂x2
(x) + f(x)−1 ∂2f

∂x1x2
(x)

∂

∂x2

(
f(x)−1 ∂f

∂x1
(x)

)
= −f(x)−1 ∂f

∂x2
(x)f(x)−1 ∂f

∂x1
(x) + f(x)−1 ∂2f

∂x2x1
(x)

となり、

(dω(f))x

=

(
−f(x)−1 ∂f

∂x1
(x)f(x)−1 ∂f

∂x2
(x) + f(x)−1 ∂f

∂x2
(x)f(x)−1 ∂f

∂x1
(x)

)
dx1 ∧ dx2

を得る。一般に n次正方行列に値を持つD上の 1次微分形式A = A1dx1 +A2dx2
に対して、行列の積に関する 1次微分形式の外積A ∧ Aは

A ∧ A = (A1A2 − A2A1)dx1 ∧ dx2 (2.11)

を満たすことを示しておく。X = (X1, X2), Y = (Y1, Y2) ∈ R2に対して

(A ∧ A)(X, Y ) = (A1dx1 + A2dx2)(X)(A1dx1 + A2dx2)(Y )

− (A1dx1 + A2dx2)(Y )(A1dx1 + A2dx2)(X)

= (A1X1 + A2X2)(A1Y1 + A2Y2)− (A1Y1 + A2Y2)(A1X1 + A2X2)

= A1A2(X1Y2 − Y1X2) + A2A1(X2Y1 − Y2X1)

= (A1A2 − A2A1)(X1Y2 − Y1X2)

= (A1A2 − A2A1)(dx1 ∧ dx2)(X, Y )
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となるので、(2.11)が成り立つことがわかる。dω(f)の計算に話を戻すと、

dω(f) + ω(f) ∧ ω(f) = 0

が成り立つことがわかる。
これまでに写像 f : D → Gに対して gに値を持つ 1次微分ω(f)を定め、ω(f)は

dω(f) + ω(f) ∧ ω(f) = 0

を満たすことを示した。さらに、次の主張が成り立つ。gに値を持つD上の 1次
微分形式 ωが

dω + ω ∧ ω = 0 (2.12)

を満たすならば、Dの任意の点に対してその近傍で定義された Gへの写像 f が
存在して ω(f) = ωを満たす。さらにDが単連結ならば、f の定義域はD全体に
拡張できる。この結果の証明には 1階偏微分方程式の可積分条件に関する結果が
必要になる。これについては次の節で扱う。(2.12)はMaurer-Cartan方程式と
呼ばれている。上で示したことは写像 f : D → GのMaurer-Cartan形式 ω(f)は
Maurer-Cartan方程式を満たすということである。

3 可積分条件
この節の主な目的は、gに値を持つD上の 1次微分形式 ωがMaurer-Cartan方

程式 (2.12)を満たすならば、Dの任意の点に対してその近傍で定義されたGへの
写像 fが存在してω(f) = ωを満たすことと、さらにDが単連結ならば、fの定義
域はD全体に拡張できることを証明することである。その準備のため、まず写像
の定義域が 1次元の場合を考えておく。
第 1節で示した結果は、開区間 I上定義された関数 κ(s)に対して、(1.3)によっ

てK(s)を定め、(1.4)を未知関数 p̃(s)に関する常微分方程式とみなしたとき、I
において任意の初期条件に対して解 p̃(s)が存在することを示した。これは次のよ
うなより一般的な状況でも成り立つ。
線形群Gのリー環 gに値を持つ開区間 I上の関数Aに対して

d

ds
f(s) = f(s)A(s) (3.13)

を満たす写像 f : I → Gが、t0 ∈ I と g0 ∈ Gに対する初期条件 f(s0) = g0につ
いて一意的に存在する。これは f(s)A(s) ∈ f(s)g = f(s)TInG = Tf(s)G となるこ
とからG上の常微分方程式になり、局所的に解は存在する。他方、(3.13)におい
て f(s)をM(n,R)に値を持つ関数とみると、線形常微分方程式である。したがっ
て、任意の初期条件 f(s0) = g0について解 f(s)は I において一意的に存在する。
局所的に存在するGに値を持つ (3.13)の解と I全体で存在するM(n,R)に値を持
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つ (3.13)の解は解の一意性から一致する。したがって、f(s0) = g0を満たす (3.13)

の解 f : I → Gが一意的に存在することがわかる。
上の定式化は前節の微分形式を使った定式化とは若干異なるが、次のように考え

ると同類とみなすことができる。ベクトル空間V に対して、V の元 vにHom(R, V )

の元 r 7→ rvを対応させることで、V とHom(R, V )を同一視できる。すると、上
の gに値を持つ I 上の関数 Aは、各 s ∈ I に A(s) ∈ gを対応させているので、
A(s) ∈ Hom(R, g)とみなすと、Aは gに値を持つ I上の 1次微分形式とみなせる。

ω(f)(s) = f(s)−1 d

ds
f(s)も gに値を持つ I 上の関数であるが、gに値を持つ I 上

の 1次微分形式とみなすと、上の等式は ω(f) = Aという 1次微分形式の等式に
なり、前節で扱った等式と同様の形になる。ただし、この場合はAには特別な条
件が必要ではない。これは f や Aの定義域 I が 1次元であることによっている。
さらに言えば問題が線形常微分方程式に帰着することによる。これに対してR2の
領域Dで定義された gに値を持つ 1次微分形式 ωに対して ω(f) = ωを満たす写
像 f : D → Gはいつでも存在するわけではない。すでにみたようにこのような写
像 f が存在すれば、ωはMaurer-Cartan方程式 dω + ω ∧ ω = 0を満たす。逆に ω

がMaurer-Cartan方程式を満たせば、ω(f) = ωを満たすGへの写像 f がDの各
点の近傍で任意の初期条件に対して存在することを証明する。微分に関する等式
ω(f) = ωを満たす f が存在するための条件になる dω+ω ∧ω = 0を可積分条件と
いう。
ωを

ω = ω1dx1 + ω2dx2

と表す。他方 ω(f)は

ω(f) = f−1df = f−1 ∂f

∂x1
dx1 + f−1 ∂f

∂x2
dx2

と表せることから、f の満たすべき条件は

f−1 ∂f

∂x1
= ω1, f−1 ∂f

∂x2
= ω2

である。さらに
∂f

∂x1
= fω1,

∂f

∂x2
= fω2 (3.14)

と書き直せる。任意のx0 = (x01, x02) ∈ Dと g0 ∈ Gに対してx0 ∈ I1 × I2 ⊂ Dと
なる開区間 I1, I2をとり、(3.14)と f(x0) = g0を満たす I1 × I2上定義された関数
f が存在することを証明する。ここで、x0 ∈ I1 × I2 ⊂ Dとなる開区間 I1, I2が存
在することはDが開集合であることからわかる。
I1 × {x02}において

∂f

∂x1
= fω1
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と f(x0) = g0を満たすGへの写像 f が存在することは、1次元の場合ですでに示
した。これを利用して各 x1 ∈ I1について、{x1} × I2において

∂f

∂x2
= fω2

を満たし、(x1, x02)における値が f(x1, x02)に一致するGへの写像 fが存在するこ
とも 1次元の場合に帰着する。さらに、常微分方程式の初期条件に関する可微分
性より、f は x1についても可微分になる。f は I1 × I2において

∂f

∂x2
= fω2

を満たし、I1 × {x02}において
∂f

∂x1
= fω1

を満たすことがわかっている。この等式が I1 × I2全体で成り立つことを以下で証
明する。そのために、ωが満たすMaurer-Cartan方程式を ω1, ω2を使って記述し
ておく。(2.10)と (2.11)より、dω + ω ∧ ω = 0は

∂ω2

∂x1
− ∂ω1

∂x2
+ ω1ω2 − ω2ω1 = 0

と同値になる。I1×I2全体で
∂f

∂x1
= fω1 が成り立つことを示すために、

∂f

∂x1
−fω1

の x2座標の方向の変化を調べる。

∂

∂x2

∂f

∂x1
=

∂

∂x1

∂f

∂x2
=

∂

∂x1
(fω2) =

∂f

∂x1
ω2 + f

∂ω2

∂x1
,

∂

∂x2
(fω1) =

∂f

∂x2
ω1 + f

∂ω1

∂x2
= fω2ω1 + f

∂ω1

∂x2

より、

∂

∂x2

(
∂f

∂x1
− fω1

)
=

∂f

∂x1
ω2 + f

∂ω2

∂x1
− fω2ω1 − f

∂ω1

∂x2

=
∂f

∂x1
ω2 − fω1ω2 + fω1ω2 + f

∂ω2

∂x1
− fω2ω1 − f

∂ω1

∂x2

=

(
∂f

∂x1
− fω1

)
ω2 + f

(
∂ω2

∂x1
− ∂ω1

∂x2
+ ω1ω2 − ω2ω1

)
=

(
∂f

∂x1
− fω1

)
ω2

を得る。最後の等号はMaurer-Cartan方程式より従う等式による。これより、
∂f

∂x1
−

fω1は各 {x1} × I2において F を未知関数とする線形常微分方程式

∂

∂x2
F = Fω2, F (x1, x02) = 0
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の解になる。恒等的に 0になる定数関数も上の線形常微分方程式の解になるので、
解の一意性により

∂f

∂x1
− fω1 = 0

が成り立つ。x2による偏微分が 0になることが直接わかるわけではないが、線形
常微分方程式の解になることから、恒等的に 0になるしかないわけである。以上
で f は (3.14)を満たすことがわかった。
この節の最後にDが単連結の場合に上で存在を示した f がD全体で存在する

ことを証明する。Dが単連結であるとは、Dの任意の閉曲線がD内で一点に連続
的に変形できることである。D内の一点 x0を固定する。Dの任意の点 x1は x0

とD内の曲線 c0で結ぶことができる。c0をDに含まれる開長方形で覆うと、c0
はコンパクトなので有限個の開長方形 Ri (1 ≤ i ≤ m)で覆うことができる。た
だし、x0 ∈ R1, Ri ∩ Ri+1 ̸= ∅, x1 ∈ Rmを満たすとする。上で示したことより、
f(x0) = g0と ω(f) = ωを満たす x0を含む開長方形R1からGへの写像 f が存在
する。同様にして f の定義域をR2に拡張できる。これを繰り返すことにより、f
の定義域をR1からRmまで拡張できる。特に f(x1)が定まる。x0とx1をD内の
別の曲線 c1で結んで同様の操作をしても定まる f(x1)は等しいことを示す。Dは
単連結であることから c0は c1に連続的に変形できる。すなわち、c0と c1のパラ
メータ表示を

c0(t), c1(t) (0 ≤ t ≤ 1)

で表すと、連続写像H : [0, 1]× [0, 1] → Dであって

H(i, t) = ci(t) (i = 0, 1, 0 ≤ t ≤ 1),

H(s, j) = xj (0 ≤ s ≤ 1, j = 0, 1)

を満たすHが存在する。H([0, 1]× [0, 1])はコンパクトなので、Dに含まれる有限
個の開長方形で覆うことができ、上記と同様にしてこれら開長方形の合併におい
て f を定めることができ、特に c0と c1のどちらで f(x1)を定めても等しいことが
わかる。以上より、f はD全体で定義できる。

4 曲面
第 2節と第 3節の結果を使って、第 1節と同様の方針で曲面について考えてみよ

う。空間R3の曲面をR2の領域DからR3への写像p(x)の像として表す。R2の座
標を x1, x2で表し、偏微分px1

(x),px2
(x)がDの任意の点で線形独立になっている

と仮定する。曲面には潰れた点はないという前提である。px1
(x),px2

(x)は曲面の
各点における接平面の基底になっている。これにグラム-シュミットの直交化を施
すと接平面の正規直交基底 e1(x), e2(x)が得られる。R3のベクトル積×を使って

e3(x) = e1(x)× e2(x)
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を定義すると、e3(x)は曲面の単位法ベクトルになる。これら e1(x), e2(x), e3(x)

は各 x ∈ Dについて定まり、曲面の動標構と呼ばれている。曲線の場合と同様に
動標構の変化を記述するものを定める。動標構の定め方より [e1(x) e2(x) e3(x)]

は SO(3)の元である。p(x)とその動標構 e1(x), e2(x), e3(x) を合わせたもの

p̃(x) =

[
e1(x) e2(x) e3(x) p(x)

0 0 0 1

]
(x ∈ D)

は定義域DからM(R3)への写像になり p = π0 ◦ p̃を満たす。このような性質を持
つ p̃を第 1節の曲線の場合と同様に pの持ち上げと呼ぶ。第 1節で示した曲線に
関する結果と同様の結果が曲面の場合にも成り立つことを期待して、第 2節と第 3

節の議論を p̃ : D →M(R3)に適用する。
第 2節で定めた ω(p̃)はM(R3)のリー環m(R3)に値を持つD上の 1次微分形式

である。第 2節と第 3節の議論より、p̃の一意性や存在は ω(p̃)によって記述でき
るので、ω(p̃)の意味や ω(p̃)の満たすMaurer-Cartan方程式を調べてみる。ω(p̃)
はm(R3)に値を持つ。その so(3)成分を ωoで表し、R3成分を ωvで表すと、

ω(p̃) =

[
ωo ωv

0 0

]
と表現できる。ωoは so(3)に値を持つD上の 1次微分形式であり、ωvはR3に値
を持つD上の 1次微分形式である。さらに、ω(p̃)はMaurer-Cartan方程式

dω(p̃) + ω(p̃) ∧ ω(p̃) = 0 (4.15)

を満たす。上記の左辺の第二項は、X, Y ∈ R2に対して

(ω(p̃) ∧ ω(p̃))(X, Y )

= ω(p̃)(X)ω(p̃)(Y )− ω(p̃)(Y )ω(p̃)(X)

=

[
ωo(X) ωv(X)

0 0

][
ωo(Y ) ωv(Y )

0 0

]
−

[
ωo(Y ) ωv(Y )

0 0

][
ωo(X) ωv(X)

0 0

]

=

[
ωo(X)ωo(Y ) ωo(X)ωv(Y )

0 0

]
−

[
ωo(Y )ωo(X) ωo(Y )ωv(X)

0 0

]

=

[
ωo(X)ωo(Y )− ωo(Y )ωo(X) ωo(X)ωv(Y )− ωo(Y )ωv(X)

0 0

]

=

[
(ωo ∧ ωo)(X, Y ) (ωo ∧ ωv)(X, Y )

0 0

]
=

[
ωo ∧ ωo ωo ∧ ωv

0 0

]
(X,Y )

となるので、

ω(p̃) ∧ ω(p̃) =

[
ωo ∧ ωo ωo ∧ ωv

0 0

]
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が成り立つことがわかる。したがって、(4.15)をR3成分と so(3)成分に分解する
と、R3成分は

dωv + ωo ∧ ωv = 0 (4.16)

と同等になり、so(3)成分は

dωo + ωo ∧ ωo = 0 (4.17)

と同等になる。ωo, ωvをさらに詳しく見てみよう。p̃の表示より

p̃−1 =


te1 −⟨p, e1⟩
te2 −⟨p, e2⟩
te3 −⟨p, e3⟩
0 1


となり、

ω(p̃) = p̃−1dp̃ =


te1 −⟨p, e1⟩
te2 −⟨p, e2⟩
te3 −⟨p, e3⟩
0 1


[
de1 de2 de3 dp

0 0 0 1

]

=


te1de1

te1de2
te1de3

te1dp
te2de1

te2de2
te2de3

te2dp
te3de1

te3de2
te3de3

te3dp

0 0 0 0



=


⟨e1, de1⟩ ⟨e1, de2⟩ ⟨e1, de3⟩ ⟨e1, dp⟩
⟨e2, de1⟩ ⟨e2, de2⟩ ⟨e2, de3⟩ ⟨e2, dp⟩
⟨e3, de1⟩ ⟨e3, de2⟩ ⟨e3, de3⟩ ⟨e3, dp⟩

0 0 0 0

 .
これより

ωo =

⟨e1, de1⟩ ⟨e1, de2⟩ ⟨e1, de3⟩
⟨e2, de1⟩ ⟨e2, de2⟩ ⟨e2, de3⟩
⟨e3, de1⟩ ⟨e3, de2⟩ ⟨e3, de3⟩

 , ωv =

⟨e1, dp⟩
⟨e2, dp⟩
⟨e3, dp⟩


を得る。dpの像は e1と e2の線形結合で表されるので、⟨e3, dp⟩ = 0である。

θ1 = ⟨e1, dp⟩, θ2 = ⟨e2, dp⟩, θ =

[
θ1
θ2

]
と表すと、ωvは

ωv =

θ1θ2
0

 =

[
θ

0

]



20 4. 曲面

と表現できる。

dp = e1⟨e1, dp⟩+ e2⟨e2, dp⟩ = θ1e1 + θ2e2

となるので、θ1, θ2は接平面の正規直交基底 e1, e2の双対基底である。ωDが so(3)

に値を持つ 1次微分形式であることは ⟨ei, ej⟩ = δi,jを微分すると

0 = d⟨ei, ej⟩ = ⟨dei, ej⟩+ ⟨ei, dej⟩ = ⟨ej, dei⟩+ ⟨ei, dej⟩

となることからもわかる。X, Y ∈ R2に対して

tθθ(X,Y ) = tθ(X)θ(Y ) = θ1(X)θ1(Y ) + θ2(X)θ2(Y )

= ⟨e1, dp(X)⟩⟨e1, dp(Y )⟩+ ⟨e2, dp(X)⟩⟨e2, dp(Y )⟩
= ⟨dp(X), dp(Y )⟩

によって曲面の接ベクトルの内積が定まる。tθθ = ⟨dp, dp⟩を曲面の第一基本形式
と言う。ωoは so(3)に値を持つので、so(2)に値を持つD上の 1次微分形式 ωDと
R2に値を持つD上の 1次微分形式 αによって

ωo =

[
ωD α

−tα 0

]

という形に書ける。ωDと αは

ωD =

[
⟨e1, de1⟩ ⟨e1, de2⟩
⟨e2, de1⟩ ⟨e2, de2⟩

]
, α =

[
⟨e1, de3⟩
⟨e2, de3⟩

]

となる。これら θ, ωD, αを使って (4.16)と (4.17)を書き直そう。(4.16)は[
dθ

0

]
+

[
ωD α

−tα 0

]
∧

[
θ

0

]
= 0,

[
dθ + ωD ∧ θ
−tα ∧ θ

]
= 0

となる。第 1,2成分は
dθ + ωD ∧ θ = 0 (4.18)

と同等になり、第3成分は−tα∧θ = 0と同等になる。第3成分の式より、X,Y ∈ R2

に対して
0 = (tα ∧ θ)(X,Y ) = tα(X)θ(Y )− tα(Y )θ(X)

が成り立つ。このことから

tαθ(X,Y ) = tα(X)θ(Y ) (X,Y ∈ R2)
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は接ベクトルの対称な双線形形式になる。tαθを曲面の第二基本形式と言う。次に
(4.17)は [

dωD dα

−tdα 0

]
+

[
ωD α

−tα 0

]
∧

[
ωD α

−tα 0

]
= 0,[

dωD + ωD ∧ ωD − α ∧ tα dα+ ωD ∧ α
−tdα− tα ∧ ωD 0

]
= 0

となる。so(2)成分は
dωD + ωD ∧ ωD − α ∧ tα = 0 (4.19)

と同等になり、R2成分は
dα+ ωD ∧ α = 0 (4.20)

と同等になる。(4.19)をガウスの方程式と呼び、(4.20)をコダッチの方程式と呼ぶ。
もし、同じ領域Dで定義された曲面 pと p′が，R ∈ SO(3)と v ∈ R3によって

p′(x) = Rp(x) + v (x ∈ D)

を満たすとき、R,vから定まるM(R3)の元をAで表すとp′ = A◦p、さらに p̃′ = Ap̃

が成り立つ。第 2節の結果より ω(p̃′) = ω(p̃) がわかる。さらに、ω(p̃) = ω(p̃′) の
成分によって pと p′の第一基本形式と第二基本形式は記述できるので、これらは
等しいと結論できる。逆に pと p′が同じ第一基本形式と第二基本形式を持つと仮
定する。これはpから定まる θ, αとp′から定まる θ′, α′が tθθ = tθ′θ′と tαθ = tα′θ′

を満たすことを意味する。これは、θ = θ′と α = α′を満たすことと同等になる。
次に (4.18)を満たし so(2)に値を持つD上の 1次微分形式 ωDは θに対して一意

的に定まることを示す。このような ωDが存在すると仮定する。ωDは so(2)に値
を持つD上の 1次微分形式なので、

ωD =

[
0 −γ
γ 0

]

となるD上の 1次微分形式 γが存在する。θの成分 θ1, θ2はDの各点で線形独立
なので、D上の関数 f1, f2によって γ = f1θ1 + f2θ2と表示できる。(4.18)は[

dθ1
dθ2

]
+

[
0 −γ
γ 0

]
∧

[
θ1
θ2

]
= 0,

[
dθ1 − γ ∧ θ2
dθ2 + γ ∧ θ1

]
= 0

となる。これより

dθ1 = γ ∧ θ2 = f1θ1 ∧ θ2,
dθ2 = −γ ∧ θ1 = −f2θ2 ∧ θ1 = f2θ1 ∧ θ2.
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したがって、f1, f2は θ1, θ2から一意的に定まることがわかる。逆にD上の各点で
線形独立になる 1次微分形式 θ1, θ2に対して、dθ1, dθ2はD上の 2次微分形式にな
るので、

dθ1 = f1θ1 ∧ θ2, dθ1 = f2θ1 ∧ θ2

を満たす関数 f1, f2が存在する。そこで、γ = f1θ1 + f2θ2によって γを定めれば、
γから定まる ωDは (4.18)を満たす。
よって，pと p′の第一基本形式と第二基本形式が同じならば、θ = θ′, α = α′,

ωD = ω′
Dとなって、

ω(p̃) =

 ωD α θ

−tα 0 0

0 0 0

 =

 ω′
D α′ θ′

−tα′ 0 0

0 0 0

 = ω(p̃′)

が成り立つ。第 2節の結果からある A ∈ M(R3)が存在して p̃′ = Ap̃となり、
p′ = A ◦ pがわかる。
第 1節で与えられた関数を曲率に持つ平面曲線を構成した。曲面についてもこ

れと同様のことを考えてみる。すなわち、D上の第一基本形式と第二基本形式に
なるべきものを与えて、それらを第一基本形式と第二基本形式とする曲面を構成
する。DをR2の単連結領域とする。R2に値を持つD上の 1次微分形式 θと αを
考える。ただし，tθθはDの各点で正定値内積になり、tαθはDの各点で対称な双
線形形式になっているとする。さらに，上で示したことより (4.18)を満たす so(2)

に値を持つD上の 1次微分形式 ωDは一意的に存在する。α, ωDが (4.19)と (4.20)

を満たすと仮定する。このとき

ω̃ =

 ωD α θ

−tα 0 0

0 0 0


はm(R3)に値を持つD上の 1次微分形式になる。さらに、α, ωDが (4.19)と (4.20)

を満たすことから、

dω̃ + ω̃ ∧ ω̃ =

 dωD dα dθ

−tdα 0 0

0 0 0

+

 ωD α θ

−tα 0 0

0 0 0

 ∧

 ωD α θ

−tα 0 0

0 0 0


=

dωD + ωD ∧ ωD − α ∧ tα dα + ωD ∧ α dθ + ωD ∧ θ
−tdα− tα ∧ ωD 0 0

0 0 0

 = 0

が成り立つ。第 3節の結果より写像 p̃ : D → M(R3)が存在して ω(p̃) = ω̃を満た
す。このとき，π ◦ p̃は曲面を定め、その第一基本形式と第二基本形式はそれぞれ
tθθと tαθに一致することがわかる。
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5 曲面のGauss曲率
この節では前節の設定の元で曲面のGauss曲率を扱う。その前に、微分形式の

外微分に関するいくつかの基本事項を確認しておく。
ベクトル空間に値を持つD上の関数 f に対して、

df =
∂f

∂x1
dx1 +

∂f

∂x2
dx2

は同じベクトル空間に値を持つD上の 1次微分形式になる。さらにこの外微分は

ddf =

(
∂2f

∂x1∂x2
− ∂2f

∂x2∂x1

)
dx1 ∧ dx2 = 0

となる。微分形式の外積を定義したときと同様にベクトル空間U, V,W に対して双
線形写像B : U × V → W が定まっているとする。ξが U に値を持つD上の関数
であり、ηが V に値を持つD上の 1次微分形式ならば、x ∈ D, X ∈ R2に対して

B(ξη)x(X) = B(ξ(x), ηx(X)))

によってW に値を持つD上の 1次微分形式B(ξη)が定まる。同様に ξが U に値
を持つD上の 1次微分形式であり、ηが V に値を持つD上の関数ならば、

B(ξη)x(X) = B(ξx(X), η(x))

によってW に値を持つD上の 1次微分形式B(ξη)が定まる。双線形写像Bを固
定しているときはBを省略して ξηと書くことにする。このとき、ξがU に値を持
つD上の関数であり、ηが V に値を持つD上の 1次微分形式ならば、

d(ξη) = dξ ∧ η + ξdη (5.21)

が成り立ち、ξが U に値を持つD上の 1次微分形式であり、ηが V に値を持つD

上の関数ならば、
d(ξη) = dξη − ξ ∧ dη (5.22)

が成り立つ。(5.21)を証明するために

η = η1dx1 + η2dx2

とおく。ここで ηiは V に値を持つD上の関数である。

ξη = ξη1dx1 + ξη2dx2

となる。外微分の定義 (2.10)より

d(ξη) =

(
∂(ξη2)

∂x1
− ∂(ξη1)

∂x2

)
dx1 ∧ dx2

=

(
∂ξ

∂x1
η2 + ξ

∂η2
∂x1

− ∂ξ

∂x2
η1 − ξ

∂η1
∂x2

)
dx1 ∧ dx2
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=

(
∂ξ

∂x1
η2 −

∂ξ

∂x2
η1

)
dx1 ∧ dx2 + ξ

(
∂η2
∂x1

− ∂η1
∂x2

)
dx1 ∧ dx2

=
∂ξ

∂x1
dx1 ∧ η2dx2 +

∂ξ

∂x2
dx2 ∧ η1dx1 + ξdη

=

(
∂ξ

∂x1
dx1 +

∂ξ

∂x2
dx2

)
∧ (η1dx1 + η2dx2) + ξdη

= dξ ∧ η + ξdη.

次に (5.22)を証明するために

ξ = ξ1dx1 + ξ2dx2

とおく。ここで ξiは U に値を持つD上の関数である。

ξη = ξ1ηdx1 + ξ2ηdx2

となる。外微分の定義 (2.10)より

d(ξη) =

(
∂(ξ2η)

∂x1
− ∂(ξ1η)

∂x2

)
dx1 ∧ dx2

=

(
∂ξ2
∂x1

η + ξ2
∂η

∂x1
− ∂ξ1
∂x2

η − ξ1
∂η

∂x2

)
dx1 ∧ dx2

=

(
∂ξ2
∂x1

− ∂ξ1
∂x2

)
ηdx1 ∧ dx2 +

(
ξ2
∂η

∂x1
− ξ1

∂η

∂x2

)
dx1 ∧ dx2

=

(
∂ξ2
∂x1

− ∂ξ1
∂x2

)
dx1 ∧ dx2η − ξ2dx2 ∧

∂η

∂x1
dx1 − ξ1dx1 ∧

∂η

∂x2
dx2

= dξη − (ξ1dx1 + ξ2dx2) ∧
(
∂η

∂x1
dx1 +

∂η

∂x2
dx2

)
= dξη − ξ ∧ dη.

同じ曲面 p : D → R3の動標構 ei (1 ≤ i ≤ 3)と e′
i (1 ≤ i ≤ 3)について、前節

と同じように θ, ωDと θ′, ω′
Dをそれぞれ定める。単位法ベクトル e3と e′

3は一致し
ているとする。このとき、e′

1, e
′
2は e1, e2をSO(2)の作用によって変換して得られ

る。よって、SO(2)に値を持つD上の関数 gによって

[e′
1, e

′
2] = [e1, e2]g

となる。この両辺に θを作用させると

θ[e′
1, e

′
2] = θ[e1, e2]g =

[
1 0

0 1

]
g = g

となり、

g−1θ[e′
1, e

′
2] =

[
1 0

0 1

]
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が成り立つ。これより θ′ = g−1θとなって、θ = gθ′がわかる。これを (4.18)に代
入すると、

d(gθ′) + ωD ∧ gθ′ = 0

を得る。以下でこの等式を変形する。(5.21)を使うと

dg ∧ θ′ + gdθ′ + ωDg ∧ θ′ = 0,

g−1dg ∧ θ′ + dθ′ + g−1ωDg ∧ θ′ = 0,

dθ′ + (g−1dg + g−1ωDg) ∧ θ′ = 0.

他方、dθ′ + ω′
D ∧ θ′ = 0を満たす ω′

Dの一意性より

ω′
D = g−1dg + g−1ωDg

が成り立つ。ここで[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

][
0 t

−t 0

][
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

]
=

[
0 t

−t 0

]

なので、g−1ωDg = ωDが成り立つ。したがって、上で得た ωDと ω′
Dとの関係は

ω′
D = g−1dg + ωD

と表せる。この等式の両辺を外微分すると

dω′
D = d(g−1dg) + dωD

を得る。(1.7)を使うと得られる d(g−1) = −g−1dgg−1と (5.21)を利用すると、

d(g−1dg) = d(g−1) ∧ dg = −g−1dgg−1 ∧ dg = −g−1dg ∧ g−1dg

ここで、SO(2)が可換群であり so(2)の元の積も可換になり、X, Y ∈ R2に対して

(g−1dg ∧ g−1dg)(X,Y ) = g−1dg(X)g−1dg(Y )− g−1dg(Y )g−1dg(X) = 0

となるので、g−1dg ∧ g−1dg = 0が成り立つ。よって、

dω′
D = dωD

を得る。すなわち、単位法ベクトルが一致するどんな動標構に対しても、それか
ら定まる ωDの外微分 dωDは同じになる。これは、dωDが曲面の形を反映した量
になっていることを示唆している。dωDは so(2)に値を持つD上の 2次微分形式
なので

dωD =

[
0 K

−K 0

]
θ1 ∧ θ2
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と記述できる。KはD上の関数である。θ1 ∧ θ2は曲面の面積素であり動標構のと
り方に依存しないので、Kも動標構のとり方に依存しない。Kを曲面のGauss曲
率と呼ぶ。
R3内の原点を中心とし半径 rの球面

S2(r) = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = r2}

のGauss曲率を求めてみよう。パラメータ表示を

p(ϕ, ψ) = r(cosϕ cosψ, sinϕ cosψ, sinψ)

によって定める。

dp =
∂p

∂ϕ
dϕ+

∂p

∂ψ
dψ

であり、

∂p

∂ϕ
= r(− sinϕ cosψ, cosϕ cosψ, 0),

∂p

∂ψ
= r(− cosϕ sinψ,− sinϕ sinψ, cosψ).

そこで

e1 = (− sinϕ, cosϕ, 0),

e2 = (− cosϕ sinψ,− sinϕ sinψ, cosψ)

とおくと、e1, e2は接平面の正規直交系になる。さらに

dp = e1r cosψdϕ+ e2rdψ

となるので、
θ1 = r cosψdϕ, θ2 = rdψ, dp = e1θ1 + e2θ2

を得る。
dθ1 = r sinψdϕ ∧ dψ, dθ2 = 0

となるので、

d

[
θ1
θ2

]
+ ω ∧

[
θ1
θ2

]
= 0

を満たす

ω =

[
0 ω1,2

−ω1,2 0

]
は ω1,2 = − sinψdϕにより定まる。

dω1,2 = cosψdϕ ∧ dψ =
1

r2
θ1 ∧ θ2
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となり、Gauss曲率は 1/r2である。
Gauss曲率の定義および上の球面のGauss曲率の計算からわかるように、曲面

の接平面の内積が定まっていれば e1, e2を定めることができ、これから θ1, θ2およ
びωが定まり dωを求めることでGauss曲率がわかる。曲面の議論の出発点は 2次
元の領域から 3次元 Euclid空間への写像の像として曲面を定めることだったが、
曲面のGauss曲率はこの写像から定まるというよりは、接平面の内積から定まっ
ているわけである。
平面の領域の各点の内積を定めてそのGauss曲率を計算する例を与える。

D = {(x, y) ∈ R2 | y > 0}

によって領域Dを定める。X = (X1, X2), Y = (Y1, Y2) ∈ R2に対して

⟨X, Y ⟩ = 1

y2
(X1Y1 +X2Y2)

によって接平面の内積を定める。

e1 = (y, 0), e2 = (0, y)

は各点で接平面の正規直交系になる。

θ1 =
1

y
dx, θ2 =

1

y
dy

は e1, e2の双対基底になる。

dθ1 =
1

y2
dx ∧ dy, dθ2 = 0

となるので、

d

[
θ1
θ2

]
+ ω ∧

[
θ1
θ2

]
= 0

を満たす

ω =

[
0 ω1,2

−ω1,2 0

]

は ω1,2 = −1

y
dxにより定まる。

dω1,2 =
1

y2
dy ∧ dx = − 1

y2
dx ∧ dy = −θ1 ∧ θ2

となり、Gauss曲率は−1である。
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6 Riemann多様体
多様体の各点の接ベクトル空間に内積 ⟨, ⟨が定まっていて、任意の局所座標近傍

(U ; x, . . . , xn)に対して内積
⟨

∂
∂xi
, ∂
∂xj

⟩
が U 上のC∞級関数になるとき、接ベクト

ル空間の内積の全体をRiemann計量と呼び、Riemann計量の備わっている多様
体をRiemann多様体と呼ぶ。

Riemann多様体の局所座標近傍 (U ; x, . . . , xn)において、
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn
は U の

各点の接ベクトル空間の基底になる。これらにグラム-シュミットの直交化を施す
とU の各点の接ベクトル空間の正規直交基底 e, . . . , enを得る。これらの双対基底
を θ1, . . . , θnで表し

θ =

θ
1

...

θn


とおくと、θはRnに値を持つ U 上の 1次微分形式になる。

dθ + ω ∧ θ = 0

を満たす o(n)に値を持つU上の 1次微分形式 ωが一意的に存在することを以下で
証明する。この ωを接続形式と呼ぶ。
証明 dθiは Rに値を持つ U 上の 2次微分形式である。したがって、U 上の関

数 f i
j,kによって

dθi =
n∑

j,k=1

f i
j,kθ

j ∧ θk, f i
j,k + f i

k,j = 0

と表せる。そこで、

ωi
j =

n∑
k=1

(f i
j,k − fk

i,j + f j
k,i)θ

k

によってRに値を持つ U 上の 1次微分形式 ωi
jを定める。

ωi
j + ωj

i =
n∑

k=1

(f i
j,k − fk

i,j + f j
k,i + f j

i,k − fk
j,i + f i

k,j)θ
k = 0

となり、ω = [ωi
j]は o(n)に値を持つU 上の 1次微分形式になる。以下で ω ∧ θの i

成分を計算する。

(ω ∧ θ)i =
n∑

j=1

ωi
j ∧ θj =

n∑
j=1

n∑
k=1

(f i
j,k − fk

i,j + f j
k,i)θ

k ∧ θj

(−fk
i,j = fk

j,iなので)

=
n∑

j,k=1

f i
j,kθ

k ∧ θj = −dθi
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となり、dθi + (ω ∧ θ)i = 0を得る。したがって、dθ + ω ∧ θ = 0が成り立つ。
次に ωの一意性を証明する。ωと ω̃が o(n)に値を持つ U 上の 1次微分形式で

あり、
dθ + ω ∧ θ = 0, dθ + ω̃ ∧ θ = 0

を満たすと仮定する。ω − ω̃ = αとおくと、αも o(n)に値を持つ U 上の 1次微分
形式である。上記の等式の両辺をひくと α ∧ θ = 0を得る。

αi
j =

n∑
k=1

αi
j,kθ

k

とおくと、αi
j,k + αj

i,k = 0である。さらに、α ∧ θ = 0の i成分は

0 =
n∑

j=1

αi
j ∧ θj =

n∑
j,k=1

αi
j,kθ

k ∧ θj

である。したがって、αi
j,k = αi

k,jが成り立つ。これらより、

αi
j,k = αi

k,j = −αk
i,j = −αk

j,i = αj
k,i = αj

i,k = −αi
j,k

となり、αi
j,k = 0がわかる。したがって、ω = ω̃である。

Riemann多様体の開集合U の各点の接ベクトル空間の同じ向きの正規直交基底
e1, . . . , enと e′

1, . . . , e
′
nがあるとする。上と同じように θ, ωと θ′, ω′をそれぞれ定

める。このとき、e′
1, . . . , e

′
nは e1, . . . , enを O(n)の作用によって変換して得られ

る。よって、O(n)に値を持つ U 上の関数 gによって

[e′
1, . . . , e

′
n] = [e1, . . . , en]g

となる。この両辺に θを作用させると

θ[e′
1, . . . , e

′
n] =

θ
1

...

θn

 [e1, . . . , en]g = [θi(ej)]g =

1 . . .

1

 g = g

となり、

g−1θ[e′
1, . . . , e

′
n] =

1 . . .

1


が成り立つ。これより θ′ = g−1θとなって、θ = gθ′がわかる。これを

dθ + ω ∧ θ = 0
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に代入すると、
d(gθ′) + ω ∧ gθ′ = 0

を得る。以下でこの等式を変形する。(5.21)を使うと

dg ∧ θ′ + gdθ′ + ωg ∧ θ′ = 0,

g−1dg ∧ θ′ + dθ′ + g−1ωg ∧ θ′ = 0,

dθ′ + (g−1dg + g−1ωg) ∧ θ′ = 0.

他方、dθ′ + ω′ ∧ θ′ = 0を満たす ω′の一意性より

ω′ = g−1dg + g−1ωg (6.23)

が成り立つ。

接続形式 ωに対して ω ∧ ωを考える。x ∈ U とX, Y ∈ TxM に対して

(ω ∧ ω)(X, Y ) = ω(X)ω(Y )− ω(Y )ω(X) = [ω(X), ω(Y )] ∈ o(n)

となり、ω ∧ ωは o(n)に値を持つ U 上の 1次微分形式である。

Ω = dω + ω ∧ ω

によってΩを定めると、Ωは o(n)に値を持つU 上の 2次微分形式になる。Ωを曲
率形式と呼ぶ。
e1, . . . , enから定まる曲率形式をΩで表し、O(n)に値を持つ関数 gによって

[e′
1, . . . , e

′
n] = [e1, . . . , en]g

と変換された e′
1, . . . , e

′
nから定まる曲率形式をΩ′で表すと

Ω′ = g−1Ωg

が成り立つ。
証明 e1, . . . , enから定まる接続形式を ωで表し、e′

1, . . . , e
′
nから定まる接続形

式を ω′で表す。(6.23)より、

Ω′ = dω′ + ω′ ∧ ω′

= d(g−1dg + g−1ωg) + (g−1dg + g−1ωg) ∧ (g−1dg + g−1ωg)

((5.21)より)

= d(g−1) ∧ dg + d(g−1) ∧ ωg + g−1d(ωg)

+ g−1dg ∧ g−1dg + g−1dg ∧ g−1ωg + g−1ωg ∧ g−1ωg + g−1ωg ∧ g−1ωg

((5.22)より)

= −g−1dgg−1 ∧ dg − g−1dgg−1 ∧ ωg + g−1dωg + g−1(dωg − ω ∧ dg)
+ g−1dg ∧ g−1dg + g−1dg ∧ g−1ωg + g−1ωg ∧ g−1ωg + g−1ωg ∧ g−1ωg

= g−1dωg + g−1ω ∧ ωg = g−1Ωg.
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Riemann多様体の接ベクトルXを

X =
n∑

i=1

eiθ
i(X) = [e1, . . . , en]

θ
1(X)
...

θn(X)


と表現したとき、Ωを表現行列に持つ接ベクトル空間の線形変換

X 7→ [e1, . . . , en]Ω

θ
1(X)
...

θn(X)

 =
∑
i,j

eiΩ
i
jθ

j(X) =
∑
i,j

Ωi
jθ

j(X)ei

は正規直交系 e1, . . . , enのとり方によらないことが次のようにわかる。

[e′
1, . . . , e

′
n]Ω

′θ′(X) = [e1, . . . , en]gg
−1Ωgg−1θ(X)

= [e1, . . . , en]Ωθ(X).

したがって、Ωは接ベクトル空間の線形変換に値を持つ 2次微分形式とみなせ、
Riemann多様体全体で定義できる。接ベクトルX, Y をΩに代入するとΩ(X,Y )は
接ベクトル空間の線形変換を定める。Ωi

jは o(n)に値を持つ 2次微分形式なので、
この線形変換はRiemann計量に関して接ベクトル空間の交代線形変換になる。こ
れも同じ記号Ωで表すことにする。
2次元の場合は、ω ∧ ω = 0になりΩ = dωとなる。したがって、この場合は dω

が曲率形式であり、dωの (1, 2)成分がGauss曲率である。
接続形式を定める等式 dθ + ω ∧ θ = 0の両辺を外微分する。ddθ + d(ω ∧ θ) = 0

であり、ddθ = 0なので、d(ω ∧ θ) = 0が成り立つ。以下でこの左辺を計算する。

0 = d(ω ∧ θ) = dω ∧ θ − ω ∧ dω = (Ω− ω ∧ ω) ∧ θ − ω ∧ (−ω ∧ θ) = Ω ∧ θ.

次に曲率形式Ωの定義式Ω = dω + ω ∧ ωを外微分する。

dΩ = ddω + d(ω ∧ ω) = dω ∧ ω − ω ∧ dω = (Ω− ω ∧ ω) ∧ ω − ω ∧ (Ω− ω ∧ ω)
= Ω ∧ ω − ω ∧ Ω.

これらより
Ω ∧ θ = 0, dΩ = Ω ∧ ω − ω ∧ Ω

を得る。これらをBianchiの恒等式と呼ぶ。

開集合 U 上でΩは o(n)に値を持つ 2次微分形式なので

Ω =
1

2

n∑
k,l=1

Ri
j,k,lθ

k ∧ θl, Ri
j,k,l +Ri

j,l,k = 0

と記述できる。このとき、次が成り立つ。
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(1) Ri
j,k,l +Rj

i,k,l = 0.

(2) Ri
j,k,l +Ri

k,l,j +Ri
l,j,k = 0.

(3) Ri
j,k,l = Rk

l,i,j.

証明 (1)はΩが o(n)に値を持つ微分形式であることからわかる。
(2) Bianchiの恒等式Ω ∧ θ = 0を成分で表す。

0 =
n∑

j=1

n∑
k,l=1

Ri
j,k,lθ

k ∧ θl ∧ θj =
n∑

j,k,l=1

Ri
j,k,lθ

j ∧ θk ∧ θl.

1から nまでのうちで互いに相異なる a, b, cについて θa ∧ θb ∧ θcを含む項は

0 = Ri
a,b,cθ

a ∧ θb ∧ θc +Ri
b,c,aθ

b ∧ θc ∧ θa +Ri
c,a,bθ

c ∧ θa ∧ θb

+Ri
a,c,bθ

a ∧ θc ∧ θb +Ri
b,a,cθ

b ∧ θa ∧ θc +Ri
c,b,aθ

c ∧ θb ∧ θa

= (Ri
a,b,c +Ri

b,c,a +Ri
c,a,b −Ri

a,c,b −Ri
b,a,c −Ri

c,b,a)θ
a ∧ θb ∧ θc

= 2(Ri
a,b,c +Ri

b,c,a +Ri
c,a,b)θ

a ∧ θb ∧ θc.

となり、
Ri

a,b,c +Ri
b,c,a +Ri

c,a,b = 0

を得る。a ̸= b = cの場合はRi
a,b,b = Ri

b,b,a +Ri
b,a,b = 0となり、

Ri
a,b,b +Ri

b,b,a +Ri
b,a,b = 0

を得る。a = b = cの場合はRi
a,a,a = 0なので主張は成り立つ。

(3) (1), (2)を使うと

0 = (Ri
j,k,l +Ri

k,l,j +Ri
l,j,k)− (Rj

k,l,i +Rj
l,i,k +Rj

i,k,l)

− (Rk
l,i,j +Rk

i,j,l +Rk
j,l,i) + (Rl

i,j,k +Rl
j,k,i +Rl

k,i,j)

= 2Ri
j,k,l − 2Rk

l,i,j.

したがって、Ri
j,k,l = Rk

l,i,jが成り立つ。

接ベクトル空間の正規直交系 e1, e2に対して、Ω(e1, e2)を e1に作用させ e2と内
積をとった値 ⟨Ω(e1, e2)(e1), e2⟩ を e1, e2の定める平面の断面曲率という。接ベク
トル空間内のすべての平面の断面曲率が一定値 cのとき、定曲率 cであるという。
断面曲率の定義が正規直交系のとり方に依存しないことを確認しておこう。2次

直交行列 g = (gij)によって e1, e2を

[e′
1, e

′
2] = [e1, e2]g
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と変換する。

⟨Ω(e′
1, e

′
2)(e

′
1), e

′
2⟩

= ⟨Ω(e1g
1
1 + e2g

2
1, e1g

1
2 + e2g

2
2)(e1g

1
1 + e2g

2
1), e1g

1
2 + e2g

2
2⟩

= det(g)2⟨Ω(e1, e2)(e1), e2⟩ = ⟨Ω(e1, e2)(e1), e2⟩

となり、正規直交系のとり方に依存しない。
定曲率 cであるための必要十分条件は、Ri

j,k,l = c(δikδjl − δilδjk) であることが知
られている。このとき、

Ωi
j =

1

2

n∑
k,l=1

Ri
j,k,lθ

k ∧ θl = 1

2

n∑
k,l=1

c(δikδjl − δilδjk)θ
k ∧ θl

=
1

2
c(θi ∧ θj − θj ∧ θi) = cθi ∧ θj

が成り立つ。逆にΩi
j = cθi ∧ θjならば、Ri

j,k,l = c(δikδjl − δilδjk) が成り立つことも
わかる。特に、定曲率 cのRiemann多様体の曲率形式はΩi

j = cθi ∧ θjとなる。

Euclid空間 Rn に通常の計量を入れたときの曲率形式を求める。第 i成分のみ
1で他の成分は 0のRnの元を eiで表すと、e1, . . . , enは各点の接ベクトル空間の
正規直交基底になる。その双対基底 θ1, . . . , θnはRnの標準的な座標 x1, . . . , xnを
使って θi = dxiと記述できる。dθi = ddxi = 0なので、ω = 0である。さらに、
Ω = dω+ ω ∧ ω = 0となる。したがって、Ri

j,k,l = 0 = 0(δikδjl − δilδjk) となり、Rn

は定曲率 0である。

n次元単位球面

Sn = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 | x21 + · · ·+ x2n+1 = 1}

の曲率を立体射影を利用して計算する。超平面

{(x, 0) ∈ Rn+1 | x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn}

の点 (x, 0)と (0, . . . , 0,−1)を結ぶ直線と Snは二点で交わり、そのうちの一点は
(0, . . . , 0,−1)である。もう一つの交点を p(x)で表す。このあとで示すように pは
Rnから Sn − {(0, . . . , 0,−1)}への微分同型写像になる。この写像の逆写像 p−1 :

Sn − {(0, . . . , 0,−1)} → Rnを立体射影と呼ぶ。
まずp(x)をxの座標で記述する。(x, 0)と (0, . . . , 0,−1)を結ぶ直線は、パラメー

タ tによって
t(x, 1) + (0, . . . , 0,−1) = (tx, t− 1)

と表せる。この直線と Snとの交点では

t2∥x∥2 + (t− 1)2 = 1, (1 + ∥x∥2)t2 − 2t = 0
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となる。交点における tの値は

t = 0,
2

1 + ∥x∥2

である。t = 0は交点 (0, . . . , 0,−1)に対応する。よって、

p(x) =

(
2x

1 + ∥x∥2
,

2

1 + ∥x∥2
− 1

)
=

1

1 + ∥x∥2
(2x, 1− ∥x∥2)

となる。pの偏微分は 1 ≤ i ≤ nについて i成分のみ 1で他の成分は 0のベクトル
を ēiで表すと

pxi
=

−2xi
(1 + ∥x∥2)2

(2x, 1− ∥x∥2) + 1

1 + ∥x∥2
(0, . . . ,

i
⌣

2 , . . . , 0,−2xi)

=
1

(1 + ∥x∥2)2
{(−4xix,−2xi + 2xi∥x∥2) + ((2 + 2∥x∥2)ēi,−2xi − 2xi∥x∥2)}

=
1

(1 + ∥x∥2)2
(−4xix+ (2 + 2∥x∥2)ēi,−4xi)

=
2

(1 + ∥x∥2)2
(−2xix+ (1 + ∥x∥2)ēi,−2xi).

これより

⟨pxi
,pxi

⟩ = 4

(1 + ∥x∥2)4
{4x2i ∥x∥2 − 4x2i (1 + ∥x∥2) + (1 + ∥x∥2)2 + 4x2i }

=
4

(1 + ∥x∥2)2

が成り立ち、i ̸= jのときは

⟨pxi
,pxj

⟩ = 4

(1 + ∥x∥2)4
{4xixj∥x∥2 − 4xixj(1 + ∥x∥2)2 + 4xixj} = 0.

これらより、

∥pxi
∥ =

2

1 + ∥x∥2

となり、

ei =
1

1 + ∥x∥2
(−2xix+ (1 + ∥x∥2)ēi,−2xi) (1 ≤ i ≤ n)

は正規直交系になる。

dp =
n∑

i=1

pxi
dxi =

n∑
i=1

2

1 + ∥x∥2
eidxi
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となるので、

θi =
2

1 + ∥x∥2
dxi (1 ≤ i ≤ n)

とおくと、θiは eiの双対基底になる。

dθi =
n∑

j=1

−2 · 2xj
(1 + ∥x∥2)2

dxj ∧ dxi = −
n∑

j=1

xjθ
j ∧ θi

そこで、
ωi
j = −xjθi + xiθ

j

とおくと、ω = [ωi
j]は o(n)に値を持つ 1次微分形式になり、

dθi +
n∑

j=1

ωi
j ∧ θj = −

n∑
j=1

xjθ
j ∧ θi +

n∑
j=1

(−xjθi + xiθ
j) ∧ θj = 0

が成り立つ。したがって、上に定めたωは接続形式になる。曲率形式Ωi
jを求める。

Ωi
j = dωi

j +
n∑

k=1

ωi
k ∧ ωk

j

= −dxj ∧ θi − xjdθ
i + dxi ∧ θj + xidθ

j +
n∑

k=1

(−xkθi + xiθ
k) ∧ (−xjθk + xkθ

j)

= −1 + ∥x∥2

2
θj ∧ θi + xj

n∑
k=1

xkθ
k ∧ θi + 1 + ∥x∥2

2
θi ∧ θj − xi

n∑
k=1

xkθ
k ∧ θj

+
n∑

k=1

xkxjθ
i ∧ θk −

n∑
k=1

x2kθ
i ∧ θj +

n∑
k=1

xixkθ
k ∧ θj = θi ∧ θj

となり、Snは定曲率 1である。

半空間
Hn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | xn > 0}

の接ベクトルX = (Xi), Y = (Yi)に対して

⟨X,Y ⟩ = 1

x2n

n∑
i=1

XiYi

によって接ベクトル空間の内積を定める。

ei = (0, . . . ,
i
⌣
xn, . . . , 0) (1 ≤ i ≤ n)

は各点で接ベクトル空間の正規直交系になる。

θi =
1

xn
dxi (1 ≤ i ≤ n)
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は eiの双対基底になる。1 ≤ i ≤ n− 1に対して

dθi = − 1

x2n
dxn ∧ dxi = −θn ∧ θi

であり、dθn = 0である。dθ + ω ∧ θ = 0を満たす o(n)に値を持つ 1次微分形式
ω = [ωi

j]は、1 ≤ i, j ≤ n− 1のとき、

ωi
j = 0, ωi

n = −θi

により定まる。これより

Ωi
j = dωi

j + ωi
n ∧ ωn

j = −θi ∧ θj,
Ωi

n = dωi
n + ωi

n ∧ ωn
n = −dθi = θn ∧ θi = −θi ∧ θn

となり、Hnは定曲率−1である。

7 共変微分
多様体M の C∞ 級関数の全体を C∞(M)で表し、C∞ 級ベクトル場の全体を

Γ(TM)で表す。自然な和とスカラー倍によってΓ(TM)は実ベクトル空間になる。
M がRiemann計量 ⟨, ⟩を持つとき、Γ(TM)には次の条件を満たす双線形写像

∇ : Γ(TM)× Γ(TM) → Γ(TM) ; (X, Y ) 7→ ∇XY

が一意的に存在する。

(1) ∇fXY = f∇XY (X, Y ∈ Γ(TM), f ∈ C∞(M)),

(2) ∇X(fY ) = f∇XY + (Xf)Y (X, Y ∈ Γ(TM), f ∈ C∞(M)),

(3) ∇XY −∇YX = [X, Y ] (X, Y ∈ Γ(TM))

(4) X⟨Y, Z⟩ = ⟨∇XY, Z⟩+ ⟨Y,∇XZ⟩ (X, Y, Z ∈ Γ(TM)),

∇を共変微分と呼ぶ。
証明 まず、条件を満たす∇が存在すると仮定する。条件 (4)から、M 上のベ

クトル場X, Y, Zに対して

⟨∇XY, Z⟩+ ⟨Y,∇XZ⟩ = X⟨Y, Z⟩
⟨∇YZ,X⟩+ ⟨Z,∇YX⟩ = Y ⟨Z,X⟩

−⟨∇ZX,Y ⟩ − ⟨X,∇ZY ⟩ = −Z⟨X, Y ⟩.
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これらの両辺を加え、条件∇XY −∇YX = [X,Y ]に注意すると、

⟨∇XY, Z⟩+ ⟨[X,Z], Y ⟩+ ⟨[Y, Z], X⟩+ ⟨Z, [Y,X]⟩+ ⟨Z,∇XY ⟩
= X⟨Y, Z⟩+ Y ⟨Z,X⟩ − Z⟨X,Y ⟩.

整理すると

⟨∇XY, Z⟩ =
1

2
(X⟨Y, Z⟩+ Y ⟨Z,X⟩ − Z⟨X, Y ⟩

+ ⟨[X, Y ], Z⟩ − ⟨[Y, Z], X⟩+ ⟨[Z,X], Y ⟩)

を得る。これより、この∇の一意性がわかる。逆に上の等式で∇を定める。

∇X+YZ = ∇XZ +∇YZ (X,Y, Z ∈ C∞(TM))

∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ (X,Y, Z ∈ C∞(TM))

が成り立つことは、定義式よりわかる。M 上のC∞級関数 f に対して、

⟨∇fXY, Z⟩ =
1

2
(fX⟨Y, Z⟩+ Y ⟨Z, fX⟩ − Z⟨fX, Y ⟩

+ ⟨[fX, Y ], Z⟩ − ⟨[Y, Z], fX⟩+ ⟨[Z, fX], Y ⟩)

=
1

2
(fX⟨Y, Z⟩+ (Y f)⟨Z,X⟩+ fY ⟨Z,X⟩

− (Zf)⟨X, Y ⟩ − fZ⟨X, Y ⟩
+ f⟨[X, Y ], Z⟩ − (Y f)⟨X,Z⟩ − f⟨[Y, Z], X⟩
+ f⟨[Z,X], Y ⟩+ (Zf)⟨X, Y ⟩)

=
1

2
f(X⟨Y, Z⟩+ Y ⟨Z,X⟩ − Z⟨X, Y ⟩

+ ⟨[X,Y ], Z⟩ − ⟨[Y, Z], X⟩+ ⟨[Z,X], Y ⟩)
= f⟨∇XY, Z⟩.

よって、⟨∇fXY, Z⟩ = f⟨∇XY, Z⟩ が成り立ち、∇fXY = f∇XY を得る。

⟨∇X(fY ), Z⟩ =
1

2
(X⟨fY, Z⟩+ fY ⟨Z,X⟩ − Z⟨X, fY ⟩

+⟨[X, fY ], Z⟩ − ⟨[fY, Z], X⟩+ ⟨[Z,X], fY ⟩)

=
1

2
((Xf)⟨Y, Z⟩+ fX⟨Y, Z⟩+ fY ⟨Z,X⟩

−(Zf)⟨X,Y ⟩ − fZ⟨X,Y ⟩
+f⟨[X, Y ], Z⟩+ (Xf)⟨Y, Z⟩
−f⟨[Y, Z], X⟩+ (Zf)⟨Y,X⟩+ ⟨[Z,X], fY ⟩)

= f⟨∇XY, Z⟩+ (Xf)⟨Y, Z⟩
= ⟨f∇XY + (Xf)Y, Z⟩.
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よって、⟨∇X(fY ), Z⟩ = ⟨f∇XY + (Xf)Y, Z⟩ が成り立ち、

∇X(fY ) = f∇XY + (Xf)Y

を得る。∇の定義式より、

⟨∇XY, Z⟩+ ⟨Y,∇XZ⟩ =
1

2
(X⟨Y, Z⟩+ Y ⟨Z,X⟩ − Z⟨X, Y ⟩

+⟨[X, Y ], Z⟩ − ⟨[Y, Z], X⟩+ ⟨[Z,X], Y ⟩)

+
1

2
(X⟨Z, Y ⟩+ Z⟨Y,X⟩ − Y ⟨X,Z⟩

+⟨[X,Z], Y ⟩ − ⟨[Z, Y ], X⟩+ ⟨[Y,X], Z⟩)
= X⟨Y, Z⟩.

最後に

⟨∇XY, Z⟩ − ⟨∇YX,Z⟩ =
1

2
(X⟨Y, Z⟩+ Y ⟨Z,X⟩ − Z⟨X,Y ⟩

+ ⟨[X, Y ], Z⟩ − ⟨[Y, Z], X⟩+ ⟨[Z,X], Y ⟩)

− 1

2
(Y ⟨X,Z⟩+X⟨Z, Y ⟩ − Z⟨Y,X⟩

+ ⟨[Y,X], Z⟩ − ⟨[X,Z], Y ⟩+ ⟨[Z, Y ], X⟩)
= ⟨[X, Y ], Z⟩

となるので、
∇XY −∇YX = [X, Y ]

を得る。

局所的な正規直交系 e1, . . . , enに対して、それから定まる接続形式 ωによって
共変微分∇を記述できることを以下で示す。e1, . . . , enの双対基底を θ1, . . . , θnで
表し、これらから定まる接続形式を ωで表す。共変微分の存在証明で示したこと
から

⟨∇eiej, ek⟩ =
1

2
(ei⟨ej, ek⟩+ ej⟨ek, ei⟩ − ek⟨ei, ej⟩

+ ⟨[ei, ej], ek⟩ − ⟨[ej, ek], ei⟩+ ⟨[ek, ei], ej⟩)

=
1

2
(θk([ei, ej])− θi([ej, ek]) + θj([ek, ei])).

ここで、微分形式の外微分の性質を導いておく。1次微分形式 αとベクトル場
X, Y について

dα(X, Y ) = X(α(Y ))− Y (α(X))− α([X, Y ])
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が成り立つことを以下で示す。αの局所表示を

α =
∑
i

αidx
i

で表すと、αの外微分 dαの局所表示は

dα =
∑
i,j

∂αi

∂xj
dxj ∧ dxi

になる。ベクトル場X, Y の局所表示を

X =
∑
i

ξi
∂

∂xi
, Y =

∑
j

ηj
∂

∂xj

で表す。外積の定義より

dα(X, Y ) =
∑
i,j

∂αi

∂xj
(ξjηi − ηjξi)

が成り立つ。
α(Y ) =

∑
i

αiη
i

となるので

X(α(Y )) =
∑
i,j

ξj
∂

∂xj
(αiη

i) =
∑
i,j

ξj
(
∂αi

∂xj
ηi + αi

∂ηi

∂xj

)
.

Xと Y を入れ替えることにより

Y (α(X)) =
∑
i,j

ηj
(
∂αi

∂xj
ξi + αi

∂ξi

∂xj

)
も得られる。ベクトル場のブラケット積の定義から

[X, Y ] =
∑
i,j

ξi
∂ηj

∂xi
∂

∂xj
−
∑
i,j

ηj
∂ξi

∂xj
∂

∂xi

=
∑
i,j

(
ξj
∂ηi

∂xj
− ηj

∂ξi

∂xj

)
∂

∂xi

となるので、

α([X, Y ]) =
∑
i,j

αi

(
ξj
∂ηi

∂xj
− ηj

∂ξi

∂xj

)
.

以上の計算結果より

dα(X, Y ) = X(α(Y ))− Y (α(X))− α([X, Y ])
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を得る。
上記の外微分に関する等式を利用すると

dθk(ei, ej) = ei(θ
k(ej))− ej(θ

k(ei))− θk([ei, ej]) = −θk([ei, ej])

となる。他方

dθk(ei, ej) = −
∑
l

(ωk
l ∧ θl)(ei, ej) = −

∑
l

(ωk
l (ei)θ

l(ej)− ωk
l (ej)θ

l(ei))

= −(ωk
j (ei)− ωk

i (ej))

となるので、
θk([ei, ej]) = ωk

j (ei)− ωk
i (ej)

を得る。これより

⟨∇eiej, ek⟩ =
1

2
(θk([ei, ej])− θi([ej, ek]) + θj([ek, ei]))

=
1

2
(ωk

j (ei)− ωk
i (ej)− ωi

k(ej) + ωi
j(ek) + ωj

i (ek)− ωj
k(ei))

= ωk
j (ei).

したがって、次の等式が成り立つ。

∇eiej =
∑
k

ωk
j (ei)ek.

この表示から任意のベクトル場に対して、共変微分を求めてみよう。ベクトル場
X, Y の eiによる表示を

X =
∑
i

X iei (X i = θi(X)), Y =
∑
i

Y iei (Y i = θi(Y ))

とする。このとき、

∇XY =
∑
i,j

∇Xiei(Y
jej) =

∑
i,j

X i∇ei(Y
jej) =

∑
i,j

X i(eiY
jej + Y j∇eiej)

=
∑
i,j

X ieiY
jej +

∑
i,j,k

X iY jωk
j (ei)ek

となり、ベクトル場X,Y に対する∇XY の定まり方を接続形式 ωによって記述で
きる。
上記の接続形式と共変微分の関係から、曲率形式を共変微分で表すこともできる。

∇ei∇ejek = ∇ei

(∑
l

ωl
k(ej)el

)
=
∑
l

(
ei(ω

l
k(ej))el + ωl

k(ej)∇eiel

)
=
∑
l

ei(ω
l
k(ej))el +

∑
l,m

ωl
k(ej)ω

m
l (ei)em

=
∑
m

ei(ω
m
k (ej))em +

∑
l,m

ωm
l (ei)ω

l
k(ej)em.
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iと jを入れ換えると

∇ej∇eiek =
∑
m

ej(ω
m
k (ei))em +

∑
l,m

ωm
l (ej)ω

l
k(ei)em.

さらに
∇[ei,ej ]ek =

∑
m

ωm
k ([ei, ej])em.

これらより、

∇ei∇ejek −∇ej∇eiek −∇[ei,ej ]ek

=
∑
m

(ei(ω
m
k (ej))− ej(ω

m
k (ei))− ωm

k ([ei, ej])) em

+
∑
l,m

(
ωm
l (ei)ω

l
k(ej)− ωm

l (ej)ω
l
k(ei)

)
em

=
∑
m

dωm
k (ei, ej)em +

∑
m

(ω ∧ ω)mk (ei, ej)em

=
∑
m

(dω + ω ∧ ω)mk (ei, ej)em =
∑
m

Ωm
k (ei, ej)em.

したがって、

⟨∇ei∇ejek −∇ej∇eiek −∇[ei,ej ]ek, el⟩ = Ωl
k(ei, ej)

が成り立つ。

8 曲率の性質
n次元連結Riemann多様体の曲率形式が局所的に関数 cによってΩi

j = cθi ∧ θj

と記述できるとする。n ≥ 3ならば cは定数になる。
証明 Bianchiの恒等式 dΩ = Ω ∧ ω − ω ∧ Ω にΩi

j = cθi ∧ θjを代入する。左辺
の (i, j)成分は

dΩi
j = dc ∧ θi ∧ θj + cdθi ∧ θj − cθi ∧ dθj

= dc ∧ θi ∧ θj − c
∑
k

ωi
k ∧ θk ∧ θj + c

∑
k

θi ∧ ωj
k ∧ θ

k

= dc ∧ θi ∧ θj − c
∑
k

ωi
k ∧ θk ∧ θj − c

∑
k

ωj
k ∧ θ

i ∧ θk.

右辺の (i, j)成分は

(Ω ∧ ω − ω ∧ Ω)ij =
∑
k

Ωi
k ∧ ωk

j −
∑
k

ωi
k ∧ Ωk

j

=
∑
k

cθi ∧ θk ∧ ωk
j −

∑
k

ωi
k ∧ cθk ∧ θj
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= −c
∑
k

ωj
k ∧ θ

i ∧ θk − c
∑
k

ωi
k ∧ θk ∧ θj.

したがって、Bianchiの恒等式より

dc ∧ θi ∧ θj = 0

が成り立つ。dc =
∑
k

ekcθ
kとなるので、任意の i, jについて

∑
k

ekcθ
k ∧ θi ∧ θj = 0.

これより n ≥ 3ならば、任意の kについて dc(ek) = ekc = 0となる。したがって、
dc = 0すなわち cは局所的に定数になる。多様体が連結ならば、cは多様体全体で
定数になる。
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