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第1章 基本群と被覆空間

1.1 ホモトピー類と基本群
集合X の部分集合 A1, . . . , Anと集合 Y の部分集合 B1, . . . , Bnに対して、写像

f : X → Y が f(Ai) ⊂ Biを満たすとき、

f : (X,A1, . . . , An) → (Y,B1, . . . , Bn)

と表す。
位相空間X の部分集合 A1, . . . , Anと位相空間 Y の部分集合 B1, . . . , Bnに対し

て、連続写像 f, g : (X,A1, . . . , An) → (Y,B1, . . . , Bn)がホモトープであるとは、
連続写像H : (X × [0, 1], A1 × [0, 1], . . . , An × [0, 1]) → (Y,B1, . . . , Bn)が存在し

H(x, 0) = f(x), H(x, 1) = g(x) (x ∈ X)

を満たすことである。Hをホモトピーと呼ぶ。f, gがホモトープであることを

f ≃ g : (X,A1, . . . , An) → (Y,B1, . . . , Bn)

で表す。
Xから Y への連続写像の全体をC(X;Y )で表す。

C(X,A1, . . . , An;Y,B1, . . . , Bn)

= {f ∈ C(X;Y ) | f : (X,A1, . . . , An) → (Y,B1, . . . , Bn)}

によってC(X,A1, . . . , An;Y,B1, . . . , Bn)を定める。

補題 1.1.1 (1) ホモトープはC(X,A1, . . . , An;Y,B1, . . . , Bn)の同値関係である。

(2) f ≃ g : (X,A1, . . . , An) → (Y,B1, . . . , Bn), f
′ ≃ g′ : (Y,B1, . . . , Bn) →

(Z,C1, . . . , Cn)ならば、f ′ ◦ f ≃ g′ ◦ g : (X,A1, . . . , An) → (Z,C1, . . . , Cn) で
ある。

証明 (1) f ∈ C(X,A1, . . . , An;Y,B1, . . . , Bn)に対して

H(x, t) = f(x) (x ∈ X, t ∈ [0, 1])
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とおくと、Hによって f ≃ f が成り立つ。
f, g ∈ C(X,A1, . . . , An;Y,B1, . . . , Bn)に対してホモトピーHによって f, gがホ

モトープになるならば、

H̄(x, t) = H(x, 1− t) (x ∈ X, t ∈ [0, 1])

によって g, f がホモトープになる。
f, g, h ∈ C(X,A1, . . . , An;Y,B1, . . . , Bn)に対してホモトピーHによって f, gが

ホモトープになりホモトピーGによって g, hがホモトープになるならば、

H ∗G(x, t) =

{
H(x, 2t) (x ∈ X, 0 ≤ t ≤ 1/2),

G(x, 2t− 1) (x ∈ X, 1/2 ≤ t ≤ 1)

によって f, hはホモトープになる。
以上より、ホモトープはC(X,A1, . . . , An;Y,B1, . . . , Bn)の同値関係であること

がわかる。
(2) ホモトピーHによって f, g ∈ C(X,A1, . . . , An;Y,B1, . . . , Bn)がホモトープ

になり、ホモトピーGによって f ′, g′ ∈ C(Y,B1, . . . , Bn;Z,C1, . . . , Cn)がホモトー
プになるとする。すると

F (x, t) = G(H(x, t), t) (x ∈ X, t ∈ [0, 1])

によって f ′ ◦ f, g′ ◦ g ∈ C(X,A1, . . . , An;Z,C1, . . . , Cn)もホモトープになる。

C(X,A1, . . . , An;Y,B1, . . . , Bn)におけるホモトープの同値類をホモトピー類と
いう。連続写像 f ∈ C(X,A1, . . . , An;Y,B1, . . . , Bn)が代表するホモトピー類を [f ]

で表す。
(X,A1, . . . , An), (Y,B1, . . . , Bn)がホモトピー同値であるとは、

f ∈ C(X,A1, . . . , An;Y,B1, . . . , Bn), g ∈ C(Y,B1, . . . , Bn;X,A1, . . . , An)

が存在して、

g ◦ f ≃ 1X : (X,A1, . . . , An) → (X,A1, . . . , An),

f ◦ g ≃ 1Y : (Y,B1, . . . , Bn) → (Y,B1, . . . , Bn)

が成り立つことである。このとき、(X,A1, . . . , An), (Y,B1, . . . , Bn)は同じホモト
ピー型を持つともいう。一点からなる位相空間と同じホモトピー型を持つ位相空
間を可縮という。
Xを位相空間とする。C([0, 1];X)の元をXの道という。Xの点 x0, x1をとる。

C([0, 1], 0, 1;X, x0, x1)の元を x0と x1を結ぶ道という。

π1(X, x0, x1) = C([0, 1], 0, 1;X, x0, x1)/ ≃,
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π1(X, x0) = π1(X, x0, x0)

によってπ1(X, x0, x1)およびπ1(X, x0)を定める。c, c′ ∈ C([0, 1];X)が c(1) = c′(0)

を満たすとき、

c ∗ c′(t) =

{
c(2t) (0 ≤ t ≤ 1/2),

c′(2t− 1) (1/2 ≤ t ≤ 1)

によって c ∗ c′を定める。c ∗ c′を cと c′の積という。

c̄(t) = c(1− t) (t ∈ [0, 1])

によって cの逆 c̄を定める。x ∈ Xに対して

0x(t) = x (t ∈ [0, 1])

によって 0x ∈ C([0, 1];X)を定める。

補題 1.1.2 以下が成り立つ。

(1) c0 ≃ c1 : ([0, 1], 0, 1) → (X, x0, x1)と c′0 ≃ c′1 : ([0, 1], 0, 1) → (X, x1, x2)に対
して、c0 ∗ c′0 ≃ c1 ∗ c′1 : ([0, 1], 0, 1) → (X, x0, x2) が成り立つ。これより積

π1(X, x0, x1)× π1(X, x1, x2) → π1(X, x0, x2) ; ([c], [c
′]) 7→ [c][c′] = [c ∗ c′]

が定まる。

(2) [c] ∈ π1(X, x0, x1), [c
′] ∈ π1(X, x1, x2), [c

′′] ∈ π1(X, x2, x3)に対して、

([c][c′])[c′′] = [c]([c′][c′′])

が成り立つ。

(3) [c] ∈ π1(X, x0, x1)に対して [c][c̄] = [0x0 ], [c̄][c] = [0x1 ] が成り立つ。

(4) [c] ∈ π1(X, x0, x1)に対して [0x0 ][c] = [c] = [c][0x1 ] が成り立つ。

(5) π1(X, x0)は上で定めた積に関して [0x0 ]を単位元とする群になる。

証明 (1) ホモトピーHによって c0 ≃ c1が成り立ち、ホモトピーH ′によって
c′0 ≃ c′1が成り立つとする。

H ∗H ′(s, t) =

{
H(2s, t) (0 ≤ s ≤ 1/2),

H ′(2s− 1, t) (1/2 ≤ s ≤ 1)

とおくと、これは c0 ∗ c′0 ≃ c1 ∗ c′1 : ([0, 1], 0, 1) → (X, x0, x1) を与える。これより

π1(X, x0, x1)× π1(X, x1, x2) → π1(X, x0, x2) ; ([c], [c
′]) 7→ [c][c′] = [c ∗ c′]
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がwell-definedに定まる。
(2)

H(s, t) =


c
(

4s
t+1

)
(0 ≤ s ≤ 1

4
(t+ 1)),

c′(4s− t− 1) (1
4
(t+ 1) ≤ s ≤ 1

4
(t+ 2)),

c′′
(
4s−t−2
2−t

)
(1
4
(t+ 2) ≤ s ≤ 1)

とおくと、これから (c ∗ c′) ∗ c′′と c ∗ (c′ ∗ c′′)がホモトープになることがわかる。
(3)

H(s, t) =


c(2s) (0 ≤ s ≤ 1

2
t),

c(t) (1
2
t ≤ s ≤ 1− 1

2
t),

c(2− 2s) (1− 1
2
t ≤ s ≤ 1)

とおくと、これから 0x0 と c ∗ c̄がホモトープになることがわかる。したがって、
[c][c̄] = [0x0 ]が成り立つ。̄̄c = cなので、上で得た結果を c̄に適用すると、[c̄][c] = [0x1 ]

もわかる。
(4)

H(s, t) =

{
x0

(
0 ≤ s ≤ −t+1

2

)
,

c
(
2s+t−1
t+1

) (−t+1
2

≤ s ≤ 1
)

とおくと、これから 0x0 ∗ cと cがホモトープになることがわかる。

H(s, t) =

{
c
(

2s
t+1

) (
0 ≤ s ≤ t+1

2

)
,

x1
(
t+1
2

≤ s ≤ 1
)

とおくと、これから c ∗ 0x1と cがホモトープになることがわかる。
(5) 上で示した (1)から (4)より π1(X, x0)は群になることがわかる。

π1(X, x0)をXの x0に関する基本群という。

補題 1.1.3 以下が成り立つ。

(1) c ≃ c′ : ([0, 1], 0, 1) → (X, x0, x1)と f ≃ g : (X, x0, x1) → (Y, y0, y1)に対し
て、f ◦ c ≃ g ◦ c′ : ([0, 1], 0, 1) → (Y, y0, y1)が成り立つ。これより、写像

f∗ : π1(X, x0, x1) → π1(Y, y0, y1) ; [c] 7→ f∗([c]) = [f ◦ c]

が定まり、f∗ = g∗が成り立つ。さらに、(1X)∗ = 1π1(X,x0,x1)が成り立つ。

(2) f : (X, x0, x1) → (Y, y0, y1), f
′ : (Y, y0, y1) → (Z, z0, z1)と [c] ∈ π1(X, x0, x1),

[c′] ∈ π1(X, x1, x2)に対して、

f∗([c][c
′]) = f∗([c])f∗([c

′]), (f ′ ◦ f)∗ = f ′
∗ ◦ f∗

が成り立つ。
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(3) f : (X, x0) → (Y, y0)に対して、f∗ : π1(X, x0) → π1(Y, y0)は群の準同型写
像になる。(1X)∗ = 1π1(X,x0)が成り立つ。f ≃ g : (X, x0) → (Y, y0)ならば、
f∗ = g∗が成り立つ。さらに f ′ : (Y, y0) → (Z, z0)について、(f ′ ◦f)∗ = f ′

∗ ◦f∗
が成り立つ。

(4) 道 c0 : ([0, 1], 0, 1) → (X, x0, x1)が存在すれば、

π1(X, x0) → π1(X, x1) ; [c] 7→ [c̄0][c][c0]

は群の同型写像になる。

証明 (1) 最初の主張は補題 1.1.1の (2)の特別な場合である。残りの主張は同
様または定義から従う。
(2) 定義から従う。
(3) すでに示したことよりわかる。
(4) 今までに示したことより、問題の写像は群の準同型写像になる。

π1(X, x1) → π1(X, x0) ; [c] 7→ [c0][c][c̄0]

は逆写像になり、問題の写像は群の同型写像である。

任意の点 x0, x1 ∈ Xについて、道 c : ([0, 1], 0, 1) → (X, x0, x1)が存在するとき、
Xを弧状連結という。Xが弧状連結のときは、補題 1.1.3の (4)より任意の x0, x1
に対して、π1(X, x0)と π1(X, x1)は群として同型になる。そこで、これを π1(X)と
も書く。

例 1.1.4 Xを可縮な位相空間とすると、x0 ∈ Xに対して基本群 π1(X, x0)は単位
元のみからなる。

補題 1.1.5 pX : X × Y → X ; (x, y) 7→ x, pY : X × Y → Y ; (x, y) 7→ yによって
自然な射影を定めると、

(pX)∗ : π1(X × Y, (x0, y0)) → π1(X, x0),

(pY )∗ : π1(X × Y, (x0, y0)) → π1(Y, y0)

が定まり、

((pX)∗, (pY )∗) : π1(X × Y, (x0, y0)) → π1(X, x0)× π1(Y, y0)

は群の同型写像になる。すなわち、位相空間の積の基本群はそれぞれの位相空間
の基本群の積とみなせる。
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1.2 被覆空間
Xを位相空間とする。Xの任意の点の任意の近傍内に弧状連結な近傍が存在す

るとき、Xを局所弧状連結という。今後、考察の主な対象になる多様体は局所弧
状連結である。弧状連結な位相空間Xのある点 x0 ∈ Xに関する基本群 π1(X, x0)

が単位元のみからなるとき、Xを単連結または 1連結という。例 1.1.4で示したこ
とより、可縮な位相空間は 1連結である。
弧状連結かつ局所弧状連結な位相空間 X̃,Xと連続写像 p : X̃ → Xが次の条件

を満たすとき、(X̃, p,X)を被覆空間という。条件：任意の x ∈ Xに対して xの弧
状連結な近傍U が存在し、p−1(U)の各弧状連結成分は p−1(U)内で開集合になり、
pによってUと位相同型になる。ここで、Uを基本近傍、Xを底空間、pを被覆写
像、X̃を被覆空間、p−1(x)を x上のファイバーという。
被覆空間 (X̃, p,X)と x ∈ X に対して p−1(x)は離散位相を持つ。U を xを含む

基本近傍とすると、p−1(U)は U × p−1(x)と位相同型になる。

例 1.2.1 絶対値 1の複素数全体を U(1)で表す。p : R → U(1) ; x 7→ e2π
√
−1x に

よって写像 pを定めると、(R, p, U(1))は被覆空間になる。

被覆空間 (X̃, p,X)と (Ỹ , q, Y )が同値であるとは、位相同型写像 h̃ : X̃ → Ỹ と
h : X → Y が存在し、q ◦ h̃ = h ◦ pが成り立つことである。
被覆空間 (X̃, p,X)と位相空間 Y から X への連続写像 f : Y → X に対して、

p ◦ f̃ = f を満たす連続写像 f̃ : Y → X̃を f の持ち上げという。

補題 1.2.2 (X̃, p,X)を被覆空間とする。x̃ ∈ X̃をとり、x = p(x̃) ∈ Xとする。道
c : ([0, 1], 0) → (X, x)に対して cの持ち上げ c̃ : ([0, 1], 0) → (X̃, x̃)が一意的に存在
する。x1 ∈ X、x̃0 ∈ p−1(x0)と c ≃ c′ : ([0, 1], 0, 1) → (X, x0, x1)となる c, c′の持
ち上げ c̃, c̃′ : ([0, 1], 0) → (X̃, x̃0)に対して、c̃(1) = c̃′(1)かつ c̃ ≃ c̃′ : ([0, 1], 0, 1) →
(X̃, x̃0, x̃1) が成り立つ。ただし、x̃1 = c̃(1)である。

証明の概要 [0, 1]はコンパクトなので、c([0, 1])もコンパクトになる。c([0, 1])
の各点は基本近傍に含まれ、c([0, 1])がコンパクトであることから、c([0, 1])は有
限個の基本近傍で覆われる。各基本近傍において cは持ち上げを持つので、それ
らをつなぎ合わせることで cの持ち上げ c̃であって、c̃(0) = x̃を満たすものが一意
的に存在することがわかる。
c ≃ c′を与えるホモトピーとその定義域 [0, 1]× [0, 1]に、上と同様の議論を適用

することにより、ホモトピーの持ち上げが存在し結論を得る。

定理 1.2.3 被覆空間 (X̃, p,X)に対して、以下が成り立つ。

(1) Xの任意の二点 x0, x1について p−1(x0), p
−1(x1)の間の全単射が存在する。
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(2) x̃0 ∈ X̃に対してx0 = p(x̃0)とすると、準同型写像 p∗ : π1(X̃, x̃0) → π1(X, x0)

は単射である。

(3) π1(X, x0)は p−1(x0)に右から作用し、x̃0を固定する部分群は Imp∗に一致し、

Imp∗\π1(X, x0) → p−1(x0) ; Imp∗[c] 7→ x̃0[c]

は全単射になる。

証明の概略 (1) Xは弧状連結なので、道 c : ([0, 1], 0, 1) → (X, x0, x1)が存在す
る。x ∈ p−1(x0)に対して c̃(0) = xを満たす c : [0, 1] → Xの持ち上げ c̃ : [0, 1] → X̃

をとり、x = c̃(0)に c̃(1) ∈ p−1(x1)を対応させると、p−1(x0)から p−1(x1)への全
単射になる。
(2) [c̃] ∈ π1(X̃, x̃0)が p∗[c̃] = [0x0 ] ∈ π1(X, x0)を満たすとする。p ◦ c̃ ≃ 0x0 を

与えるホモトピーを持ち上げると、c̃ ≃ 0x̃0を与えるホモトピーになり、[c̃] = [0x̃0 ]

が成り立つ。したがって、p∗は単射である。
(3) π1(X, x0)は p−1(x0)に次のように右から作用する。[c] ∈ π1(X, x0)と x ∈

p−1(x0)に対して、c̃(0) = xを満たす cの持ち上げ c̃をとり

x[c] = c̃(1)

によって作用を定める。ホモトピーの持ち上げの存在より、π1(X, x0)の p−1(x0)へ
の作用が基本群の元の代表元のとり方に依存しないことを確認できる。X̃は弧状
連結なので、π1(X, x0)は p−1(x0)に推移的に作用することがわかる。

{[c] ∈ π1(X, x0) | c̃(1) = x̃0} = {[p ◦ c̃] | [c̃] ∈ π1(X̃, x̃0)} = Imp∗

となり、
Imp∗\π1(X, x0) → p−1(x0) ; Imp∗[c] 7→ x̃0[c]

は全単射になることがわかる。

被覆空間 (X̃, p,X)の x0 ∈ Xに対する p−1(x0)の濃度を被覆度という。

補題 1.2.4 (X̃, p,X)を被覆空間とし、Y を弧状連結な位相空間とする。x0 ∈ X,

y0 ∈ Y と連続写像 f : (Y, y0) → (X, x0)に対して、以下が成り立つ。

(1) f̃ , g̃ : Y → X̃ を f の持ち上げとする。f̃(y0) = g̃(y0)ならば、f̃ = g̃が成り
立つ。

(2) Y はさらに局所弧状連結であると仮定し、x̃0 ∈ p−1(x0)とする。f の持ち上
げ f̃ : (Y, y0) → (X̃, x̃0)が存在するための必要十分条件は、f∗(π1(Y, y0)) ⊂
p∗(π1(X̃, x̃0))が成り立つことである。このとき、f の持ち上げ f̃ は一意的で
ある。
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証明の概略 (1) Y は弧状連結なので、任意のy ∈ Y に対して道u : ([0, 1], 0, 1) →
(Y, y0, y)が存在する。f ◦ uの持ち上げの一意性より、f̃ = g̃がわかる。
(2) f の持ち上げ f̃ : (Y, y0) → (X̃, x̃0)が存在するとき、

f∗(π1(Y, y0)) = p∗ ◦ f̃∗(π1(Y, y0)) ⊂ p∗(π1(X̃, x̃0))

が成り立つ。
逆に f∗(π1(Y, y0)) ⊂ p∗(π1(X̃, x̃0))が成り立つと仮定する。Y は弧状連結なので、

任意の y ∈ Y に対して道 u : ([0, 1], 0, 1) → (Y, y0, y)が存在する。f ◦ uの持ち上げ
ũで ũ(0) = x̃0を満たすものをとる。f̃(y) = ũ(1)によって写像 f̃ : Y → X̃を定め
る。条件 f∗(π1(Y, y0)) ⊂ p∗(π1(X̃, x̃0))より、この f̃ の定め方が well-definedにな
り、f̃ は f の持ち上げになる。
持ち上げの一意性は (1)より従う。

1.3 被覆変換群
(X̃, p,X)を被覆空間とする。位相同型写像 f̃ : X̃ → X̃が p ◦ f̃ = pを満たすと

き、f̃ を被覆変換という。被覆変換の全体は合成に関して群になることがわかる。
これを被覆変換群と呼び、Γ(X̃, p,X)で表す。

補題 1.3.1 被覆空間 (X̃, p,X)と x0 ∈ Xに対して以下が成り立つ。

(1) x̃0, x̃1 ∈ p−1(x0)に対して、f̃(x̃0) = x̃1を満たすpの持ち上げ f̃が存在するため
の必要十分条件は、道 c : ([0, 1], 0, 1) → (X̃, x̃0, x̃1)に対して [p◦c] ∈ π1(X, x0)

が Imp∗の正規化部分群N(Imp∗)に含まれることである。

(2) 連続写像 f̃ : X̃ → X̃が p ◦ f̃ = pを満たせば、被覆変換である。

系 1.3.2 被覆空間 (X̃, p,X)と x0 ∈ X に対して次が成り立つ。x̃0, x̃1 ∈ p−1(x0)

に対して、f̃(x̃0) = x̃1を満たす被覆変換 f̃ が存在するための必要十分条件は、道
c : ([0, 1], 0, 1) → (X̃, x̃0, x̃1) に対して [p ◦ c] ∈ π1(X, x0)が Imp∗の正規化部分群
N(Imp∗)に含まれることである。

定理 1.3.3 被覆空間 (X̃, p,X)の被覆変換 f̃ に系 1.3.2の [p ◦ c] ∈ π1(X, x0)が
定める Imp∗\N(Imp∗)の剰余類を対応させると被覆変換群 Γ(X̃, p,X)から剰余群
Imp∗\N(Imp∗) への群の同型対応を与える。

定義 1.3.4 被覆空間 (X̃, p,X)の任意の x0 ∈ X および x̃0, x̃1 ∈ p−1(x0)に対して
f̃(x̃0) = x̃1を満たす被覆変換 f̃が存在するとき、(X̃, p,X)を正則被覆空間という。
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定理 1.3.5 (X̃, p,X)を被覆空間とし、x̃0 ∈ X̃, x0 = p(x̃0)とする。(X̃, p,X)が
正則被覆空間であるための必要十分条件は、p∗(π1(X̃, x̃0))が π1(X, x0)の正規部
分群になることである。さらに、(X̃, p,X)が正則被覆空間であるとき、剰余群
π1(X, x0)/p∗(π1(X̃, x̃0))は X̃ に不動点なしに作用し、この作用に関する商空間へ
の自然な射影 π : X̃ → X̃/Gに関して (X̃, π, X̃/G)は被覆空間になり、もとの被覆
空間 (X̃, p,X)と同値である。

1.4 普遍被覆空間
定義 1.4.1 被覆空間 (X̃, p,X)の X̃が 1連結であるとき、(X̃, p,X)を普遍被覆空
間という。

群Gが多様体構造を持ち、群の演算がC∞級写像になるとき、GをLie群という。

例 1.4.2 以下は普遍被覆空間である。

(1) 例 1.2.1の (R, p, U(1))。

(2) 自然な射影 p : Rn → Rn/Zn による (Rn, p,Rn/Zn)。

(3) Gを単連結 Lie群とする。Gの離散部分群H と自然な射影 p : G → H によ
る (G, p,G/H)。

定理 1.4.3 (X̃, p,X)を普遍被覆空間とする。

(1) (X̃, p,X)は正則被覆空間であり、x0 ∈ Xに対してπ1(X, x0)は X̃に不動点な
しで作用し、自然な射影 π : X̃ → X̃/π1(X, x0)に関して (X̃, π, X̃/π1(X, x0))

は被覆空間になり、(X̃, p,X)と同値である。

(2) 任意の被覆空間 (X̃ ′, p′, X)に対して普遍被覆空間 (X̃, p′′, X̃ ′)が存在して p =

p′ ◦ p′′が成り立つ。

(3) Xを底空間とする任意の普遍被覆空間は互いに同値になる。

定義 1.4.4 X を位相空間とする。任意の x ∈ X の任意の近傍 V に対して、V に
含まれる xの近傍 U が存在して包含写像 i : U → Xが誘導する基本群の準同型写
像 i∗ : π1(U, x) → π1(X, x)が自明になるとき、Xを局所半単連結という。

定理 1.4.5 Xを弧状連結かつ局所弧状連結な位相空間とする。Xを底空間とする
普遍被覆空間 (X̃, p,X)が存在するための必要十分条件は、Xが局所半単連結にな
ることである。

系 1.4.6 弧状連結な位相多様体に対して、それを底空間とする普遍被覆空間が存
在する。
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第2章 ファイバー束

2.1 ファイバー束の定義
定義 2.1.1 E,B, F を位相空間とし、p : E → Bを連続写像とする。Bの任意の
点 xに対して、その点のある開近傍 Uxと位相同型写像 ϕx : Ux × F → p−1(Ux)が
存在して

p ◦ ϕx(b, y) = b ((b, y) ∈ Ux × F )

が成り立つとき、(E, p,B, F )をファイバー束という。このとき、Eを全空間、pを
射影、Bを底空間、F をファイバー、b ∈ Bに対して p−1(b)を b上のファイバー、
Uxを局所自明化近傍、ϕxを局所自明化写像という。

定義 2.1.2 ファイバー束 (E, p,B, F )のEがE = B × F を満たし、pは第 1成分
への射影であるとき、(E, p,B, F )を自明ファイバー束という。

例 2.1.3 被覆空間 (X̃, p,X)に対して、x0 ∈ Xをとると (X̃, p,X, p−1(x0))はファ
イバー束になる。ファイバー p−1(x0)は離散的な位相を持っている。被覆空間の基
本近傍は、ファイバー束としての局所自明化近傍に他ならない。

この講義では単に多様体というとC∞級多様体を指すことにする。

例 2.1.4 n次元多様体M の接ベクトル束

TM =
∪
x∈M

TxM

の自然な射影 p : TM →M に関して (TM, p,M,Rn)はファイバー束になる。

証明の概略 各 x ∈M に対して局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)をとる。U の各元
yに対して

∂

∂x1

∣∣∣∣
y

, . . . ,
∂

∂xn

∣∣∣∣
y

は接ベクトル空間 TyM の基底になる。そこで、

ϕx : U × Rn → p−1(U) ; (y, ξ1, . . . , ξn) 7→
n∑

i=1

ξi
∂

∂xi

∣∣∣∣
y
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によって写像 ϕxを定めると、ϕxによって TM に多様体構造を定めることができ、
さらに ϕxが局所自明化写像になり (TM, p,M,Rn)はファイバー束になる。

Lie群の部分群が部分多様体にもなっているとき、その部分群をLie部分群とい
う。lie群の閉部分群は Lie部分群になることが知られている。そこで、閉部分群
を閉 Lie部分群と呼ぶ。

例 2.1.5 GをLie群とし、Hをその閉Lie部分群とする。Hによる剰余類全体の集
合G/Hに商位相を入れるとG/Hは多様体構造を持ち、自然な射影 p : G→ G/H

に関して (G, p,G/H,H)はファイバー束になる。

行列の指数関数 eX =
∞∑
k=0

Xk

k!
の一般化であるLie群の指数写像を使ってG/Hの

多様体構造を構成できるが、ここではその詳細は省略する。

定義 2.1.6 (E, p,B, F )と (E ′, p′, B′, F )をファイバーが等しいファイバー束とす
る。連続写像 f̄ : E → E ′と f : B → B′の組 (f̄ , f)が束写像であるとは、任意の
x ∈ Bに対して f̄(p−1(x)) ⊂ (p′)−1(f(x))となり、f̄ |p−1(x) : p

−1(x) → (p′)−1(f(x))

が位相同型写像になることである。さらにB = B′であり、f = 1Bが成り立つと
き、(f̄ , f)を束同型写像といい、(E, p,B, F )と (E ′, p′, B, F )は同値であるという。
(E, p,B, F )をファイバー束とし、g : B′ → Bを位相空間の間の連続写像とする。

g#E = {(x, b′) ∈ E ×B′ | p(x) = g(b′)},
g̃ : g#E → E ; (x, b′) 7→ x,

p′ : g#E → B′ ; (x, b′) 7→ b′

とおくと、(g#E, p′, B′, F )はファイバー束になり、(g̃, g)は (g#E, p′, B′, F )から
(E, p,B, F )への束写像になる。(g#E, p′, B′, F )を gによって (E, p,B, F )から誘導
されたファイバー束といい、g#(E, p,B, F )で表す。

ファイバー束の定義を書き換え、ファイバー束の構造群の概念を導入するために、
位相空間の間の連続写像の集合に定まる位相について簡単に触れておく。位相空間
X, Y に対して、Xから Y への連続写像の全体をC(X, Y )で表す。K ⊂ X, U ⊂ Y

に対して
W (K,U) = {f ∈ C(X, Y ) | f(K) ⊂ U}

によってC(X,Y )の部分集合W (K,U)を定める。

{W (K,U) | K : Xのコンパクト部分集合, U : Y の開集合 }

の生成するC(X, Y )の位相をコンパクト開位相という。今後、連続写像の集合を
位相空間として扱う際はコンパクト開位相を考える。
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X, Y, Zを位相空間とする。連続写像 ϕ : X × Y → Zに対して x ∈ Xをとると
ϕ(x, ·) : Y → Zとなりこれも連続写像になる。よって、ϕ : X → C(Y, Z)とみな
すことができる。さらにこの写像は C(Y, Z)のコンパクト開位相に関して連続に
なることが知られている。また、

C(Y, Z)× C(X, Y ) → C(X,Z) ; (f, g) 7→ f ◦ g

はこれらのコンパクト開位相に関して連続写像になることも知られている。
ファイバー束の定義は次のように書き換えることができる。Bの開被覆 {Uα}α∈A

と位相同型写像 ϕα : Uα × F → p−1(Uα)が存在して

p ◦ ϕα(b, y) = b ((b, y) ∈ Uα × F )

が成り立つ。
上の設定において Uα ∩ Uβ ̸= ∅が成り立つとき、ϕ−1

β ◦ ϕα : (Uα ∩ Uβ) × F →
(Uα ∩ Uβ)× F は位相同型写像になり、ϕ−1

β ◦ ϕα(x, y)の第 1成分は xに一致する。
一般に位相空間Xの位相同型写像全体の成す群をHomeo(X)で表すと、

ϕ−1
β ◦ ϕα(x, y) = (x,Φαβ(x)y) ((x, y) ∈ (Uα ∩ Uβ)× F )

となる写像Φαβ : Uα ∩ Uβ → Homeo(F ) が存在する。コンパクト開位相の性質よ
り、Homeo(F )のコンパクト開位相に関してΦαβは連続である。Φαβをファイバー
束の座標変換という。{Uα × F}を座標変換 {Φαβ}によって貼り合わせてファイ
バー束ができているとみなせる。GをHomeo(F )の部分群とする。座標変換の値
がすべてGに含まれるとき、Gをファイバー束の構造群という。このとき、ファ
イバー束は構造群Gを持つともいい、(E, p,B, F,G)で表す。
K = R,Cとする。Kを成分に持つ n次正方行列全体の成す群をGL(n,K)で表

し、K一般線形群と呼ぶ。GL(n,K) ⊂ Homeo(K)となるので、GL(n,K)にはコン
パクト開位相が入る。他方、GL(n,K)はn次正方行列全体のなすベクトル空間Rn2

の部分集合なので、その部分位相も持つが、この位相は上記のコンパクト開位相と
一致することがわかる。位相空間Bを底空間とするファイバー束 (E, p,B,Kn)が
構造群GL(n,K)を持つとき、(E, p,X,Kn, GL(n,K))をKベクトル束という。た
だし、GL(n,K)のKnへの自然な作用によりGL(n,K) ⊂ Homeo(Kn)とみなす。
例 2.1.4で示した多様体の接ベクトル束はベクトル束の例になっている。

定義 2.1.7 (E, p,B, F,G)と (E ′, p′, B′, F,G)をファイバーと構造群が等しく、構造
群のファイバーへの作用も等しいファイバー束とする。(E, p,B, F )から (E ′, p′, B′, F )

への束写像 (f̄ , f)が次の条件を満たすとき、構造群を持つファイバー束の束写像と
いう。(E, p,B, F,G)の局所自明化近傍の族を {(Uα, ϕα)}α∈Aとし、(E ′, p′, B′, F,G)

の局所自明化近傍の族を {(Vβ, ψβ)}β∈Bとする。Uα ∩ f−1(Vβ) ̸= ∅となるα ∈ Aと
β ∈ Bに対して、x ∈ Uα ∩ f−1(Vβ)をとると、

F → F ; y 7→ pr2 ◦ ψ−1
β ◦ f̄ ◦ ϕα(x, y)
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はGの元になる。さらにB = B′であり、f = 1Bが成り立つとき、(f̄ , f)を構造
群を持つファイバー束の束同型写像といい、(E, p,B, F,G)と (E ′, p′, B, F,G)は構
造群を持つファイバー束として同値であるという。

2.2 主束
群 Gが位相構造を持ち、群の演算が連続写像になるとき、Gを位相群という。

Lie群は位相群である。
Gを位相群とする。GのG自身への右からの積によって定まる右からの作用に

関してGをファイバーとして構造群をGとするファイバー束 (E, p,B,G,G)をG

主束またはGが明らかな場合は単に主束といい、(E, p,B,G)で表す。

例 2.2.1 (E, p,B,Kn, GL(n,K))をベクトル束とする。Eのn個の積EnとBの積
の部分集合 F (E)を

F (E) = {(f1, . . . , fn, b) ∈ En ×B | p(f1) = · · · = p(fn) = b,

f1, . . . , fnは p−1(b)の基底 }

によって定める。n次元Kベクトル空間 V の基底の全体は、Knから V へのK線
形同型写像の全体と自然に一対一対応を持つ。e1, . . . , enをKnの標準基底とした
とき、V の基底 f1, . . . , fnと u(ei) = fiを満たすK線形同型写像 u : Kn → V を対
応させればよい。この対応により

F (E) =
∪
b∈B

{u : Kn → p−1(b) | uはK線形同型写像 }

とみなせる。
p′ : F (E) → B ; (f1, . . . , fn, b) 7→ b

によって p′ を定めると、各 b ∈ B に対して (p′)−1(b) は Kn から p−1(b) への K
線形同型写像の全体になる。これにGL(n,K)は次のように右から作用する。Kn

から p−1(b)への K線形同型写像 uに対して、u ◦ g も Kn から p−1(b)への K線
形同型写像になり、これにより GL(n,K)は F (E)に右から作用する。n次元 K
ベクトル空間の基底の全体は GL(n,K)との間に一対一対応があるので、以上の
設定の元で (F (E), p′, B,GL(n,K), GL(n,K)) は主束になる。これをベクトル束
(E, p,B,Kn, GL(n,K))のフレーム束という。

位相群Gが位相空間X に右から作用し、Gが位相空間 Y に左から作用すると
き、x ∈ X, y ∈ Y と g ∈ Gに対して

(x, y) ∼ (x · g, g−1 · y)
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によって、X × Y における二項関係∼を定めると、∼は同値関係になる。この同
値関係による商空間を

X ×G Y = X × Y/ ∼

で表す。商空間には商位相を導入しておく。(x, y) ∈ X×Y の定める同値類を [x, y]

で表す。
上記の二項関係が同値関係になることを証明しておく。Gの単位元を eで表すと

(x, y) ∼ (x · e, e−1 · y) = (x, y)

となる。(x, y) ∼ (x1, y1)とすると、ある g ∈ Gが存在して x1 = x · g, y1 = g−1 · y
が成り立つ。これより、x = x1 · g−1, y = g · y1 となり、(x1, y1) ∼ (x, y)が成
り立つ。さらに (x1, y1) ∼ (x2, y2)が成り立つとすると、ある h ∈ Gが存在して
x2 = x1 · h, y2 = h−1 · y1が成り立つ。このとき、

x2 = x1 · h = (x · g) · h = x · (gh),
y2 = h−1 · y1 = h−1 · (g−1 · y) = (h−1g−1) · y = (gh)−1 · y

となり、(x, y) ∼ (x2, y2)が成り立つ。以上より、∼がX × Y の同値関係であるこ
とがわかる。

例 2.2.2 GをGL(n,R)の部分群とする。GはG自身に右から作用し、GはRnに
左から作用する。このとき、G×G Rn = Rnが成り立つ。

証明
Φ : Rn → G×G Rn ; v 7→ [1n, v]

が全単射になることを示す。任意の (g, v) ∈ G × Rnに対して、[g, v] = [1n, g
−1v]

となるので、Φは全射である。[1n, v] = [1n, v
′]とすると、v = v′となり、Φは単射

である。したがって、Φは全単射である。さらにΦは位相同型写像になることも
わかる。

定理 2.2.3 Gを位相群とする。G主束 (E, p,B,G)とGが左から作用する位相空
間 F に対して、連続写像 p′ : E ×G F → Bを p′[x, y] = p(x)で定める。このとき、
(E ×G F, p

′, B, F )はファイバー束になる。Gが F に効果的に作用するときは、任
意のファイバー束 (Ē, p̄, B, F,G)に対してあるG主束 (E, p,B,G)が存在し、ファ
イバー束 (E ×G F, p

′, B, F,G)は (Ē, p̄, B, F,G)と同値になる。さらに、この対応
はB上のG主束の同値類とB上の構造群Gとファイバー F を持つファイバー束
の同値類の間に一対一対応を与える。

定義 2.2.4 上記の定理の設定の元で、(E ×G F, p
′, B, F )を主束 (E, p,B,G)の同

伴ファイバー束といい、(E, p,B,G)は (E ×G F, p
′, B, F )の同伴主束という。
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例 2.2.5 例 2.2.1で構成したベクトル束のフレーム束はベクトル束の同伴主束で
あり、ベクトル束はフレーム束の同伴ファイバー束である。

定理 2.2.6 Gを Lie群とし、H,K は Gの閉部分群でありH ⊃ K を満たすとす
る。(G, p,G/H,H)はH 主束であり、(G/K, p,G/H,H/K,H)はその同伴ファイ
バー束である。

2.3 ファイバー束のホモトピー
構造群Gを持つファイバー束 (E, p,B, F,G)に対して、

(E × [0, 1], p× 1[0,1], B × [0, 1], F,G)

はファイバー束になる。π : B × [0, 1] → B ; (x, t) 7→ xを自然な射影とすると、
(E × [0, 1], p× 1[0,1], B × [0, 1], F,G)は π#(E, p,B, F,G)に一致する。t ∈ [0, 1]に
対して埋め込み it : B → B × [0, 1] ; x 7→ (x, t) を定めると、(E, p,B, F,G)は
i#t (E × [0, 1], p× 1[0,1], B × [0, 1], F,G)に一致する。

定義 2.3.1 構造群Gを持つファイバー束 (E, p,B, F,G)と (E ′, p′, B′, F,G)に対し
て、(E × [0, 1], p× 1[0,1], B× [0, 1], F,G)から (E ′, p′, B′, F,G)への束写像をファイ
バー束のホモトピーという。これがH : E × [0, 1] → E ′で与えられているとき、
ht = H(·, t) : E → E ′もファイバー束のホモトピーという。このとき、h0と h1は
ホモトープであるといい、h0 ≃ h1 : (E, p,B, F,G) → (E ′, p′, B′, F,G) と表す。

ファイバー束のホモトピーの存在を示す定理を述べるときに必要になるパラコ
ンパクトの概念を導入し、その基本的性質について述べておく。
Xを位相空間とし、U = {Uα}α∈AをXの部分集合の族とする。Xの任意の点 x

に対して xのある開近傍 V が存在して {α ∈ A | V ∩Uα ̸= ∅} が有限集合になると
き、Uを局所有限という。U = {Uα}α∈Aと V = {Vi}i∈IがXの被覆であるとする。
任意の i ∈ I に対してある α ∈ Aが存在して Vi ⊂ Uαを満たすとき、V を U の細
分と呼ぶ。位相空間Xの任意の開被覆に対して、その細分でしかも局所有限な開
被覆が存在するとき、Xをパラコンパクトという。

定理 2.3.2 Xを位相多様体とすると、次の条件は同値になる。

(1) Xは第二可算公理を満たす。

(2) Xはパラコンパクトであり、Xの連結成分の個数は高々可算である。

定理 2.3.3 (E, p,B, F,G)と (E ′, p′, B′, F,G)は同じ構造群GとファイバーF を持
つファイバー束とする。さらに、BはパラコンパクトHausdorff空間であると仮定す
る。束写像 (h̄, h) : (E, p,B, F,G) → (E ′, p′, B′, F,G)とホモトピーH : B× [0, 1] →
B′に対して、ht = H(·, t) : B → B′と表す。h = h0であれば、ファイバー束のホ
モトピー h̄t : E :→ E ′が存在し、p′ ◦ h̄t = ht ◦ p (t ∈ [0, 1])を満たす。



16

第3章 ホモトピー群とファイバー
空間

3.1 ホモトピー群
1.1節では 1次元の区間からの連続写像である道のホモトピー類によって基本群

を定義した。この節ではこれを一般次元に拡張してホモトピー群を定義し、その
基本的性質について述べる。
ホモトピー群の定義に必要な記号を定め、ホモトピー群を定義する。位相空間

Xとその部分集合A1, . . . , Anおよび位相空間 Y とその部分集合B1, . . . , Bnに対し
て連続写像 f : (X,A1, . . . , An) → (Y,B1, . . . , Bn)のホモトピー類を [f ]で表し、

[X,A1, . . . , An;Y,B1, . . . , Bn] = {[f ] | f ∈ C(X,A1, . . . , An;Y,B1, . . . , Bn)}

によってホモトピー類の集合を定める。単位区間を I = [0, 1]と表し、I0 = {0}で
n ≥ 1のときは In = I × · · · × I ⊂ Rnによって単位 n立方体 Inを定める。Inの境
界 ∂Inは

∂In = {(ti) ∈ In | ∃i ti = 0または 1}

と表せる。∂I0 = ∅である。∂Inの部分集合 Jn−1を

J0 = ∅, Jn−1 = ∂In − In−1 × {0} (n ≥ 2)

によって定める。位相空間Xの部分集合Aおよびその点 x0に対して、

πn(X,A, x0) = [In, ∂In, Jn−1;X,A, x0]

によって πn(X,A, x0)を定める。さらに

πn(X, x0) = [In, ∂In;X, x0]

によって πn(X, x0)を定める。これは πn(X, x0, x0)に一致する。
h1, h2 ∈ C(In, ∂In, Jn−1;X,A, x0)に対して

(h1 ∗ h2)(t1, . . . , tn) =

{
h1(2t1, t2, . . . , tn) (0 ≤ t1 ≤ 1/2),

h2(2t1 − 1, t2, . . . , tn) (1/2 ≤ t1 ≤ 1)
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によって h1 ∗ h2を定めると、h1 ∗ h2 ∈ C(In, ∂In, Jn−1;X,A, x0)が成り立つこと
がわかる。h1 ∗ h2を h1と h2の積という。ただし、積の定義は n > 1のとき、ま
たは、n = 1かつ A = x0 のとき意味がある。n = 1のときは、π1(X,A, x0) =

[I, ∂I, ∅;X,A, x0] = [I, ∂I;X,A]となり、Aが 2点以上持つときは積が定まらない。
さらに、ホモトピー類に対しても積が定まり、πn(X,A, x0)は定値写像 0x0のホモ
トピー類を単位元に持つ群になる。これを n次ホモトピー群という。n = 1かつ
A = x0のときは基本群に他ならない。
基本群は可換群になるとは限らないが、n > 2または n = 2かつA = x0のとき

ホモトピー群 πn(X,A, x0)は可換群になる。
連続写像 f : (X,A, x0) → (Y,B, y0)は写像

f∗ : πn(X,A, x0) → πn(Y,B, y0) ; [h] 7→ f∗[h] = [f ◦ h]

を定める。積が定まるときは、f∗はホモトピー群の間の準同型写像になる。
特定の元を持つ集合の系列 (Xn, xn)およびそれらの間の写像の系列 fn : Xn →

Xn−1に対して、各 nについて fn+1(Xn+1) = f−1
n (xn−1)が成り立つとき、この写像

の系列を完全系列という。群の系列の場合には、特定の元は単位元とし写像は準
同型写像を考える。

命題 3.1.1 位相空間Xとその部分集合Aおよびその点 x0に対して、i : (A, x0) →
(X, x0), j : (X, x0, x0) → (X,A, x0)を包含写像とし、

∂ : πn+1(X,A, x0) → πn(A, x0) ; [h] 7→ ∂[h] = [h|In×{0}]

によって ∂を定めると、n ≥ 1のとき ∂は群の準同型写像になり、

· · · → πn+1(X,A, x0)
∂→ πn(A, x0)

i∗→ πn(X, x0)
j∗→ πn(X,A, x0)

∂→

· · · → π1(X,A, x0)
∂→ π0(A)

i∗→ π0(X)

は完全系列になる。連続写像 f : (X,A, x0) → (Y,B, y0)に対して

−−−−→ πn+1(X,A, x0)
∂−−−−→ πn(A, x0)

i∗−−−−→ πn(X,x0)
j∗−−−−→ πn(X,A, x0)

∂−−−−→

f∗

y f∗

y f∗

y f∗

y
−−−−→ πn+1(Y,B, y0)

∂−−−−→ πn(B, y0)
i∗−−−−→ πn(Y, y0)

j∗−−−−→ πn(Y,B, y0)
∂−−−−→

は可換図式になる。

証明の概略 [h] ∈ πn+1(X,A, x0)をとると h : (In+1, ∂In+1, Jn) → (X,A, x0)で
ある。In × {0} ⊂ ∂In+1より、h(In × {0}) ⊂ h(∂In+1) ⊂ Aが成り立つ。さら
に ∂In × {0} = In × {0} ∩ Jn ⊂ Jnより、h(∂In × {0}) ⊂ h(Jn) = {x0}となり、
h(∂In × {0}) = {x0}が成り立つ。したがって、h|In×{0} : (I

n, ∂In) → (A, x0)とな
り、[h|In×{0}] ∈ πn(A, x0)が定まる。
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n ≥ 1のとき、∂ : πn+1(X,A, x0) → πn(A, x0)が群の準同型写像になることを示
す。h1, h2 ∈ C(In+1, ∂In+1, Jn;X,A, x0)に対して、

∂([h1][h2]) = ∂[h1 ∗ h2] = [(h1 ∗ h2)|In×{0}]

であり、積の定義とn ≥ 1であることより (h1∗h2)|In×{0} = (h1|In×{0})∗(h2|In×{0})

がわかる。よって、上のホモトピー類は次に等しくなる。

[(h1|In×{0}) ∗ (h2|In×{0})] = [h1|In×{0}][h2|In×{0}] = ∂[h1]∂[h2].

したがって、∂は群の準同型写像になることがわかる。他の i∗と j∗が群の準同型
写像になることは基本群の場合と同様にわかる。
問題の系列が完全系列であることを示す。

πn+1(X,A, x0)
∂→ πn(A, x0)

i∗→ πn(X, x0)

において、im∂ = ker i∗が成り立つことを示す。そのためにまず i∗ ◦ ∂ = 0を示す。
In+1内で ∂In ×{0}を固定したまま、In ×{0}を Jnに連続的に変形できる。した
がって、h|In×{0}をX内で h|Jn = 0x0に連続的に変形できる。すなわち、

i ◦ h|In×{0} ≃ 0x0 : (I
n, ∂In) → (X, x0)

つまり、i∗ ◦∂[h] = 0となり、i∗ ◦∂ = 0を得る。よって、∂(πn+1(X,A, x0)) ⊂ ker i∗
が成り立つ。逆の包含関係を示すために [h] ∈ πn(A, x0)が i∗[h] = 0を満たすと仮
定する。i ◦ h ≃ 0x0 : (I

n, ∂In) → (X, x0)となるので、これを与えるホモトピーを
H : (In × I, ∂In × I) → (X, x0) とする。

H(x, 0) = h(x) ∈ A, H(x, 1) = x0 (X ∈ In)

が成り立つ。さらに、H(∂In × I) = {x0}であり、

H(∂In+1) = H(In × {0} ∪ ∂In × I ∪ In × {1}) ⊂ A,

H(Jn) = H(∂In × I ∪ In × {1}) = {x0}

が成り立つ。よって、[H] ∈ [In+1, ∂In+1, Jn;X,A, x0] = πn+1(X,A, x0) であり、
∂[H] = [H|In×{0}] = [h]となる。したがって、ker i∗ ⊂ πn+1(X,A, x0)となり、
ker i∗ = πn+1(X,A, x0)が成り立つ。他の部分の完全性も定義に従って証明できる。
f : (X,A, x0) → (Y,B, y0)が誘導する写像を含む図式が可換になることを示す。

πn+1(X,A, x0)
∂−−−→ πn(A, x0)

f∗

y f∗

y
πn+1(Y,B, y0)

∂−−−→ πn(B, y0)
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についてまず考える。[h] ∈ πn+1(X,A, x0)に対して

f∗ ◦ ∂[h] = f∗[h|In×{0}] = [f∗ ◦ (h|In×{0})] = [(f ◦ h)|In×{0}] = ∂[f ◦ h] = ∂ ◦ f∗[h]

となり、f∗ ◦ ∂ = ∂ ◦ f∗が成り立つ。他の部分については、連続写像の誘導する準
同型写像なので、簡単に図式が可換であることがわかる。以上より、問題の図式
は可換になる。

連続写像 h : (In, ∂In) → (X, x1)と道 c : (I, 0, 1) → (X, x0, x1)に対してホモト
ピー ht : I

n → Xであって h1 = hかつ ht(∂I
n) = c(t)を満たすものをとることが

できる。このときホモトピー類 [c]に対して写像

[c]∗ : πn(X, x1) → πn(X, x0) ; [h] 7→ [c]∗[h] = [h0]

が定まる。[c]∗はホモトピー群の同型写像になる。さらに x0 = x1の場合を考える
と、π1(X, x0)は πn(X, x0)に作用する。
X が弧状連結ならば、上のことから X の任意の点 x0 に関するホモトピー群

πn(X, x0)は同型になる。そこでそれを単にπn(X)とも書く。Aが弧状連結ならば、
上と同様にAの任意の点 x0に関するホモトピー群 πn(X,A, x0)は同型になる。そ
こでそれを単に πn(X,A)とも書く。

3.2 Serreファイバー空間と道の空間
定義 3.2.1 E,Bを位相空間とし、p : E → Bを連続な全射とする。次の性質が成
り立つとき、(E, p,B)を Serreファイバー空間という。各 n = 0, 1, 2, · · · につい
て、連続写像 f : In → EとH : In × I → Bが

(p ◦ f)(x) = H(x, 0) (x ∈ In)

を満たすとき、ある連続写像 H̄ : In × I → Eが存在して次の等式を満たす。

H = p ◦ H̄, H̄(x, 0) = f(x) (x ∈ In).

このとき、E を全空間、pを射影、Bを底空間、b ∈ Bに対して p−1(b)を b上の
ファイバーという。

(E, p,B)と (E ′, p′, B′)を Serreファイバー空間とする。連続写像 f̄ : E → E ′と
f : B → B′の組 (f̄ , f)がファイバー写像であるとは、p′ ◦ f̄ = f ◦ pが成り立つこ
とである。このとき、b ∈ Bに対して

p′ ◦ f̄(p−1(b)) = f ◦ p(p−1(b)) = f(b)
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となるので、f̄(p−1(b)) ⊂ (p′)−1(f(b))が成り立ち、f̄ : E → E ′はファイバーを
保つ。
(E, p,B)を Serreファイバー空間とし、f : B′ → Bを位相空間の間の連続写像

とする。

f#E = {(x, b′) ∈ E ×B′ | p(x) = f(b′)},
f̄ : f#E → E ; (x, b′) 7→ x,

p′ : f#E → B′ ; (x, b′) 7→ b′

とおくと、(f#E, p′, B′)は Serreファイバー空間になり、(f̄ , f)は (f#E, p′, B′)か
ら (E, p,B)へのファイバー写像になる。(f#E, p′, B′)を f によって (E, p,B)から
誘導された Serreファイバー空間といい、f#(E, p,B)で表す。

定理 3.2.2 (E, p,B, F,G)をファイバー束とすると、(E, p,B)は Serreファイバー
空間である。特に、被覆空間は Serreファイバー空間である。

証明の概略 連続写像 f : In → EとH : In × I → Bが

(p ◦ f)(x) = H(x, 0) (x ∈ In)

を満たすとする。fによって (E, p,B, F,G)から誘導されたファイバー束 (定義2.1.6)

(f#E, p′, In, F,G)を考える。これに定理 2.3.3を適用することにより、定理の主張
が成り立つことがわかる。

位相空間Xとその部分集合A,Bに対して、次のように道の空間を定める。

Ω(X,A,B) = C(I, 0, 1;X,A,B).

位相はコンパクト開位相を考える。

定理 3.2.3 Xを弧状連結位相空間とし、A,BをXの部分集合とする。

p : Ω(X,A,B) → A×B ; c 7→ p(c) = (c(0), c(1)),

p0 : Ω(X,A,B) → A ; c 7→ p0(c) = c(0),

p1 : Ω(X,A,B) → B ; c 7→ p1(c) = c(1)

によって写像 p, p0, p1を定めると、コンパクト開位相に関してこれらは連続写像
になる。さらに、(Ω(X,A,B), p, A×B), (Ω(X,A,B), p0, A),(Ω(X,A,B), p1, B)は
Serreファイバー空間である。

証明 コンパクト開位相の性質より、p, p0, p1は連続写像になる。Xが弧状連結
であることから、p, p0, p1は全射になる。



3.2. Serreファイバー空間と道の空間 21

(Ω(X,A,B), p, A×B)が Serreファイバー空間であることを示す。連続写像 f :

In → Ω(X,A,B)とH : In × I → A×Bが

H(x, 0) = p(f(x)) (x ∈ In)

を満たすと仮定する。H の像はA × Bに含まれるので、(x, t) ∈ In × I に対して
H(x, t)のA成分をH0(x, t)としH(x, t)のB成分をH1(x, t)とすると、

H(x, t) = (H0(x, t), H1(x, t)) ((x, t) ∈ In × I)

となる。さらに、x ∈ Inに対して

(H0(x, 0), H1(x, 0)) = H(x, 0) = p(f(x)) = (f(x)(0), f(x)(1))

となるので、

H0(x, 0) = f(x)(0), H1(x, 0) = f(x)(1) (x ∈ In)

が成り立つ。連続写像 H̄ : In × I → Ω(X,A,B)を次式で定める。

H̄(x, t)(s) =


H0(x, t− 4s) (0 ≤ s ≤ t/4),

f(x)
(
4s−t
4−2t

)
(t/4 ≤ s ≤ (4− t)/4),

H1(x, 4s+ t− 4) ((4− t)/4 ≤ s ≤ 1).

H̄の定め方およびコンパクト開位相の性質より、H̄は連続写像になる。定め方よ
り (x, t) ∈ In × Iに対して

p ◦ H̄(x, t) = (H̄(x, t)(0), H̄(x, t)(1)) = (H0(x, t− 4 · 0), H1(x, 4 · 1 + t− 4))

= (H0(x, t), H1(x, t)) = H(x, t)

となり、p ◦ H̄ = Hが成り立つ。x ∈ In, s ∈ Iに対して

H̄(x, 0)(s) = f(x)

(
4s

4

)
= f(x)(s)

となり、H̄(x, 0) = f(x)が成り立つ。以上より、(Ω(X,A,B), p, A × B)は Serre

ファイバー空間である。(Ω(X,A,B), p0, A),(Ω(X,A,B), p1, B)の場合も同様に証
明できる。

定理 3.2.4 (E, p,B)を Serreファイバー空間とする。b0 ∈ Bと e0 ∈ p−1(b0)をと
り、F0 = p−1(b0)とおく。このとき、

p∗ : πn(E,F0, e0) → πn(B, b0)

は全単射になる。n ≥ 1のときは、p∗は群の同型写像になる。
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系 3.2.5 定理 3.2.4と同じ設定のもとで、E ⊃ F0 ∋ e0に対して命題 3.1.1で定め
た ∂ : πn+1(E,F0 e0) → πn(F0, e0) を使って

∆ = ∂ ◦ p−1
∗ : πn+1(B, b0) → πn(F0, e0)

とおくと、

· · · → πn+1(B, b0)
∆→ πn(F0, e0)

i∗→ πn(E, e0)
p∗→ πn(B, b0)

∆→

· · · → π1(B, b0)
∆→ π0(F0)

i∗→ π0(E)

は完全系列になる。

証明 命題 3.1.1の完全系列を (E,F0, e0)に適用すると

· · · → πn+1(E,F0, e0)
∂→ πn(F0, e0)

i∗→ πn(E, e0)
j∗→ πn(E,F0, e0)

∂→

· · · → π1(E,F0, e0)
∂→ π0(F0)

i∗→ π0(E)

は完全系列になる。πn+1(E,F0, e0)を定理 3.2.4の全単射対応を使って πn+1(B, b0)

に置き換えると、∆ = ∂ ◦ p−1
∗ と p∗ ◦ j∗ = p∗より、系の完全系列を得る。

系 3.2.6 (X̃, p,X)を被覆空間とする。x0 ∈ Xと x̃0 ∈ p−1(x0)をとる。このとき、
n > 1について p∗ : πn(X̃, x̃0) → πn(X, x0)は群の同型写像になる。

証明 (X̃, p,X)が被覆空間であることから、F0 = p−1(x0)は離散的である。よっ
て、n > 0に対して πn(F0, x̃0) = {0}が成り立つ。定理 3.2.2より (X̃, p,X)は Serre

ファイバー空間になり、定理 3.2.4を適用すると、n > 1のとき

{0} i∗→ πn(X̃, x̃0)
p∗→ πn(X, x0)

∆→ {0}

は完全系列になる。よって、ker p∗ = Imi∗ = {0}となり p∗は単射であり、Imp∗ =

ker∆ = πn(X, x0)となり p∗は全射である。したがって、p∗は群の同型写像である。

3.3 n連結性
定義 3.3.1 位相空間X と x0 ∈ X に対して、0 ≤ i ≤ nについて πi(X, x0) = {0}
が成り立つとき、Xを n連結という。さらに x0 ∈ A ⊂ Xとなる部分集合Aに対
して、π0(A) = π0(X) = {0}かつ 0 ≤ i ≤ nについて πi(X,A, x0) = {0}が成り立
つとき、(X,A)を n連結という。

3.1節の最後に述べたことより、上のn連結の定義は点x0のとり方に依存しない。



3.3. n連結性 23

補題 3.3.2 位相空間 X とその部分集合 Aおよび x0 ∈ Aについて π0(A, x0) =

π0(X, x0) = {0}が成り立つとする。このとき、(X,A)が n連結であるための必要
十分条件は、i∗ : πi(A, x0) → πi(X, x0)が i < nのとき同型写像であり、かつ i = n

のとき全射になることである。

証明 命題 3.1.1の完全系列

· · · → πi+1(X,A, x0)
∂→ πi(A, x0)

i∗→ πi(X, x0)
j∗→ πi(X,A, x0)

∂→

· · · → π1(X,A, x0)
∂→ π0(A)

i∗→ π0(X)

を利用する。(X,A)が n連結であると仮定する。

πn(A, x0)
i∗→ πn(X, x0)

j∗→ πn(X,A, x0) = {0}

は完全系列なので imi∗ = ker j∗ = πn(X, x0)となり、i∗ : πn(A, x0) → πn(X, x0)は
全射である。i < nのとき

{0} = πi+1(X,A, x0)
∂→ πi(A, x0)

i∗→ πi(X, x0)
j∗→ πi(X,A, x0) = {0}

は完全系列なので {0} = im∂ = ker i∗ かつ imi∗ ker j∗ = πi(X, x0)となり、i∗ :

πi(A, x0) → πi(X, x0)は同型写像である。
逆に i∗ : πi(A, x0) → πi(X, x0)が i < nのとき同型写像であり、かつ i = nのと

き全射になると仮定する。i ≤ nのとき、

πi(A, x0)
i∗→ πi(X, x0)

j∗→ πi(X,A, x0)
∂→ πi−1(A, x0)

i∗→ πi−1(X, x0)

は完全系列なので πi(X, x0) = imi∗ = ker j∗となり、j∗ = 0が成り立つ。さらに、
{0} = ker i∗ = im∂となり、πi(X,A, x0) = ker ∂ = imj∗ = {0}が成り立つ。した
がって、(X,A)は n連結である。

補題 3.3.3 Serreファイバー空間 (E, p,B)と b0 ∈ Bおよび F0 = p−1(b0) ∋ e0に
ついて、Bが n連結であるための必要十分条件は、i∗ : πi(F0, e0) → πi(E, e0)が
i < nのとき同型写像であり、かつ i = nのとき全射になることである。

証明 系 3.2.5を使って補題 3.3.2と同様に証明できる。

定理 3.3.4 n次元球面 Sn = {x ∈ Rn+1 | |x| = 1}は (n− 1)連結である。

証明 x0 ∈ Snをとる。i ≤ n− 1とする。連続写像 f : (I i, ∂I i) → (Sn, x0)を任
意にとる。fを滑らかな写像 gで近似すると、gは fとホモトープになる。i ≤ n−1

より gの像は i次元の広がりを持つことになり、gは Snにおいて一点にホモトー
プになる。したがって、f は一点にホモトープになり、πi(Sn, x0) = {0}が成り立
つ。したがって、Snは (n− 1)連結である。
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K = R,C,Hとする。Kの元を成分とする n次正方行列の全体をM(n,K)で表
す。X = (Xij) ∈M(n,K)に対してX∗ = (X̄ji)とする。

U(n,K) = {g ∈M(n,K) | gg∗ = 1n}

によってU(n,K)を定める。ここで、1nはn次単位行列である。U(n,K)はGL(n,K)

の閉部分群になり、閉 Lie部分群になる。通常は

U(n,R) = O(n), U(n,C) = U(n), U(n,H) = Sp(n)

と記述するが、これらを統一的に扱うときにはU(n,K)という記号を使う。さらに

SO(n) = {g ∈ O(n) | det g = 1}, SU(n) = {g ∈ U(n) | det g = 1}

によって SO(n), SU(n)を定める。これらも閉 Lie部分群になる。

定理 3.3.5 dK = dimR Kによって dKを定める。U(n +m,K)/{1n} × U(m,K)は
(dK(m+ 1)− 2)連結である。SU(n+m)/{1n} × SU(m)は 2m連結である。

証明 Km+1 ∼= RdK(m+1)であり、

SdK(m+1)−1 = {x ∈ Km+1 | |x| = 1}

にU(m+1,K)は推移的作用することがわかる。e1 = (δi1) ∈ SdK(m+1)−1とすると、

{g ∈ U(m+ 1) | ge1 = e1} = {1} × U(m,K)

が成り立つ。よって、SdK(m+1)−1 ∼= U(m + 1,K)/{1} × U(m,K) が成り立つ。自
然な射影 U(m+ 1,K) → SdK(m+1)−1を pで表すと、例 2.1.5より

(U(m+ 1,K), p, SdK(m+1)−1, U(m,K))

はファイバー束になる。定理 3.2.2より Serreファイバー空間になり、定理 3.3.4よ
り SdK(m+1)−1は (dK(m + 1)− 2)連結である。したがって、補題 3.3.3を適用する
ことができ、

i∗ : πi(U(m,K)) → πi(U(m+ 1,K))

は i = dK(m + 1) − 2のとき全射になり、i < dK(m + 1) − 2のとき同型写像にな
る。これより、i = dK(m+ 1)− 2のとき、

i = dK(m+ 1)− 2 < dK(m+ 2)− 2 < · · · < dK(m+ n)− 2

となるので、

πi(U(m,K)) → πi(U(m+ 1,K)) → πi(U(m+ 2,K)) → · · · → πi(U(m+ n,K))
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の最初の写像は全射であり、残りは同型写像になる。特にすべてを合成した

πi(U(m,K)) → πi(U(m+ n,K))

は i = dK(m+1)− 2のとき全射になる。i < dK(m+1)− 2のとき、上の準同型写
像の系列はすべて同型写像になりすべてを合成した

πi(U(m,K)) → πi(U(m+ n,K))

は同型写像になる。以上より

i = dK(m+ 1)− 2 ⇒ πi(U(m,K)) → πi(U(m+ n,K)) :全射

i < dK(m+ 1)− 2 ⇒ πi(U(m,K)) → πi(U(m+ n,K)) :同型写像

が成り立つ。これを利用して、補題 3.3.3をファイバー束

(U(m+ n,K), p, U(m+ n,K)/{1n} × U(m,K), U(m,K))

に適用すると、U(m + n,K)/{1n} × U(m,K) は (dK(m + 1)− 2)連結であること
がわかる。
SU(n+m)/{1n} × SU(m) ∼= U(n+m)/{1n} × U(m) なので、上で得た結果よ

りこれは (dK(m+1)− 2)連結である。ここで dK(m+1)− 2 = 2(m+1)− 2 = 2m

なので、2m連結である。

上記定理の n = 1の場合は球面の幾何学的な議論から出てくるホモトピー群の
性質であり、n ≥ 2の場合は球面のホモトピー群の性質とファイバー束のホモト
ピー群の完全系列から代数的な議論から出てくる性質である。

系 3.3.6 次のホモトピー群の同型が成り立つ。

i < n− 1 ⇒ πi(SO(n)) ∼= πi(SO(n+ 1))

i < 2n⇒ πi(U(n)) ∼= πi(U(n+ 1)), πi(SU(n)) ∼= πi(SU(n+ 1))

i < 4n+ 2 ⇒ πi(Sp(n)) ∼= πi(Sp(n+ 1))

証明 ファイバー束 (SO(n+1), p, Sn, SO(n))に補題3.3.3を適用する。定理3.3.4

より Snは (n− 1)連結なので、i < n− 1のとき πi(SO(n)) ∼= πi(SO(n+ 1))が成
り立つ。
ファイバー束 (U(n+1), p, S2n+1, U(n))に補題 3.3.3を適用する。定理 3.3.4より

S2n+1は 2n連結なので、i < 2nのとき πi(U(n)) ∼= πi(U(n+ 1))が成り立つ。
同様にファイバー束 (SU(n+1), p, S2n+1, SU(n))に補題3.3.3を適用する。i < 2n

のとき πi(SU(n)) ∼= πi(SU(n+ 1))が成り立つ。
ファイバー束 (Sp(n+1), p, S4n+3, Sp(n))に補題 3.3.3を適用する。定理 3.3.4よ

り S4n+3は (4n + 2)連結なので、i < 4n + 2のとき πi(Sp(n)) ∼= πi(Sp(n + 1))が
成り立つ。
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4.1 CW複体
単位胞体Dnを

Dn =

{
(t1, . . . , tn) ∈ Rn

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

t2i ≤ 1

}
によって定める。Dnの境界 ∂Dnは単位球面 Sn−1に一致する。
位相空間Xの部分集合 enが n胞体であるとは、Dnから enの閉包 ēnへの連続

写像 χ : Dn → ēnが存在して、χのDnの内部への制限が enへの位相同型写像に
なることである。χを enの特性写像といい、nを胞体 enの次元、∂en = ēn − enを
enの境界という。

定義 4.1.1 位相空間X とその胞体の族 {eα}α∈Aの組 (X, {eα}α∈A)が胞複体であ
るとは、これらが次の条件を満たすことである。

(1) XはHausdorff空間であり、X = ∪α∈Aeαは共通部分のない合併である。

(2) k次元以下の胞体の合併をXkで表すと、各胞体 eαについて ∂eα ⊂ Xdim eα−1

が成り立つ。

胞複体 (X, {eα}α∈A)の次元を

dim(X, {eα}α∈A) = max{dim eα | α ∈ A}

で定める。胞体の個数が有限の胞複体を有限胞複体という。胞複体 (X, {eα})に対
して、部分集合 Y ⊂ Xが

Y = ∪{eα | eα ⊂ Y }

を満たし、eα ⊂ Y ならば ēα ⊂ Y が成り立つとき、(Y, {eα | eα ⊂ Y })を (X, {eα})
の部分複体という。Y も部分複体という。

胞複体の部分複体は胞複体になる。

定義 4.1.2 X を位相空間、{Xα}α∈AをX の位相空間の部分空間の族とする。X
の任意の部分集合 Y について、Y が閉集合になるための必要十分条件が各 α ∈ A

についてXα ∩ Y がXαの閉集合になることであるとき、Xの位相を {Xα}α∈Aに
関する弱位相という。
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定義 4.1.3 胞複体 (X, {eα}α∈A)が次の条件を満たすとき、CW複体という。

(1) 各 α ∈ Aについて {β ∈ A | ēα ∩ eβ ̸= ∅} は有限集合である。

(2) Xの位相は {ēα}α∈Aに関する弱位相である。

有限胞複体は定義 4.1.3の二つの条件を満たすので、特にCW複体になる。

例 4.1.4 Dnにおいて

e0 = {(1, 0, . . . , 0)}, en−1 = Sn−1 − e0, en = {x ∈ Rn | |x| < 1}

によって e0, en−1, enを定めると、(Dn, {e0, en−1, en})は胞複体になりCW複体にな
る。さらに (Sn−1, {e0, en−1})は (Dn, {e0, en−1, en})の部分複体になる。

命題 4.1.5 (X, {eα})をCW複体とする。

(1) (X, {eα})の部分複体 Y は閉部分集合になり、Y もCW複体になる。

(2) X から位相空間 Zへの写像 f : X → Zについて、f が連続であるための必
要十分条件は各 eαについて f |ēα : ēα → Zが連続になることである。

(3) Xの各点は可縮な近傍を持つ。特に、Xは局所弧状連結かつ局所半単連結で
ある。

(4) Xはパラコンパクトである。

定理 1.4.5と命題 4.1.5の (3)より、CW複体の連結成分は普遍被覆空間を持つ。

命題 4.1.6 (X, Y )をCW複体とその部分複体の組とする。

(1) XとY は連結であり、X−Y の胞体の次元はnより大きいとすると、(X,Y )

は n連結になる。特に Y が一点 (0次元胞体)のみのときは、X は n連結に
なる。

(2) X − Y の各胞体の次元が n以下であると仮定する。位相空間Zが (n− 1)連
結ならば、連続写像 f : Y → Z はX に拡張できる。Z の部分集合 Aに対
して (Z,A)が nならば、連続写像 f : (X, Y ) → (Z,A)に対してホモトピー
ft : (X,Y ) → (Z,A)が存在して f0 = f , f1(X) ⊂ A, f1|Y = f |Y を満たす。

(3) 位相空間Zと連続写像 f : X → Zおよびホモトピー gt : Y → Zが f |Y = g0
を満たすならば、ホモトピー ft : X → Zが存在して f0 = f , ft|Y = gtを満
たす。
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定義 4.1.7 位相空間X,Y とその間の連続写像 f : X → Y がX の弧状連結成分
Xαを Y の弧状連結成分 Yαに写し、Y = ∪αXαと Y = ∪αYαが成り立つとする。
各 αおよび iについて f∗が πi(Xα)と πi(Yα)の間の同型を誘導するとき、X と Y

は弱ホモトピー同値であるという。

二つの位相空間X, Y がホモトピー同値であるならば、ホモトピー同値を与える
連続写像はホモトピー群の同型写像を誘導し、X, Y は弱ホモトピー同値になる。
CW複体に対してはこの逆の主張が成り立つことを示すのが次の定理である。

定理 4.1.8 (J. H. C. Whitehead) X, Y をCW複体とする。X, Y がホモトピー
同値になるための必要十分条件は、X,Y が弱ホモトピー同値になることである。

補題 4.1.9 {Mi}をコンパクト多様体の列とし、MiはMi+1の部分多様体である
と仮定する。このとき、∪iMiの {Mi}に関する弱位相に関して ∪iMiはCW複体
になる。

4.2 n普遍束
定義 4.2.1 Gを位相群とする。G主束 (E0, p0, B0, G)が n普遍であるとは、以下
が成り立つことである。次元が n以下の任意の CW複体X とその部分複体 Y に
対して、i : Y → X を包含写像とし、(E, p,X,G)をX 上の G主束とする。iに
よって (E, p,X,G)から誘導されたG主束 i#(E, p,X,G)から (E0, p0, B0, G)への
束写像 hY : i#(E, p,X,G) → (E0, p0, B0, G)に対して束写像 h : (E, p,X,G) →
(E0, p0, B0, G)であって h|i#E = hY を満たすものが存在する。

系 4.2.2 (定理 2.3.2の系) パラコンパクトHausdorff空間Bに対して以下が成り
立つ。

(1) i0 : B → B × I ; x 7→ (x, 0)によって i0を定める。B × I上のファイバー束
(E, p,B × I, F,G)に対して、i#0 (E, p,B × I, F,G)× Iは (E, p,B × I, F,G)

と同値である。

(2) ファイバー束 (E, p,B, F,G)と位相空間B′からBへの連続写像 f, gについ
て、f#(E, p,B, F,G)と g#(E, p,B, F,G)が同値であるための必要十分条件
は f と gがホモトープになることである。

(3) Bが可縮ならば、B上のファイバー束は自明なファイバー束と同値になる。

補題 4.2.3 G主束 (E0, p0, B0, G)が n普遍であるための必要十分条件は、E0 が
(n− 1)連結になることである。
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定理 4.2.4 (分類定理) (E0, p0, B0, G)をn普遍G主束とし、Xを次元がnより小さ
いCW複体とする。任意のG主束 (E, p,X,G)に対して、ある連続写像 f : X → B0

が存在して f#(E0, p0, B0, G)は (E, p,X,G)と同値になる。連続写像 g, h : X → B0

に対して、g ≃ hの必要十分条件は g#(E0, p0, B0, G)と h#(E0, p0, B0, G)が同値に
なることである。

上の定理より、Xを底空間とするG主束の同値類全体とXからB0への連続写
像のホモトピー類全体は一対一に対する。

定義 4.2.5 (E, p,B,G)を n普遍G主束とし、Gが位相空間 F に効果的に作用し
ているとする。(E, p,B,G)の同伴ファイバー束 (定義 2.2.4) (E ×G F, p

′, B, F,G)

を n普遍ファイバー束という。

系 4.2.6 (E0, p0, B0, F )をn普遍ファイバー束とし、Xを次元がnより小さいCW

複体とする。任意のファイバー束 (E, p,X, F )に対して、ある連続写像 f : X → B0

が存在して f#(E0, p0, B0, F )は (E, p,X, F )と同値になる。連続写像 g, h : X → B0

に対して、g ≃ hの必要十分条件は g#(E0, p0, B0, F )と h#(E0, p0, B0, F )が同値に
なることである。

補題 4.2.7 Gを U(n,K)の閉 Lie部分群とする。このとき、

(U(n+m,K)/{1n} × U(m,K), p, U(n+m,K)/G× U(m,K), G)

は (dK(m+ 1)− 1)普遍G主束である。

証明 定理 3.3.5より、U(n+m,K)/{1n} × U(m,K)は (dK(m+ 1)− 2)連結で
ある。補題 4.2.3より、問題のG主束は (dK(m+ 1)− 1)普遍である。

GL(n,K)の元はGram-Schmidtの直交化法により U(n,K)の元と対角成分が正
の実数の上三角行列の積に一意的に分解される。対角成分が正の実数の上三角行
列の全体は RdK(n−1)n/2+n に位相同型になる。これより、GL(n,K)は U(n,K) ×
RdK(n−1)n/2+nと位相同型になり、包含写像U(n,K) → GL(n,K)はホモトピー同値
を与える。定理 3.3.5の証明の議論の U(n,K)をGL(n,K)に置き換えることがで
き、GL(n+m,K)/{1n} ×GL(m,K)は (dK(m+ 1)− 2)連結である。よって、補
題 4.2.8と同様に次の補題を得る。

補題 4.2.8 GをGL(n,K)の閉 Lie部分群とする。このとき、

(GL(n+m,K)/{1n} ×GL(m,K), p, GL(n+m,K)/G×GL(m,K), G)

は (dK(m+ 1)− 1)普遍G主束である。
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4.3 分類空間
定義 4.3.1 任意の自然数nについてn連結である位相空間を∞連結という。G主
束 (EG, p,BG,G)の全空間EGが∞連結であるとき、普遍G主束という。普遍G

主束の底空間BGをGの分類空間という。Gが位相空間F に効果的に作用してい
るとき、(EG, p,BG,G)の同伴ファイバー束 (E, p,BG, F,G) を普遍ファイバー束
という。

例 4.3.2 Rから U(1)への準同型写像 p : R → U(1)を p(x) = e2π
√
−1xによって定

める。(R, p, U(1))は被覆空間になり、ker p = Zである。よって、(R, p, U(1),Z)は
Z主束になる。Rは可縮なので∞連結である。したがって、(R, p, U(1),Z)は普遍
Z主束であり、U(1)は Zの分類空間である。

定理 4.3.3 Gが位相空間F に効果的に作用しているとし、(E, p,BG, F,G)を普遍
ファイバー束とする。CW複体Xを底空間とするF をファイバーとしGを構造群
とするファイバー束の同値類全体とXからBGへの連続写像のホモトピー類全体
は一対一に対する。

定理 4.3.4 U(n,K)の閉Lie部分群Gに対して、普遍G主束が存在する。同様に、
GL(n,K)の閉 Lie部分群Gに対しても、普遍G主束が存在する。

証明 自然な包含写像

U(n+m,K) → U(n+m+ 1,K),

{1n} × U(m,K) → {1n} × U(m+ 1,K)

から

U(n+∞,K) =
∪
m

U(n+m,K), {1n} × U(∞,K) =
∪
m

{1n} × U(m,K)

を定め弱位相を導入する。さらに上記の包含写像から単射

U(n+m,K)/{1n} × U(m,K) → U(n+m+ 1,K)/{1n} × U(m+ 1,K)

が定まり、 ∪
m

U(n+m,K)/{1n} × U(m,K)

に弱位相を導入したものは、U(n+∞,K)/{1n}×U(∞,K) と位相同型になること
がわかる。同様に、U(n+∞,K)/G× U(∞,K) も定まり、∪

m

U(n+m,K)/G× U(m,K)
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に弱位相を導入したものは、U(n+∞,K)/G×U(∞,K) と位相同型になることも
わかる。各mについて定まる射影

p : U(n+m,K)/{1n} × U(m,K) → U(n+m,K)/G× U(m,K)

は射影

p : U(n+∞,K)/{1n} × U(∞,K) → U(n+∞,K)/G× U(∞,K)

を誘導し、

(U(n+∞,K)/{1n} × U(∞,K), p, U(n+∞,K)/G× U(∞,K), G)

はG主束になることがわかる。
次にU(n+∞,K)/{1n} × U(∞,K)が∞連結であることを示す。任意の非負整

数 iについて Siがコンパクトであることから、連続写像

f : Si → U(n+∞,K)/{1n} × U(∞,K)

の像もコンパクトになる。よってあるm0が存在して

f(Si) ⊂ U(n+m0,K)/{1n} × U(m0,K)

が成り立つ。U(n+m0,K)/{1n}×U(m0,K)は (dK(m0+1)−2)連結なので、m ≥ m0

を十分大きくとると

f(Si) ⊂ U(n+m,K)/{1n} × U(m,K), i ≤ dK(m+ 1)− 2

が成り立つ。これより、

f : Si → U(n+m,K)/{1n} × U(m,K)

は定値写像にホモトープになる。よって、U(n + ∞,K)/{1n} × U(∞,K) の i次
ホモトピー群は単位元のみになる。これが任意の 0 ≤ iについて成り立つので、
U(n+∞,K)/{1n} × U(∞,K) は∞連結である。
GL(n,K)の閉Lie部分群Gに対しても、上と同様に普遍G主束が存在すること

がわかる。

定理 4.3.5 U(n,K)の閉 Lie部分群GとGが効果的に作用する位相空間F に対し
て、F をファイバーとしGを構造群に持つ普遍ファイバー束が存在する。同様に、
GL(n,K)の閉Lie部分群GとGが効果的に作用する位相空間F に対しても、F を
ファイバーとしGを構造群に持つ普遍ファイバー束が存在する。


