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コンパクト Lie群の極大対蹠部分群

授業概要

Riemann多様体と Riemann等質空間の基本事項をまとめた後、Riemann対称
空間を導入する。Riemann対称空間は、空間の各点が点対称を持つ対称性の高い
空間である。この点対称を利用して極地と対蹠集合の概念を導入する。これらの
性質は空間全体の形状と深く結びついている。この講義ではコンパクト Lie群が
Riemann対称空間の構造を持つことを示し、その極地や対蹠集合について解説す
る。最後に、ユニタリ群の商群の極大対蹠部分群の分類とその証明を述べる。
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はしがき
Riemann多様体の中で特によい性質を持つものにRiemann対称空間がある。名

前のとおり高い対称性を持つ空間である。この講義では、Lie群と対称空間の基本
事項を解説し、それを基にコンパクトLie群の極大対蹠部分群に関する研究結果を
紹介する。
Riemann対称空間とは、Riemann多様体であって各点に点対称変換が存在するも

のである。Riemann対称空間はCartanの導入した概念である。一点の点対称の固
定点集合の各連結成分は極地と呼ばれる全測地的部分多様体になり、これはChen-

Naganoが導入した概念である。彼らは極地がRiemann対称空間の全体像を把握す
る上で重要であることを示している。Riemann対称空間においてどの二点も互い
の点対称の固定点になっている点の集りを対蹠集合と呼ぶ。これもChen-Nagano

が導入した概念である。対蹠集合は有限集合になることがわかる。Riemann対称
空間の中でも特に高い対称性を持つ空間に対称R空間がある。対称R空間におい
ては、対蹠集合と位相の関係がすでに明らかになっている。他の対称空間の対蹠
集合も同様な性質を持っているのかどうか興味が持たれる。現在、すべての対称
空間の対蹠集合が明らかになっているわけではないが、多くの対称空間の対蹠集
合について研究が進んでいる。この講義では、コンパクトRiemann対称空間の特
別な場合であるコンパクト Lie群の極大対蹠部分群の分類結果について解説する。
この分類結果は田中真紀子さんとの共同研究の成果である。
東京都立大学でのこの 2024年度の集中講義の機会を与えていただいた酒井高司

さんに感謝する。対称空間や極地の基本事項を振り返り、対蹠集合に関する研究
成果を見直すことで、より簡明な議論の道筋に気付くことができた。また、この
講義の内容を組み立てながら講義ノートを作成する際に、講義全体の内容を聞い
ていただきその内容や講義ノートに多くの意見や修正案などを提示していただい
た井川治さんにも感謝したい。彼のアイデアにより、極大対蹠部分群に関する性
質の以前よりも直接的で簡明な証明方法が見つかった。さらに、その後この講義
ノートに対する多くの意見をいただいた佐々木優さんや、不適切な文献の引用を
指摘していただいた田中真紀子さんにも感謝する。
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第1章 準備

この章では今後必要になる Lie群やその等質空間、Riemann多様体などの基本
事項をまとめておく。Kは実数体Rまたは複素数体Cとする。

1.1 Lie群
定義 1.1.1. 多様体Gが群構造を持ち、群の演算から定まる写像

G×G→ G ; (g, h) 7→ gh, G→ G ; g 7→ g−1

が C∞級写像になるとき、Gを Lie群という。Lie群の単位元を含む連結成分は
Lie群になる。これを単位連結成分と呼ぶ。Lie群から Lie群への群の準同型写像
がC∞級写像であるとき、Lie群の準同型写像という。Lie群の準同型写像が逆写
像を持ち、逆写像も Lie群の準同型写像になるとき、Lie群の同型写像という。二
つの Lie群の間に Lie群の同型写像が存在するとき、その二つの Lie群は同型であ
るという。

例 1.1.2. 有限次元実ベクトル空間は和に関して Lie群になる。特に、Rnは Lie群
である。

例 1.1.3. n次元実ベクトル空間 V に対して V の線形変換の全体を End(V )で表
す。End(V )は n2次元の実ベクトル空間になる。

GL(V ) = {g ∈ End(V ) | det g ̸= 0}

とおくと、GL(V )は V の線形同型変換の全体になる。条件 det g ̸= 0よりGL(V )

はEnd(V )の開集合になり、n2次元の多様体になる。変換の合成に関してGL(V )

は群になり、さらに Lie群になることもわかる。GL(V )を一般線形群と呼ぶ。

定義 1.1.4. Gを Lie群とし、M を多様体とする。Gの単位元を eで表す。C∞級
写像 ρ : G×M →M が存在し

ρ(e, x) = x, ρ(g1g2, x) = ρ(g1, ρ(g2, x)) (g1, g2 ∈ G, x ∈M)

を満たすとき、GをM の Lie変換群と呼ぶ。このとき、GはM に作用するとい
う。簡単に ρ(g, x) = ρ(g)x = gxと書くこともある。任意の x, y ∈ M に対してあ
る g ∈ Gが存在し y = gxが成り立つとき、GはM に推移的に作用するという。
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定義 1.1.5. Lie群の部分群が部分多様体でもあるとき、Lie部分群と呼ぶ。

定理 1.1.6. Lie群の部分群が閉集合ならば、Lie部分群である。

この定理の証明はここでは与えない。たとえば、Helgason [3]のCh.II Theorem

2.3には証明も書かれている。

定義 1.1.7. 定理 1.1.6の部分群を閉Lie部分群と呼ぶ。

注意 1.1.8. Lie群の元のいくつかの等式を満たすということで部分群を定めると、
定理 1.1.6よりそれは閉 Lie部分群になり、一般論を展開するときには便利だが、
具体的な Lie群の具体的な等式を扱うときは、定理 1.1.6だけでは閉 Lie部分群の
次元や詳しい性質などはわからない。次の節では、具体的な Lie群の具体的な閉
Lie部分群が実際に Lie部分群になることを陰関数定理を使って示す。

1.2 直交群とユニタリ群
Kの元を成分に持つ n次正方行列全体をMn(K)で表す。Mn(K)内の単位行列

を 1nで表す。X ∈Mn(K)に対してXの転置行列の各成分を複素共役数に置き換
えた行列をX∗で表す。X = [xij]とするとX∗ = [x̄ji]である。実行列Xに対して
X∗は転置行列と同じことである。
行列の積の定義より

(XY )∗ = Y ∗X∗ (X,Y ∈Mn(K))

が成り立つ。

定義 1.2.1. n次直交行列全体

O(n) = {X ∈Mn(R) | X∗X = 1n}

は行列の積に関して群になる。O(n)をn次直交群と呼ぶ。

SO(n) = {X ∈ O(n) | detX = 1}

は O(n)の部分群になる。SO(n)を n次特殊直交群と呼ぶ。n次回転群と呼ぶこ
ともある。SO(n)はO(n)の単位連結成分であることが知られている。

命題 1.2.2. O(n)と SO(n)はコンパクトである。

証明 X,Y ∈Mn(R)に対して

⟨X,Y ⟩ = 1

2
tr(X∗Y )
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によって ⟨X, Y ⟩を定めると、⟨ , ⟩はMn(R)の内積になる。X ∈ O(n)に対して

⟨X,X⟩ = 1

2
tr(1n) =

n

2

となり、O(n) は Mn(R) の有界閉集合である。特に O(n) はコンパクトである。
SO(n)はO(n)の閉集合なので、SO(n)もコンパクトである。

問題 1.2.3. 上の証明中の ⟨ , ⟩はMn(R)の内積であることを確認せよ。

例 1.2.4. M1(R)はRと同一視でき、

SO(1) = {1}, O(1) = {±1}

となる。2次の特殊直交群と直交群は

SO(2) =

{[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]∣∣∣∣∣ θ ∈ R

}

O(2) = SO(2) ∪

[
1 0

0 −1

]
SO(2)

となる。

問題 1.2.5. 例 1.2.4の内容を確認せよ。

定義 1.2.6. n次ユニタリ行列全体

U(n) = {X ∈Mn(C) | X∗X = 1n}

は行列の積に関して群になる。U(n)をn次ユニタリ群と呼ぶ。

SU(n) = {X ∈ U(n) | detX = 1}

は U(n)の部分群になる。SU(n)をn次特殊ユニタリ群と呼ぶ。

問題 1.2.7. U(n)と SU(n)は連結であることを証明せよ。

命題 1.2.8. U(n)と SU(n)はコンパクトである。

証明 複素数 zの実部をRezで表す。X,Y ∈Mn(C)に対して

⟨X, Y ⟩ = 1

2
Re tr(X∗Y )

によって ⟨X, Y ⟩を定めると、⟨ , ⟩はMn(C)の内積になる。X ∈ U(n)に対して

⟨X,X⟩ = 1

2
Re tr(1n) =

n

2

となり、U(n) は Mn(C) の有界閉集合である。特に U(n) はコンパクトである。
SU(n)は U(n)の閉集合なので、SU(n)もコンパクトである。
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問題 1.2.9. 上の証明中の ⟨ , ⟩はMn(C)の内積であることを確認せよ。

例 1.2.10. M1(C)はCと同一視でき、

SU(1) = {1}, U(1) = {z ∈ C | |z| = 1}

となる。2次特殊ユニタリ群は

SU(2) =

{[
z1 −z̄2
z2 z̄1

]∣∣∣∣∣
[
z1
z2

]
∈ C2, |z1|2 + |z2|2 = 1

}

となる。

問題 1.2.11. 例 1.2.10の内容を確認せよ。

定理 1.2.12. 直交群、特殊直交群、ユニタリ群、特殊ユニタリ群は Lie群になる。

注意 1.2.13. これらが一般線形群の閉集合になることは簡単にわかるので、定理
1.1.6から結論を導くことはできるが、ここでは直接的に Lie部分群になることを
証明する。

証明 n次実対称行列全体を Sn(R)で表す。Sn(R)はMn(R)の部分ベクトル空
間であり、

dimMn(R) = n2, dimSn(R) =
1

2
n(n+ 1)

が成り立つ。
Φ :Mn(R) → Sn(R) ; X 7→ X∗X

によって写像Φを定める。X ∈Mn(R)に対して

(Φ(X))∗ = (X∗X)∗ = X∗X = Φ(X)

となり、Φ(X) ∈ Sn(R)となることがわかる。Φ(X)はXの成分の二次式で表され
るため、C∞級写像であることもわかる。O(n) = Φ−1(1n)である。陰関数定理を
適用するため、Φの 1nにおける微分 dΦ1nを求める。X ∈Mn(R)に対して

dΦ1n(X) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

Φ(1n + sX) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(1n + sX)∗(1n + sX)

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(1n + sX∗)(1n + sX)

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(1n + sX + sX∗ + s2X∗X) = X +X∗.

線形写像
dΦ1n :Mn(R) → Sn(R) ; X 7→ X +X∗
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は全射になる。これより、1nのMn(R)における開近傍Uが存在して、x ∈ Uに対
して dΦx :Mn(R) → Sn(R)も全射になる。したがって、陰関数定理より

O(n) ∩ U = Φ−1(1n) ∩ U

はMn(R)の位相から定まる部分位相に関して部分多様体の構造を持ち、その次
元は

n2 − 1

2
n(n+ 1) =

1

2
n(n− 1)

である。V = O(n) ∩ U とおくと、Mn(R)の位相から定まるO(n)の部分位相に関
して V はO(n)の単位元を含む開近傍になる。

O(n) =
∪

g∈O(n)

gV

により、O(n)全体はMn(R)の位相から定まる部分位相に関して
1

2
n(n− 1)次元部

分多様体であることがわかる。さらに、行列の積はMn(R) ×Mn(R)からMn(R)
へのC∞級写像であり、行列の逆行列を対応させる写像はMn(R)内の正則行列全
体からそれ自身へのC∞級写像になるので、そのO(n)への制限もC∞級写像にな
る。したがって、O(n)は Lie群である。
g ∈ O(n)に対して

1 = det 1n = det(g∗g) = det(g∗) det g = (det g)2

となるので、det g = ±1が成り立つ。
g, h ∈ SO(n)に対して

det(gh) = det g deth = 1, det(g−1) = (det g)−1 = 1

だから、gh, g−1 ∈ SO(n)となり、SO(n)はO(n)の部分群である。R+ = {r ∈ R |
r > 0}とおくと、R+はRの開集合である。det :Mn(R) → Rは n次正方行列の成
分の n次多項式になり連続関数である。これらよりO(n) ∩ det−1(R+)はO(n)の
開集合になり、特に同じ次元の部分多様体になる。他方、

O(n) ∩ det−1(R+) = SO(n)

だからSO(n)もMn(R)の部分多様体になる。O(n)と同様、SO(n)もLie群になる。
n次Hermite行列全体をHn(C)で表す。Hn(C)はMn(C)の実部分ベクトル空間

であり、
dimRMn(C) = 2n2, dimRHn(C) = n(n− 1) + n = n2

が成り立つ。
Φ :Mn(C) → Hn(C) ; X 7→ X∗X
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によって写像Φを定める。X ∈Mn(C)に対して

(Φ(X))∗ = (X∗X)∗ = X∗X = Φ(X)

となり、Φ(X) ∈ Hn(C)となることがわかる。Φ(X)はX の成分の二次式で表さ
れるため、C∞級写像であることもわかる。U(n) = Φ−1(1n)である。陰関数定理
を適用するため、Φの 1nにおける微分 dΦ1nを求める。X ∈Mn(C)に対して

dΦ1n(X) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

Φ(1n + sX) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(1n + sX)∗(1n + sX)

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(1n + sX∗)(1n + sX)

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(1n + sX + sX∗ + s2X∗X) = X +X∗.

線形写像
dΦ1n :Mn(C) → Hn(C) ; X 7→ X +X∗

は全射になる。これより、1nのMn(C)における開近傍Uが存在して、x ∈ Uに対
して dΦx :Mn(C) → Hn(C)も全射になる。したがって、陰関数定理より

U(n) ∩ U = Φ−1(1n) ∩ U

はMn(C)の位相から定まる部分位相に関して部分多様体の構造を持ち、その次
元は

2n2 − n2 = n2

である。V = U(n) ∩ U とおくと、Mn(C)の位相から定まるU(n)の部分位相に関
して V は U(n)の単位元を含む開近傍になる。

U(n) =
∪

g∈U(n)

gV

により、U(n)全体はMn(C)の位相から定まる部分位相に関して n2次元部分多様
体であることがわかる。さらに、行列の積はMn(C)×Mn(C)からMn(C)へのC∞

級写像であり、行列の逆行列を対応させる写像はMn(C)内の正則行列全体からそ
れ自身へのC∞級写像になるので、そのU(n)への制限もC∞級写像になる。した
がって、U(n)は Lie群である。
g, h ∈ SU(n)に対して

det(gh) = det g deth = 1, det(g−1) = (det g)−1 = 1

だから、gh, g−1 ∈ SU(n)となり、SU(n)は U(n)の部分群である。特に、行列の
積に関して SU(n)は群になる。
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g ∈ U(n)に対して

1 = det 1n = det(g∗g) = det(g∗) det g = det(ḡ) det(g)

= det(g) det(g) = | det(g)|2

となるので、| det(g)| = 1が成り立つ。したがって、detはU(n)からU(1)へのC∞

級写像になる。SU(n)の定義より、SU(n) = det−1(1)である。陰関数定理を適用
するため、U(n)の 1nにおける接ベクトル空間 T1nU(n)と det : U(n) → U(1)の 1n
における微分写像 d det1n : T1nU(n) → T1U(1)を求める。U(n) = Φ−1(1n)なので、

T1nU(n) = ker dΦ1n = {X ∈Mn(C) | X +X∗ = 0}

となる。すなわち、T1nU(n)は n次交代Hermite行列の全体である。特に n = 1の
場合は、T1U(1) = R

√
−1となる。detの微分写像はまず det :Mn(C) → Cとみな

して考えることにする。X ∈Mn(C)に対して

ddet1n(X) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

det(1n + sX) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(1 + strX + (sの二次以上の項))

= trX.

線形写像 d det1n :Mn(C) → CをT1nU(n)からT1U(1)への線形写像に制限すると、

ddet1n : T1nU(n) → T1U(1) ; X 7→ trX

は全射になる。陰関数定理より 1nの U(n)における開近傍 U が存在して、

SU(n) ∩ U = det−1(1) ∩ U

はU(n)の位相から定まる部分位相に関して部分多様体の構造を持ち、その次元は
n2 − 1である。V = SU(n) ∩ U とおくと、U(n)の位相から定まる SU(n)の部分
位相に関して V は SU(n)の単位元を含む開近傍になる。

SU(n) =
∪

g∈SU(n)

gV

により、SU(n)全体は U(n)の位相から定まる部分位相に関して n2 − 1次元部分
多様体であることがわかる。さらに、積はU(n)×U(n)からU(n)へのC∞級写像
であり、逆元を対応させる写像は U(n)から U(n)へのC∞級写像になるので、そ
の SU(n)への制限もC∞級写像になる。したがって、SU(n)は Lie群である。

次の例で球面が多様体になることを示し、直交群や特殊直交群が球面のLie変換
群になることを示す。
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例 1.2.14. Rn+1に通常の内積 ⟨ , ⟩とノルム | |を定める。n次元単位球面 Snを

Sn = {x ∈ Rn+1 | |x| = 1}

によって定める。
Φ : Rn+1 → R ; x 7→ |x|2 = ⟨x, x⟩

によって写像Φを定める。Φ(x)はxの成分の二次式で表されるため、C∞級写像で
あることもわかる。Sn = Φ−1(1)である。陰関数定理を利用するため、Φの x ∈ Sn

における微分 dΦxを求める。X ∈ Rn+1に対して

dΦx(X) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

Φ(x+ sX) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

⟨x+ sX, x+ sX⟩

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(⟨x, x⟩+ 2s⟨x,X⟩+ s2⟨X,X⟩) = 2⟨x,X⟩.

線形写像
dΦx : Rn+1 → R ; X 7→ 2⟨x,X⟩

は全射になる。これより、xにおける開近傍Uxが存在して、y ∈ Uxに対して dΦy :

Rn+1 → Rも全射になる。したがって、陰関数定理より

Sn ∩ Ux = Φ−1(1) ∩ Ux

はRn+1の位相から定まる部分位相に関して部分多様体の構造を持ち、その次元は
(n+ 1)− 1 = nである。Vx = Sn ∩ Uxとおくと、Snの開被覆 {Vx | x ∈ Sn}は Sn

の n次元多様体構造を定める。
Rn+1の元を縦ベクトルで表し、直交行列を縦ベクトルにかけることから定まる

写像
(∗) O(n+ 1)× Sn → Sn ; (g, x) 7→ gx

によりO(n+1)は SnのLie変換群になることを以下で示す。この写像は、行列と
縦ベクトルに対してその積を対応させる写像

Mn+1(R)× Rn+1 → Rn+1 ; (g, x) 7→ gx

の制限である。この写像の像は行列と縦ベクトルの成分の二次式で表されるため、
C∞級であることがわかる。g ∈ O(n+ 1), x ∈ Snに対して

⟨gx, gx⟩ = (gx)∗gx = x∗g∗gx = x∗1n+1x = ⟨x, x⟩ = 1

となり、gx ∈ Snが成り立つ。写像 (∗)は gと xの成分の二次式になるので、C∞

級写像になる。さらに、O(n+ 1)は Snの Lie変換群であることもわかる。
O(n+1)は Snに推移的に作用することを示す。第 1成分のみ 1で他の成分はす

べて 0である縦ベクトルを e1 ∈ Sn ⊂ Rn+1で表す。任意の x ∈ Snに対して、xを
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Rn+1の正規直交基底x = x1, x2, . . . , xn+1に延長する。gx = (x1 · · ·xn+1) ∈ O(n+1)

とおくと、gxe1 = xが成り立つ。さらに任意の y ∈ Snに対して gye1 = yとなる
gy ∈ O(n + 1)をとると、y = gye1 = gy(gx)

−1xが成り立つ。gy(gx)−1 ∈ O(n + 1)

だから、O(n+ 1)は Snに推移的に作用する。上の議論において、det gx = 1なら
ば gx ∈ SO(n+ 1)である。det gx = −1ならば g̃x = (x1 · · ·xn − xn+1) とすると、
行列式の性質より

det g̃x = det(x1 · · ·xn − xn+1) = − det(x1 · · ·xn xn+1) = 1

となるので、g̃x ∈ SO(n+ 1)が成り立つ。さらに、g̃xe1 = x1 = xが成り立つ。こ
れらより、任意の x ∈ Snに対して、ある gx ∈ SO(n + 1)が存在して gxe1 = xが
成り立つ。したがって、SO(n+ 1)も Snに推移的に作用する。

定理 1.2.15. Gを Lie群、HをGの閉Lie部分群とする。Hの剰余類の全体G/H

に多様体構造が存在して、Gは G/H の Lie変換群になり、その作用は推移的に
なる。

この定理の証明はここでは与えない。たとえば、Helgason [3]のCh.II Theorem

4.2には証明も書かれている。

定理 1.2.16. Gを多様体M の Lie変換群とする。x ∈M に対して

G(x) = {gx | g ∈ G}

はM の部分多様体になる。

Gx = {g ∈ G | gx = x}

とおくと、GxはGの閉 Lie部分群になる。写像G → G(x) ; g 7→ gxはG/Gxか
らG(x)への微分同型写像を誘導する。特にGのM への作用が推移的な場合は、
任意の x ∈M に対してG(x) =M となり、G/GxはM に微分同型である。

この定理の証明にはいくつかの準備が必要になるので、G/GxからG(x)への全
単射が定まることのみ示して他の主張の証明は省略する。たとえば、Helgason [3]

のCh.II Proposition 4.3には証明も書かれている。
写像G → G(x) ; g 7→ gxが誘導するG/GxからG(x)への写像は gGx 7→ gxで

ある。g1Gx = g2Gxのとき、g−1
2 g1Gx = Gxとなり g−1

2 g1 ∈ Gxが成り立つ。よっ
て g−1

2 g1x = xとなり g1x = g2xを得る。これより、G/GxからG(x)への写像は
well-definedである。この写像が全射でありことは定め方からわかる。最後にこの
写像が単射になることを示す。g1x = g2xとすると g−1

2 g1x = xとなり、g−1
2 g1 ∈ Gx

が成り立つ。よって g−1
2 g1Gx = Gxとなり g1Gx = g2Gxである。したがって、G/Gx

からG(x)への写像は単射である。以上より、G/GxからG(x)への写像 gGx 7→ gx

は全単射であることがわかる。
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例 1.2.17. 例 1.2.14において、en+1 ∈ Snをとると

(∗) O(n+ 1)en+1 = {g ∈ O(n+ 1) | gen+1 = en+1} =

{[
h 0

0 1

]∣∣∣∣∣h ∈ O(n)

}
が成り立つ。なぜならば、h ∈ O(n)に対して[

h 0

0 1

]
en+1 =

[
h 0

0 1

][
0

1

]
=

[
0

1

]
= en+1

となり、逆に g ∈ O(n+1)が gen+1 = en+1を満たすと g = [g1 . . . gn en+1]が成り立
つ。ここで giは gの第 i列を表す。g1, . . . , gn, en+1はRn+1の正規直交基底になる
ので、g1, . . . , gnの第 n+ 1成分は 0になる。したがって、

g =

[
h 0

0 1

]
(h ∈ O(n))

となる。以上で (∗)が成り立つことがわかる。(∗)より、O(n+1)en+1 = O(n)×{1} =

O(n)と書くことにする。すると、上で述べたことより、SnはO(n+1)/O(n)と微
分同型になる。
上の結果を使うと

SO(n+ 1)en+1 = {g ∈ SO(n+ 1) | gen+1 = en+1}
= {g ∈ O(n+ 1) | gen+1 = en+1} ∩ SO(n+ 1)

=

{[
h 0

0 1

]∣∣∣∣∣h ∈ O(n)

}
∩ SO(n+ 1)

=

{[
h 0

0 1

]∣∣∣∣∣h ∈ SO(n)

}
が成り立つ。SO(n+ 1)en+1 = SO(n)× {1} = SO(n)と書くことにすると、Snは
SO(n+ 1)/SO(n)とも微分同型になる。

1.3 Riemann多様体
定義 1.3.1. 多様体Mの各点xの接ベクトル空間TxMに内積 ⟨ , ⟩が定まっていて、
M 上のC∞級ベクトル場X,Y に対して ⟨X, Y ⟩がM 上のC∞級関数になるとき、
⟨ , ⟩をM上のRiemann計量といい、Riemann計量を持つ多様体をRiemann多
様体と呼ぶ。Riemann多様体 (M, ⟨ , ⟩)の微分同型写像 ϕが

⟨dϕx(X), dϕx(Y )⟩ = ⟨X, Y ⟩ (x ∈M, X, Y ∈ TxM)

を満たすとき、ϕをM の等長変換と呼ぶ。
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例 1.3.2. Rnは n次元多様体であり、各点の接ベクトル空間は自然に Rn自身と
同一視できる。これにより、Rnの内積 ⟨ , ⟩はRnのRiemann計量を定め、Rnは
Riemann多様体になる。

例 1.3.3. Riemann多様体 (M, ⟨ , ⟩)の部分多様体N は、各点 x ∈ N の接ベクト
ル空間 TxN を TxM の部分ベクトル空間とみなすと、M のRiemann計量 ⟨ , ⟩を
TxN に制限することによりN もRiemann多様体になる。このN をRiemann部
分多様体という。特にRnの部分多様体はRiemann部分多様体になる。R2やR3内
の曲線や曲面は、RnのRiemann部分多様体の例である。

例 1.3.4. Rn+1の通常の内積 ⟨ , ⟩をRn+1のRiemann計量とみなす。例 1.2.14に
おいて、SnがRn+1の n次元部分多様体であることを示した。例 1.2.14で定めた
Φ : Rn+1 → Rによって Sn = Φ−1(1)となり、x ∈ Snに対して

TxS
n = ker dΦx = {X ∈ Rn+1 | ⟨x,X⟩ = 0}

が成り立つ。Rn+1の内積 ⟨ , ⟩を TxS
nに制限することにより、SnにRiemann計

量が定まる。これが SnをRn+1のRiemann部分多様体とみなしたRiemann計量
である。今後、SnのRiemann計量は常にこの計量を考える。
O(n+ 1)の元のRn+1への作用はRn+1の内積 ⟨ , ⟩を保つので、SnのRiemann

計量も保つ。したがって、O(n+ 1)のRn+1への作用と Snへの作用はどちらも等
長変換である。

定義 1.3.5. M を Riemann多様体とし、c : [a, b] → M を C∞ 級曲線とする。
c′(t) ̸= 0が任意の a ≤ t ≤ bについて成り立つことを仮定する。

L(c) =

∫ b

a

∣∣∣∣dcdt (t)
∣∣∣∣ dt

によって cの長さL(c)を定める。ただし、被積分関数の絶対値の記号はRiemann

計量から定まるノルムである。

s(t) =

∫ t

a

∣∣∣∣dcdt (t)
∣∣∣∣ dt

によって tの関数 s(t)を定めると、s(t)の tによる微分は

ds

dt
(t) =

∣∣∣∣dcdt (t)
∣∣∣∣ > 0

となり、逆関数定理より s(t)の逆関数が存在する。それを t(s)で表すと、c(t(s))
によって sを cのパラメータとみなせる。sを cの弧長パラメータと呼ぶ。区間
[a, b]で弧長パラメータによって定義された C∞級曲線 γ : [a, b] → M が、局所的
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に二点を結ぶ最短曲線になっているとき、γを測地線と呼ぶ。M の任意の点 xと
X ∈ TxM に対してある ϵ > 0と

γ(0) = x,
dγ

dt
(0) = X

を満たす測地線 γ : [0, ϵ] →M が一意的に存在することが知られている。

区間 [a, b]の分割 a = x0 < x1 < · · · < xk−1 < xk = bと写像 c : [a, b] → M があ
り、各 iについて c|[xi−1,xi] : [xi−1, xi] →MがC∞級曲線であるとき、cを区分的に
滑らかな曲線と呼ぶ。区分的に滑らかな曲線に対しても

L(c) =
k∑

i=1

L(c|[xi−1,xi])

によって cの長さ L(c)が定まる。

定理 1.3.6. M を連結Riemann多様体とする。x, y ∈M に対して

d(x, y) = inf{L(c) | cは x, yを結ぶ区分的に滑らかな曲線 }

によって d :M ×M → Rを定めると、(M,d)は距離空間になる。さらに、距離 d

が定めるM の位相はM の多様体構造を定める位相と一致する。

定義 1.3.7. 連結Riemann多様体M の任意の点 xとX ∈ TxM に対して、

γ(0) = x,
dγ

dt
(0) = X

を満たす測地線 γ : R →M が存在するとき、M を測地的完備という。

以下はRiemann多様体の基本事項の紹介である。

定理 1.3.8. 連結Riemann多様体M に対して次は同値になる。

(1) M は測地的完備である。

(2) M は定理 1.3.6の距離に関して距離空間として完備である。

(3) M の有界閉集合はコンパクトである。

定義 1.3.9. 定理 1.3.8の条件を満たす連結Riemann多様体を完備Riemann多様
体という。

定理 1.3.10 (Hopf-Rinow). 完備Riemann多様体の任意の二点は最短測地線で結
べる。
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1.4 Riemann等質空間
多様体のある構造を保つ変換の全体は、一般には有限次元の多様体構造を持つ

とは限らないが、Riemann計量を保つ変換の全体は有限次元の Lie群の構造を持
つことが知られている。

定理 1.4.1. Riemann多様体Mの等長変換の全体の成す群を I(M)で表すと、I(M)

はM の Lie変換群になる。

定義 1.4.2. Riemann多様体Mの等長変換の全体 I(M)がMに推移的に作用する
とき、M をRiemann等質空間という。

Gを Lie群とし、その単位元を eで表す。Gの左移動 Lgと右移動Rgを

Lg(x) = gx, Rg(x) = xg−1 (g, x ∈ G)

によって定めると、

Lgh(x) = (gh)x = g(hx) = Lg ◦ Lh(x) すなわち Lgh = Lg ◦ Lh,

Rgh(x) = x(gh)−1 = x(h−1g−1) = (xh−1)g−1 = Rg ◦Rh(x)

すなわち Rgh = Rg ◦Rh

が成り立ち、これらはGのGへの作用になる。さらに、どちらの作用に関してもG

はGに推移的に作用する。すべての左移動が等長変換になるようなGのRiemann

計量を左不変Riemann計量といい、すべての右移動が等長変換になるようなG

のRiemann計量を右不変Riemann計量という。Gの単位元における接ベクトル
空間を g = TeGで表す。今後、Lie群を表すアルファベットに対応するドイツ小文
字でその Lie群の単位元における接ベクトル空間を表す。G上の左不変 Riemann

計量、右不変Riemann計量は gの内積と一対一に対応することが次のようにわか
る。G上の左不変Riemann計量に対して、単位元における接ベクトル空間の内積
が対応する。問題はこの逆対応である。gの内積 ⟨ , ⟩に対して任意の g ∈ Gにお
ける接ベクトル空間の内積を

⟨X,Y ⟩g = ⟨d(L−1
g )gX, d(L

−1
g )gY ⟩ (X, Y ∈ TgG)

によって定めると、これはGの左不変Riemann計量になる。Gは左不変Riemann

計量に関してRiemann等質空間である。同様に、G上の右不変Riemann計量に対
して、単位元における接ベクトル空間の内積が対応し、

⟨X, Y ⟩g = ⟨(dRg)gX, (dRg)gY ⟩ (X, Y ∈ TgG)

によって定めると、これはGの右不変Riemann計量になり、Gは右不変Riemann

計量に関してもRiemann等質空間である。
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さらに、
Lg ◦Rh(x) = gxh−1 ((g, h) ∈ G×G, x ∈ G)

によって、G×GもGに推移的に作用する。この作用がすべて等長変換になるよ
うなGの Riemann計量を両側不変Riemann計量という。左不変 Riemann計量
や右不変Riemann計量と異なり、両側不変Riemann計量はいつでも存在するとは
限らない。そこで、両側不変Riemann計量が存在するための条件を考えてみよう。
そのために若干の準備をしておく。Lie群Gに対して

AdG(g)(X) = d(Lg ◦Rg)e(X) (g ∈ G, X ∈ g)

によってAdG(g)を定める。g ∈ Gに対して

Lg ◦Rg(e) = geg−1 = e

となるので、d(Lg ◦ Rg)e : g → gとなり、AdG(g) ∈ GL(g)が成り立つ。任意の
g, h, x ∈ Gに対して、Gの積が結合律を満たすことより

Lg ◦Rh(x) = g(xh−1) = (gx)h−1 = Rh ◦ Lg(x) すなわち Lg ◦Rh = Rh ◦ Lg,

Lgh(x) = (gh)x = g(hx) = Lg ◦ Lh(x) すなわち Lgh = Lg ◦ Lh,

Rgh(x) = x(gh)−1 = x(h−1g−1) = (xh−1)g−1 = Rg ◦Rh(x)

すなわち Rgh = Rg ◦Rh

が成り立つことに注意する。

AdG(gh) = d(Lgh ◦Rgh)e = d(Lg ◦ Lh ◦Rg ◦Rh)e = d(Lg ◦Rg ◦ Lh ◦Rh)e

= d(Lg ◦Rg)e ◦ d(Lh ◦Rh)e = AdG(g) ◦ AdG(h)

となり、AdG : G→ GL(g)は群の準同型写像であることがわかる。さらにこの写
像はC∞級写像であることが知られている。したがって、AdG : G→ GL(g)はLie

群の準同型写像である。Lie群から一般線形群へのLie群の準同型写像は、そのLie

群の表現と呼ばれる。AdG : G→ GL(g)はGの随伴表現と呼ばれている。

問題 1.4.3. GL(n,R) = GL(Rn)の随伴表現を具体的に記述せよ。

随伴表現を使って Lie群に両側不変Riemann計量が存在するための条件を記述
する。
Lie群Gに両側不変Riemann計量 ⟨ , ⟩が存在すると仮定する。随伴表現の定め

方より、単位元の接ベクトル空間 gにおける内積は随伴表現の作用で不変になる。
GL(g)の部分群O(g; ⟨ , ⟩)を

O(g; ⟨ , ⟩) = {g ∈ GL(g) | ⟨g(X), g(Y )⟩ = ⟨X,Y ⟩ (X, Y ∈ g)}
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によって定めると、AdG(G) ⊂ O(g; ⟨ , ⟩)が成り立つ。gの ⟨ , ⟩に関する正規直交基
底を使ってO(g; ⟨ , ⟩)を行列表現すると、O(g; ⟨ , ⟩)はO(dim g)とLie群として同
型になることがわかる。直交群は行列全体の中で有界閉集合になるので、特にコン
パクトになる。したがって、O(g; ⟨ , ⟩)もコンパクトである。AdG(G) ⊂ O(g; ⟨ , ⟩)
より、End(g)の位相に関するAdG(G)の閉包AdG(G)もコンパクトになる。
逆にAdG(G)がコンパクトであると仮定する。このとき、gにはAdG(G)の作用

で不変な内積が存在することが知られている。これはコンパクト位相群における
Haar測度の存在から導かれるが、ここではその詳細は省略する。その代わりに有
限群の場合に作用について不変な内積が存在することを説明しておく。Hを有限
群とし、ρ : H → GL(V )を群の準同型写像とする。⟨ , ⟩をV の任意の内積とする。

(X, Y ) =
∑
h∈H

⟨ρ(h)X, ρ(h)Y ⟩ (X, Y ∈ V )

によって ( , )を定めると、( , )も V の内積になる。h′ ∈ Hに対して

(ρ(h′)X, ρ(h′)Y ) =
∑
h∈H

⟨ρ(h)ρ(h′)X, ρ(h)ρ(h′)Y ⟩

=
∑
h∈H

⟨ρ(hh′), ρ(hh′)Y ⟩ =
∑
h∈H

⟨ρ(h), ρ(h)Y ⟩

= (X,Y ).

これより、( , )はHの作用に関して不変になる。有限群の場合の和
∑
h∈H

をコンパ

クトLie群の場合には積分
∫
G

にしてGの作用に関して不変な内積を定める。この

積分操作を可能にするのがHaar測度の存在であるが、詳細は省略する。⟨ , ⟩を g

上のAdG(G)の作用で不変な内積とする。もちろん、AdG(G)の作用でも不変にな
る。この内積を

⟨X,Y ⟩g = ⟨d(L−1
g )gX, d(L

−1
g )gY ⟩ (g ∈ G, X, Y ∈ TgG)

によってGの左不変Riemann計量に拡張する。この左不変Riemann計量が右不変
Riemann計量にもなることを以下で示す。上の等式の設定に加えて h ∈ Gをとる。

⟨(dRh)gX, (dRh)gY ⟩gh−1 = ⟨d(L−1
gh−1)gh−1 ◦ (dRh)gX, d(L

−1
gh−1)gh−1 ◦ (dRh)gY ⟩

= ⟨d(L−1
gh−1 ◦Rh)gX, d(L

−1
gh−1 ◦Rh)gY ⟩

= ⟨d((Lg ◦ Lh−1)−1 ◦Rh)gX, d((Lg ◦ Lh−1)−1 ◦Rh)gY ⟩
= ⟨d(Lh ◦ L−1

g ◦Rh)gX, d(Lh ◦ L−1
g ◦Rh)gY ⟩

= ⟨d(Lh ◦Rh ◦ L−1
g )gX, d(Lh ◦Rh ◦ L−1

g )gY ⟩
= ⟨d(Lh ◦Rh)e ◦ d(L−1

g )gX, d(Lh ◦Rh)e ◦ d(L−1
g )gY ⟩
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= ⟨AdG(h) ◦ d(L−1
g )gX,AdG(h) ◦ d(L−1

g )gY ⟩
= ⟨d(L−1

g )gX, d(L
−1
g )gY ⟩ = ⟨X,Y ⟩g

となり、この左不変Riemann計量は右不変Riemann計量にもなる。したがって、
両側不変 Riemann計量である。以上で Lie群Gが両側不変 Riemann計量を持つ
ための必要十分条件は、AdG(G)がコンパクトになることがわかった。特に Lie群
Gがコンパクトならば、AdG(G)はコンパクトなので、Gは両側不変Riemann計
量を持つ。これらを定理としてまとめておく。

定理 1.4.4. Lie群Gが両側不変Riemann計量を持つための必要十分条件は、AdG(G)

がコンパクトになることである。特に Lie群Gがコンパクトならば、Gは両側不
変Riemann計量を持つ。

注意 1.4.5. 定理 1.4.4の条件は、さらに、AdG(G)がコンパクトになることが必要
十分である。これはコンパクトLie群の構造のある性質からわかるが、ここでは深
入りしないことにする。

定理 1.2.12でLie群になることを示した直交群、特殊直交群、ユニタリ群、特殊
ユニタリ群の両側不変Riemann計量を次の例で具体的に記述する。

例 1.4.6. 直交群、特殊直交群、ユニタリ群、特殊ユニタリ群はいずれもコンパク
トである。定理 1.4.4より、直交群、特殊直交群、ユニタリ群、特殊ユニタリ群は
両側不変 Riemann計量を持つ。この Riemann計量は単位元の接ベクトル空間の
随伴表現の作用で不変な内積によって一意的に定まる。以下で、直交群、特殊直
交群、ユニタリ群、特殊ユニタリ群それぞれの場合に、単位元の接ベクトル空間、
随伴表現の作用、随伴表現の作用で不変な内積を具体的に記述する。
直交群 O(n)の単位元 1nにおける接ベクトル空間を o(n)で表す。O(n)は定理

1.2.12の証明で示したことより、C∞級写像

Φ :Mn(R) → Sn(R) ; X 7→ X∗X

による 1nの逆像Φ−1(1n)に一致している。定理 1.2.12の証明で示した等式

dΦ1n(X) = X +X∗ (X ∈Mn(R))

に注意しておく。これらより、O(n)の 1nにおける接ベクトル空間は

o(n) = ker dΦ1n = {X ∈Mn(R) | X +X∗ = 0}

となり、n次交代行列全体になる。次にO(n)の随伴表現による o(n)への作用を記
述する。g, x ∈ O(n)とX ∈ TxO(n)に対して 0の近傍で定義されたO(n)の曲線
c(t)で c(0) = xと c′(0) = Xを満たすものをとると、

(dLg)x(X) =
d

dt
Lg(c(t))

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
gc(t)

∣∣∣∣
t=0

= g
d

dt
c(t)

∣∣∣∣
t=0

= gX
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が成り立つ。同様に

(dRg)x(X) =
d

dt
Rg(c(t))

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
c(t)g−1

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
c(t)

∣∣∣∣
t=0

g−1 = Xg−1

が成り立つ。したがって、

AdO(n)(g)(X) = d(Lg ◦Rg)e(X) = d(Lg)g−1 ◦ d(Rg)e(X) = gXg−1

となる。命題 1.2.2の証明中に定めたMn(R)の内積 ⟨ , ⟩を o(n)に制限したものを
考える。g ∈ O(n)とX, Y ∈ o(n)に対して

⟨AdO(n)(g)X,AdO(n)(g)Y ⟩ = ⟨gXg−1, gY g−1⟩ = 1

2
tr((gXg−1)∗gY g−1)

=
1

2
tr(gX∗g−1gY g−1) =

1

2
tr(X∗Y )

= ⟨X, Y ⟩

が成り立つ。これより、AdO(n)(O(n)) ⊂ O(o(n); ⟨ , ⟩) がわかる。O(o(n); ⟨ , ⟩)は
コンパクトなので、定理 1.4.4より ⟨ , ⟩から定まるO(n)上の左不変 Riemann計
量は両側不変Riemann計量である。
上で定めたO(n)の両側不変Riemann計量を SO(n)に制限すると、SO(n)の両

側不変Riemann計量になる。
特殊直交群 SO(n)の単位元 1nにおける接ベクトル空間を so(n)で表す。O(n)

の元の行列式は±1である。O(n)の 1nの連結な近傍における行列式の値は 1にな
り、1nの連結な近傍は SO(n)に含まれる。よって、so(n) = o(n)が成り立つ。
ユニタリ群U(n)の単位元 1nにおける接ベクトル空間を u(n)で表す。U(n)は定

理 1.2.12の証明で示したことより、C∞級写像

Φ :Mn(C) → Hn(C) ; X 7→ X∗X

による 1nの逆像Φ−1(1n)に一致している。定理 1.2.12の証明で示した等式

dΦ1n(X) = X +X∗ (X ∈Mn(C))

に注意しておく。これらより、U(n)の 1nにおける接ベクトル空間は

u(n) = ker dΦ1n = {X ∈Mn(C) | X +X∗ = 0}

となり、n次交代Hermite行列全体になる。次にU(n)の随伴表現による u(n)への
作用を記述する。g, x ∈ U(n)とX ∈ TxU(n)に対してO(n)の場合と同様の計算
によって

(dLg)x(X) = gX, (dRg)x(X) = Xg−1, AdU(n)(g)(X) = gXg−1
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が成り立つことがわかる。命題 1.2.8の証明中に定めたMn(C)の内積 ⟨ , ⟩を u(n)

に制限したものを考える。g ∈ U(n)とX,Y ∈ u(n)に対して

⟨AdU(n)(g)X,AdU(n)(g)Y ⟩ = ⟨gXg−1, gY g−1⟩ = 1

2
Retr((gXg−1)∗gY g−1)

=
1

2
Retr(gX∗g−1gY g−1) =

1

2
Retr(X∗Y )

= ⟨X, Y ⟩

が成り立つ。これより、AdU(n)(U(n)) ⊂ O(u(n); ⟨ , ⟩) がわかる。O(u(n); ⟨ , ⟩)は
コンパクトなので、定理 1.4.4より ⟨ , ⟩から定まる U(n)上の左不変 Riemann計
量は両側不変Riemann計量である。
特殊ユニタリ群 SU(n)の単位元 1n における接ベクトル空間を su(n)で表す。

SU(n)は定理 1.2.12の証明で示したことより、C∞級写像

det : U(n) → U(1) ; g 7→ det(g)

による 1の逆像 det−1(1)に一致している。定理 1.2.12の証明で示した等式

ddet1n(X) = trX (X ∈ u(n))

に注意しておく。これらより、SU(n)の 1nにおける接ベクトル空間は

su(n) = ker ddet1n = {X ∈Mn(C) | X +X∗ = 0, trX = 0}

となり、トレースが 0のn次交代Hermite行列全体になる。SU(n)の随伴表現によ
る su(n)への作用はU(n)の随伴表現による u(n)への作用の制限に一致する。これ
より、上で定めた U(n)の両側不変Riemann計量を SU(n)に制限すると、SU(n)
上の両側不変Riemann計量になる。

1.5 実射影空間
定義 1.5.1. Rn+1 内の 1次元部分空間全体を RP n で表し、n次元実射影空間と
呼ぶ。

命題 1.5.2. RP nは n次元多様体になる。

証明 x ∈ Rn+1−{0}に対して xの生成するRn+1内の 1次元部分空間を p(x) ∈
RP nで表すと、写像 p : Rn+1 − {0} → RP nが定まる。pは全射になることがわか
る。この写像 pによりRP nにRn+1 − {0}からの商位相を定める。すなわち、

{O ⊂ RP n | p−1(O)はRn+1 − {0}の開集合 }



1.6. 複素射影空間 19

をRP nの開集合系として定める。すると、この位相はHausdorffの条件を満たす
ことがわかる。1 ≤ i ≤ n+ 1に対して

Ui = {(x1, . . . , xi, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 | xi ̸= 0}, Vi = p(Ui)

と定めると、{Vi | 1 ≤ i ≤ n+ 1}はRP nの開被覆になる。

ϕi : Vi → Rn ; p(x) 7→
(
x1
xi
, . . . ,

x̂i
xi
, . . . ,

xn+1

xi

)
によって写像 ϕiを定めると、ϕiはwell-definedになる。ただし、̂·は ·を除くこと
を意味する。さらに {(Vi, ϕi)}iはRP nの n次元多様体構造を定める。

別証明 写像 pの Snへの制限は 2対 1の写像であり、Snの開半球面

Sn
x = {y ∈ Sn | ⟨y, x⟩ > 0} (x ∈ Sn)

に制限すると p : Sn
x → p(Sn

x )は全単射である。これにより、S
nの n次元多様体構

造からRP nの n次元多様体構造が定まり、p : Sn → RP nは二重被覆写像になる。

定理 1.5.3. n次元実射影空間RP nには二重被覆写像 p : Sn → RP nからRiemann

計量が定まり、RP nはRiemann等質空間になる。

証明 二重被覆写像 p : Sn → RP nの被覆変換は

a : Sn → Sn ; x 7→ −x

であり、これは Snの等長変換である。p ◦ a = pだから、各 x ∈ Snについて

dpx : TxS
n 7→ Tp(x)RP n

が等長的線形写像になるように Tp(x)RP nに内積を定めることができる。これによ
り、RP nはRiemann多様体になる。
O(n+1)のSnへの作用はRn+1への線形作用の制限だから、aの作用と可換にな

る。したがって、O(n+ 1)の Snへの作用は、p : Sn → RP nを通してO(n+ 1)の
RP nへの作用を定め、その作用は等長的になる。さらに、例 1.2.14よりO(n+ 1)

は Snに推移的に作用するので、O(n + 1)は RP nにも推移的に作用し、RP nは
Riemann等質空間であることがわかる。

1.6 複素射影空間
定義 1.6.1. Cn+1内の複素 1次元部分空間全体をCP nで表し、n次元複素射影空
間と呼ぶ。
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命題 1.6.2. CP nは n次元複素多様体になる。

証明 x ∈ Cn+1 − {0}に対して xの生成する Cn+1内の 1次元複素部分空間を
p(x) ∈ CP nで表すと、写像 p : Cn+1 −{0} → CP nが定まる。pは全射になること
がわかる。この写像 pによりCP nにCn+1 − {0}からの商位相を定める。すると、
この位相はHausdorffの条件を満たすことがわかる。1 ≤ i ≤ n+ 1に対して

Ui = {(x1, . . . , xi, . . . , xn+1) ∈ Cn+1 | xi ̸= 0}, Vi = p(Ui)

と定めると、{Vi | 1 ≤ i ≤ n+ 1}はCP nの開被覆になる。

ϕi : Vi → Cn ; p(x) 7→
(
x1
xi
, . . . ,

x̂i
xi
, . . . ,

xn+1

xi

)
によって写像 ϕiを定めると、ϕiはwell-definedになる。さらに {(Vi, ϕi)}iはCP n

の n次元複素多様体構造を定める。

補題 1.6.3. ユニタリ群 U(n+ 1)は

S2n+1 = {x ∈ Cn+1 | |x| = 1}

に推移的かつ等長的に作用する。ただし、x = (xi) ∈ Cn+1に対して

|x| =

(
n+1∑
i=1

|xi|2
)1/2

である。これはCn+1をR2n+2と同一視したときのR2n+2の長さに一致している。

証明 U(n+1)がS2n+1に推移的に作用することは、例 1.2.14で示したO(n+1)

が Snに推移的に作用することの証明と同様に以下のようにできる。任意の x ∈
S2n+1に対して、xをCn+1のユニタリ基底 x = x1, x2, . . . , xn+1に延長する。gx =

(x1 · · ·xn+1) ∈ U(n+ 1)とおくと、gxe1 = xが成り立つ。さらに任意の y ∈ S2n+1

に対して gye1 = yとなる gy ∈ U(n+ 1)をとると、y = gye1 = gy(gx)
−1xが成り立

つ。gy(gx)−1 ∈ U(n+ 1)だから、U(n+ 1)は Snに推移的に作用する。
U(n+1)のCn+1への作用は、Cn+1の標準的Hermite内積を不変に保ち、標準的

Hermite内積の実部はCn+1 = R2n+2の標準的実内積に一致する。よって、U(n+1)

のCn+1への作用は、Cn+1の標準的実内積も不変に保つ。すなわち、U(n+ 1)の
Cn+1への作用は等長変換になり、U(n+ 1)の S2n+1への作用も等長変換になる。

定理 1.6.4. 写像 p : Cn+1 − {0} → CP nは複素正則写像になり、C∞級写像にな
る。そのS2n+1への制限もC∞級写像になる。これによりCP nにRiemann計量が
定まり、CP nはRiemann等質空間になる。
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証明 p : Cn+1 − {0} → CP nが複素正則写像になることは、pの定め方とCP n

の座標系の定め方からわかる。特に、C∞級写像になる。Cn+1 − {0}の部分多様
体 S2n+1に pを制限しても C∞級写像である。CP nの元は S2n+1のある元によっ
て生成されるので、p : S2n+1 → CP nは全射である。x ∈ S2n+1に対して

p−1(p(x)) = S2n+1 ∩ Cx = U(1)x

が成り立つ。さらに TxS
2n+1 = (Cx)⊥ ⊕ R

√
−1x が成り立ち、ker dpx = R

√
−1x

となる。dpx : (Cx)⊥ → Tp(x)CP n は線形同型写像になり、これによって (Cx)⊥

の内積を Tp(x)CP nに導入する。任意の y ∈ p−1(p(x))に対してある z ∈ U(1)が
存在し y = zxとなる。z によるスカラー倍は等長的になるため、線形同型写像
dpy : (Cy)⊥ → Tp(y)CP n = Tp(x)CP n によって導入する内積も xに対して定めた内
積と同じになる。したがって、CP nの各点の接ベクトル空間に内積が定まり、CP n

はRiemann多様体になる。S2n+1のRiemann計量からCP nのRiemann計量が定
まっているので、U(n+1)のCP nへの自然な作用は等長変換になる。したがって、
CP nはRiemann等質空間である。
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2.1 Riemann対称空間
定義 2.1.1. 集合X と写像 f : X → X に対して、f(x) = xを満たすX の点 xを
f の固定点と呼び、f のXにおける固定点集合 F (f,X)を

F (f,X) = {x ∈ X | f(x) = x}

によって定める。

Riemann多様体のなかにはその各点に点対称と呼べる固定点集合が特別な性質
を持つものが存在することがある。以下にそのような例をいくつか挙げる。

例 2.1.2. Rnに通常の内積を入れることにより、Riemann多様体とみなす。各点
x ∈ Rnに対して

sx(y) = 2x− y (y ∈ Rn)

によって sxを定めると、sxは通常の意味のxにおける点対称になる。sxは s2x = 1Rn

と
F (sx,Rn) = {x}

を満たす。

例 2.1.3. n次元球面 Snの各点 xについて

sx(y) = −y + 2⟨x, y⟩x (y ∈ Rn+1)

によってRn+1の線形変換 sxを定める。sx(x) = xであり、xと直交する y ∈ Rn+1

について sx(y) = −yが成り立つ。これより

sx = 1Rx − 1(Rx)⊥

と記述できる。よって、sxは±1を固有値に持ち、+1の固有空間はRxであり、−1

の固有空間は (Rx)⊥である。特に、sx ∈ O(n+ 1)であり、det sx = (−1)nがわか
る。さらに s2x = 1n+1もわかる。sxはRn+1内のベクトルの長さを保つので、sxの
作用は Sn ⊂ Rn+1を保つ。さらに次が成り立つ。

F (sx, S
n) = {±x}.



2.2. 実射影空間その 2 23

上記の状況を一般化して次の定義を得る。

定義 2.1.4. 連結 Riemann多様体M の各点 x ∈ M に対してM の等長変換 sxが
定まり、次の条件を満たすときM をRiemann対称空間という。

(1) s2x = 1M .

(2) xは sxの孤立固定点である。

sxを xにおける点対称と呼ぶ。

連結Riemann多様体の等長変換は次の性質を持つことが知られている。

補題 2.1.5 ([3] Ch.I Lemma 11.2). M を連結 Riemann多様体とし、ϕと ψをM

の等長変換とする。ある点 p ∈ M において ϕ(p) = ψ(p)と dϕp = dψpが成り立つ
ならば、ϕ = ψが成り立つ。

命題 2.1.6. Riemann対称空間M の点 pにおける点対称は、f(p) = pと dfp =

−1TpM を満たす等長変換 f として一意的に定まる。

証明 pにおける点対称 sp は sp(p) = pを満たす。pを通る測地線 γ は sp に
よって測地線に写るので、sp(γ)は γを逆向きにした測地線になる。したがって、
(sp)p = −1TpM が成り立つ。
M の等長変換 f が f(p) = pと dfp = −1TpM を満たせば、補題 2.1.5より f = sp

が成り立つ。したがって、このような性質を持つ等長変換は一意的であり、spの
みである。

例 2.1.7. 例 2.1.2よりRnはRiemann対称空間である。例 2.1.3より球面はコンパ
クトRiemann対称空間である。

2.2 実射影空間その2

命題 2.2.1. p(x) ∈ RP n (x ∈ Sn)に対して

sp(x)(p(y)) = p(sx(y)) (x ∈ Sn)

によって p(x) ∈ RP nにおける点対称 sp(x)を定めると、sp(x)は well-definedにな
り、RP nはRiemann対称空間になる。

証明 x, y ∈ Snを任意にとる。

s−x(y) = −y + 2⟨−x, y⟩(−x) = −y + 2⟨x, y⟩x = sx(y)
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が成り立つ。さらに sx(−y) = −sx(y)より p(sx(−y)) = p(sx(y))となり、ϵ0 =

±1, ϵ1 = ±1に対して
p(sϵ0x(ϵ1y)) = p(sx(y)).

したがって、sp(x)はwell-definedである。

TyS
n (dsx)y−−−→ Tsx(y)S

n

dpy

y ydpsx(y)

Tp(y)RP n −−−−−−→
(dsp(x))p(y)

Tsp(x)(p(y))RP n

は可換図式になり、(dsx)y, dpy, dpsx(y)は等長線形写像だから、(dsp(x))p(y)も等長線
形写像になる。よって、sp(x)は等長変換である。
定義より

s2p(x)(p(y)) = sp(x)(p(sx(y))) = p(s2x(y)) = p(y)

だから、s2p(x) = 1RPnが成り立つ。
Sn
x = {u ∈ Sn | ⟨u, x⟩ > 0}は Snにおける xの開近傍であり、p(Sn

x )はRP nに
おける p(x)の開近傍である。p(Sn

x )において sp(x)の固定点は p(x)だけであること
を示す。u ∈ Sn

x とする。

p(u) = sp(x)(p(u)) = p(sx(u))

の必要十分条件は sx(u) = ±uである。これは uが sxの±1固有ベクトルであるこ
とを言っている。sxの+1固有ベクトルは±xなので、Sn

x 内では xのみである。sx
の−1固有ベクトルは xと直交するので、Sn

x には存在しない。したがって、p(S
n
x )

内の sp(x)の固定点は p(x)のみである。これより、p(x)は sp(x)の孤立固定点である。
以上によりRP nはRiemann対称空間である。

2.3 複素射影空間その2

命題 2.3.1. p(x) ∈ CP n (x ∈ S2n+1)に対して

sCx = 1Cx − 1(Cx)⊥ ∈ U(n+ 1)

sp(x)(p(y)) = p(sCx (y)) (y ∈ S2n+1)

によって p(x) ∈ CP nにおける点対称 sp(x)を定めると、sp(x)は well-definedにな
り、CP nは Riemann対称空間になる。ただし、(Cx)⊥は Cn+1の標準的 Hermite

内積に関する直交補空間である。さらに、CP nの複素構造に関して sp(x)は正則変
換である。
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証明 x, y ∈ S2n+1を任意にとる。
u, v ∈ U(1)に対して、Cux = CxだからsCux = sCxである。さらにsCx (vy) = vsCx (y)

より p(sCx (vy)) = p(sCx (y))となり、

p(sCux(vy)) = p(sCx (y)).

したがって、sp(x)はwell-definedである。

TyS
2n+1 (dsCx)y−−−→ TsCx(y)S

2n+1

∪
x x∪

(Cy)⊥ (dsCx)y−−−→ (CsCx (y))⊥

dpy

y ydp
sCx(y)

Tp(y)CP n −−−−−−→
(dsp(x))p(y)

Tsp(x)(p(y))CP n

は可換図式になり、(dsCx )y, dpy, dpsCx(y)は等長線形写像だから、(dsp(x))p(y)も等長
線形写像になる。よって、sp(x)は等長変換である。
定義より

s2p(x)(p(y)) = sp(x)(p(s
C
x (y))) = p((sCx )

2(y)) = p(y)

だから、s2p(x) = 1CPnが成り立つ。
Cn+1の標準的Hermite内積の実部を ⟨ , ⟩で表すと、これはCn+1をR2n+2と同

一視すると R2n+2の標準的内積に一致する。S2n+1
x = {z ∈ S2n+1 | ⟨u, x⟩ > 0}は

S2n+1における xの開近傍であり、p(S2n+1
x )はCP nにおける p(x)の開近傍である。

p(S2n+1
x )において sp(x)の固定点は p(x)だけであることを示す。z ∈ S2n+1

x とする。
p(z)が sp(x)の固定点であること、すなわち

p(z) = sp(x)(p(z)) = p(sCx (z))

の必要十分条件はある u ∈ U(1)が存在して sCx (z) = uzが成り立つことである。こ
れは zが sCx の u固有ベクトルであることを言っている。sCx の固有値は±1であり、
u = ±1となる。sCx の長さ 1の+1固有ベクトルの全体はU(1)xであり、これらの
pによる像はすべて p(x)に一致する。sCx の−1固有ベクトルは Cxと直交するの
で、S2n+1

x には存在しない。したがって、S2n+1
x 内の sCx の固定点の全体はU(1)xで

ある。これより、p(x)は sp(x)の孤立固定点である。
以上によりCP nはRiemann対称空間である。
定理 1.6.4の証明で示したU(n+1)のCP nへの推移的な作用は、CP nに正則変

換として作用することを示す。U(n+1)のCn+1への作用は、複素座標の一次関数
で表せるので、正則変換である。正則写像 p : C− {0} → CP nを通して U(n+ 1)

の CP nへの作用が定まるので、これは CP nの正則変換になる。x ∈ Cn+1 − {0}
に対して

sCx = 1Cx − 1(Cx)⊥
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はユニタリ変換になり、その行列表示はU(n+ 1)の元である。したがって、CP n

の各点の点対称はCP nの正則写像になる。

2.4 コンパクトRiemann対称対
定理 2.4.1. M をRiemann対称空間とすると、M は測地的完備になり、I(M)は
M に推移的に作用する。I(M)の単位連結成分 I0(M)もM に推移的に作用する。
特にRiemann対称空間はRiemann等質空間である。

証明 点対称の存在を利用して測地的完備であることを証明するため、まず点
対称の性質を調べておく。M の点 xを任意にとる。s2x = 1M より

(dsx)
2
x = (dsx)x ◦ (dsx)x = d(sx ◦ sx)x = d(1M)x = 1TxM

が成り立つ。よって、(dsx)x : TxM → TxM の固有値は 1または−1である。xが
sxの孤立固定点であることから、1は (dsx)xの固有値にはならないことを示す。も
し 1が (dsx)xの固有値になるとすると、対応する (dsx)xの固有ベクトルX ̸= 0を
とることができる。このとき、(dsx)x(X) = Xが成り立つ。定義 1.3.5で述べたよ
うに、ある ϵ > 0と

γ(0) = x,
dγ

dt
(0) = X

を満たす測地線 γ : [0, ϵ] → M が存在する。sxはM の等長変換なので、sx ◦ γも
M の測地線になる。

sx ◦ γ(0) = sx(γ(0)) = sx(x) = x,

d(sx ◦ γ)
dt

(0) = (dsx)x

(
dγ

dt
(0)

)
= (dsx)x(X) = X

となり、測地線 γと sx ◦ γは同じ初期条件

γ(0) = sx ◦ γ(0) = x,

dγ

dt
(0) =

d(sx ◦ γ)
dt

(0) = X

を満たすので、定義1.3.5で述べた測地線の一意性により、γ(t) = sx◦γ(t)が t ∈ [0, ϵ]

に対して成り立つ。これは xが sxの孤立固定点であることに反する。以上より、
1は (dsx)xの固有値にはならない。(dsx)xの固有値は−1のみということになり、
(dsx)x = −1TxM である。
任意の x ∈M とX ∈ TxM に対してある ϵ > 0と

γ(0) = x,
dγ

dt
(0) = X
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を満たす測地線 γ : [0, ϵ] → M が存在する。sxを γ([0, ϵ])に作用させることによ
り、γの定義域を [−ϵ, ϵ]に拡張できる。このとき、(dsx)x(X) = −Xだから、xに
おいても γ([−ϵ, ϵ])は滑らかになっている。sγ(ϵ)を γ([−ϵ, ϵ])に作用させることに
より、γの定義域を [−ϵ, 3ϵ]に拡張できる。この操作を繰り返すことにより、γの
定義域をR全体に拡張できる。したがって、M は測地的完備である。
定理 1.3.10より、任意の二点 x, y ∈M を結ぶ測地線 γが存在する。

γ : [0, 1] →M, γ(0) = x, γ(1) = y

としておく。このとき、sγ(1/2)(x) = yが成り立つ。したがって、I(M)はM に推
移的に作用する。
次の命題より、I0(M)はM に推移的に作用することがわかる。

命題 2.4.2. Lie群が連結多様体に推移的に作用しているとき、その単位連結成分
も推移的に作用する。

問題 2.4.3. 命題 2.4.2を証明せよ。

定理 2.4.4. Riemann対称空間M の点 xに対して

σx : I(M) → I(M) ; g 7→ sxgsx

によって写像 σxを定めると、σxは I(M)の対合的 (σ2
x = 1M)自己同型写像にな

る。さらに σx(I0(M)) = I0(M)となる。

Kx = {g ∈ I0(M) | gx = x}

とおくと、Kxは I0(M)の閉 Lie部分群になり、

M ∼= I0(M)/Kx, F0(σx, I0(M)) ⊂ Kx ⊂ F (σx, I0(M))

が成り立つ。ここで

F (σx, I0(M)) = {g ∈ I0(M) | σx(g) = g}

であり、F0(σx, I0(M))はその単位連結成分である。

この定理の証明には準備が必要になるので、ここでは証明は省略する。（Helgason

[3] Chapter IV Theorem 3.3）その代わりに n次元球面の場合に定理の主張が成り
立つことをみておく。

例 2.4.5. n次元球面Snの場合、I(Sn) = O(n+1)になり、I0(Sn) = SO(n+1)が成
り立つ。第 1成分のみ 1で他の成分はすべて 0である縦ベクトルを e1 ∈ Sn ⊂ Rn+1

で表す。

se1 =


1

−1
. . .

−1


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となり、
σe1(g) = se1gse1 (g ∈ O(n+ 1)).

さらに

Ke1 =

{[
1

g

]∣∣∣∣∣ g ∈ SO(n)

}
= 1× SO(n)

がわかる。σe1の記述より

F (σe1 , SO(n+ 1)) = S(O(1)×O(n)), F0(σe1 , SO(n+ 1)) = 1× SO(n)

である。ただし、

S(O(1)×O(n)) =

{[
g1

g2

]∣∣∣∣∣ g1 ∈ O(1), g2 ∈ O(n), det g1 det g2 = 1

}

である。さらに

F0(se1 , SO(n+ 1)) = Ke1 ⊂ F (se1 , SO(n+ 1))

が成り立つこともわかる。

定理 2.4.4およびその後の例 2.4.5を踏まえて次の定義を与える。

定義 2.4.6. 連結コンパクト Lie群G、Gの対合的自己同型写像 σとGの閉 Lie部
分群Kが

F0(σ,G) ⊂ K ⊂ F (σ,G)

を満たすとき、(G,K)をコンパクトRiemann対称対と呼ぶ。

定理 2.4.7. (G,K)をコンパクトRiemann対称対とし、その対合的自己同型写像
を σとする。このとき、Gの作用が等長的になるRiemann計量がG/Kに存在し、
原点 o = K ∈ G/Kの点対称 soを

so(gK) = σ(g)K (g ∈ G)

によって定めることにより、G/KはコンパクトRiemann対称空間になる。

Helgason [3] Chapter IV Proposition 3.4参照。
U(1)のいくつかの積と同型になる Lie群をトーラスと呼ぶ。

定理 2.4.8. (G,K)をコンパクトRiemann対称対とする。このとき、あるトーラ
スと同型な閉 Lie部分群A ⊂ Gが存在して

G/K =
∪
k∈K

k(A · o)

が成り立つ。上の等式からG = KAKが成り立つ。
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Helgason [3] Chapter V Theorem 6.7 参照。

例 2.4.9. 例 2.4.5より (SO(n + 1), 1 × SO(n))はコンパクト Riemann対称対で
ある。

SO(n+ 1)/1× SO(n) → Sn ; g(1× SO(n)) 7→ ge1

によって両者を同一視できる。

A =




cos θ − sin θ

sin θ cos θ

1
. . .

1



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
θ ∈ R


= SO(2)× 1n−1

とおく。

Ae1 =




cos θ

sin θ

0
...

0



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
θ ∈ R


⊂ Sn

は Snの e1を通る大円になる。これに 1× SO(n)を作用させると e1を通るすべて
の大円が得られ、

Sn =
∪

k∈1×SO(n)

kAe1

が成り立つことがわかる。

例 2.4.10. 例 2.4.5の記号を流用すると、

F (σe1 , SO(n+ 1)) = S(O(1)×O(n))

だから、(SO(n+ 1), S(O(1)×O(n)))はコンパクトRiemann対称対である。命題
1.5.2で定めた写像 p : Rn+1 − {0} → RP nを使うと

SO(n+ 1)/S(O(1)×O(n)) → RP n ; gS(O(1)×O(n)) 7→ p(ge1)

によって両者を同一視できる。例 2.4.9のAにより

RP n =
∪

k∈S(O(1)×O(n))

kp(Ae1) =
∪

k∈1×SO(n)

kp(Ae1)

が成り立つことがわかる。
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例 2.4.11. 例 2.4.5の記号を流用すると、

σe1(g) = se1gse1 (g ∈ U(n+ 1))

によって、対合的自己同型写像 σe1 : U(n+ 1) → U(n+ 1)が定まり、

F (σe1 , U(n+ 1)) = U(1)× U(n) =

{[
u

g

]∣∣∣∣∣ u ∈ U(1), g ∈ U(n)

}
が成り立つことがわかる。これより

F (σe1 , SU(n+ 1)) = S(U(1)× U(n)) =

{[
u

g

]∣∣∣∣∣ u ∈ U(1), g ∈ U(n)

u det g = 1

}
もわかる。したがって、

(U(n+ 1), U(1)× U(n)), (SU(n+ 1), S(U(1)× U(n)))

はどちらもコンパクトRiemann対称対である。命題 1.6.2で定めた写像 p : Cn+1−
{0} → CP nを使うと

SU(n+ 1)/S(U(1)× U(n)) → CP n ; gS(U(1)× U(n)) 7→ p(ge1)

によって両者を同一視できる。例 2.4.9のAにより

CP n =
∪

k∈S(U(1)×U(n))

kp(Ae1)

が成り立つことがわかる。

例 2.4.12. U(n)の対合的自己同型写像 σを

σ(g) = ḡ (g ∈ U(n))

によって定める。F (σ, U(n)) = O(n)が成り立ち、F0(σ, U(n)) = SO(n)である。
よって、(U(n), SO(n))はコンパクトRiemann対称対である。

U(1)n =


z1 . . .

zn


∣∣∣∣∣∣∣ zi ∈ U(1)


とおくと、U(1)nはトーラスになり

U(n)/SO(n) =
∪

k∈SO(n)

kU(1)no

が成り立つことが知られている。これよりU(n) = SO(n)U(1)nSO(n)が成り立つ。
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3.1 極地
定義 3.1.1. M をコンパクトRiemann対称空間とする。M の点 xにおける点対称
sxの固定点全体F (sx,M)を連結成分の合併に分解する。この連結成分の一つ一つ
をMの極地と呼ぶ。極地が一点からなるとき極と呼ぶ。xは sxの孤立固定点であ
ることから {x}は必ず F (sx,M)の連結成分になるため、{x}は自明な極と呼ぶ。
これらの概念はChen-Nagano [1] が導入した。

例 3.1.2. n次元球面Snの点xにおける点対称sxの固定点集合はF (sx, S
n) = {±x}

である。よって、Snの xに関する極地は {x}と {−x}であり、ともに極になる。

証明 例 2.1.3でみたように

sx(y) = −y + 2⟨x, y⟩x (y ∈ Rn+1)

によって定まる Rn+1の線形変換 sxは Snの xにおける点対称を定める。例 2.1.3

でみたように F (sx, S
n) = {±x}が成り立つので、Snの xに関する極地は {x}と

{−x}であり、ともに極になる。

Rn+1のm次元部分ベクトル空間 V に対して

RP n ⊃ P (V ) = {Rx | x ∈ V − {0}} ∼= RPm−1

とおく。

例 3.1.3. n次元実射影空間RP nの点 p(x) = Rx (x ∈ Rn+1 − {0})における点対
称 sp(x)の固定点集合は

F (sp(x),RP n) = {p(x)} ∪ P ((Rx)⊥)

である。よって、RP nの p(x)に関する極地は {p(x)}と P ((Rx)⊥)である。

証明 x, y ∈ Snについて

p(sx(y)) = sp(x)(p(y)) = p(y)
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が成り立つための必要十分条件は sx(y) = ±y である。すなわち、y が sx の +1

固有ベクトルまたは −1固有ベクトルになることである。これは y ∈ Rxまたは
y ∈ (Rx)⊥と同値であり、

F (sp(x),RP n) = {p(x)} ∪ P ((Rx)⊥)

が成り立つ。

Cn+1の複素m次元複素部分ベクトル空間 V に対して

CP n ⊃ PC(V ) = {Cx | x ∈ V − {0}} ∼= CPm−1

とおく。

例 3.1.4. n次元複素射影空間 CP nの点 p(x) = Cx (x ∈ S2n+1)における点対称
sp(x)の固定点集合は

F (sp(x),CP n) = {p(x)} ∪ PC((Cx)⊥)

である。よって、CP nの p(x)に関する極地は {p(x)}と PC((Cx)⊥)である。

証明 x, y ∈ S2n+1について

p(sCx (y)) = sp(x)(p(y)) = p(y)

が成り立つための必要十分条件は sx(y) = ±y である。すなわち、y が sx の +1

固有ベクトルまたは −1固有ベクトルになることである。これは y ∈ Cxまたは
y ∈ (Cx)⊥と同値であり、

F (sp(x),CP n) = {p(x)} ∪ PC((Cx)⊥)

が成り立つ。ただし、(Cx)⊥はCn+1の標準的Hermite計量に関する直交補空間で
ある。

注意 3.1.5. コンパクト Riemann対称空間の極地はコンパクト全測地的部分多様
体になることが知られている。ここで、全測地的部分多様体とはその任意の測地
線が外の空間の測地線にもなる部分多様体である。

3.2 対蹠集合
定義 3.2.1. MをコンパクトRiemann対称空間とする。Mの部分集合Sのすべて
の点 x, yに対して sx(y) = yが成り立つとき、Sを対蹠集合という。M の対蹠集
合の元の個数の上限を 2-numberといい#2M で表す。これは有限であることが
知られている。2-numberを与える対蹠集合を大対蹠集合と呼ぶ。これらの概念は
Chen-Nagano [2]が導入した。包含関係に関して極大な対蹠集合を極大対蹠集合と
呼ぶことにする。
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注意 3.2.2. コンパクト Riemann対称空間の点 x, yについて sx(y) = yが成り立
つと仮定する。x, yを結ぶ測地線 γをとる。sx(γ)は xを通る逆向きの測地線にな
る。したがって、γは yで自己交叉することになり、これは閉測地線になることが
知られている。よって、x, yは閉測地線 γの対蹠点になる。特に sy(x) = xが成り
立つ。すなわち、sx(y) = yが成り立つならば、sy(x) = xが成り立つ。

注意 3.2.3. 対蹠集合の各点 xは sxの孤立固定点になるので、対蹠集合において
各点は孤立し、対蹠集合は離散的になる。特に有限集合になる。さらに 2-number

の定義のところでも述べたが、対蹠集合の元の個数の上限は有限になることが知
られている。

例 3.2.4. n次元球面Snの点xにおける点対称sxの固定点集合はF (sx, S
n) = {±x}

である。したがって、{±x}は大対蹠集合になり、#2S
n = 2を得る。

定理 3.2.5. n次元実射影空間RP nの包含関係に関して極大な対蹠集合Aに対し
て、Rn+1のある正規直交基底 x1, . . . , xn+1が存在し、

A = {Rx1, . . . ,Rxn+1}.

これは大対蹠集合になり、#2RP n = n+ 1である。

証明 nに関する帰納法で証明する。AをRP nの極大な対蹠集合とする。
n = 1 のとき、RP 1 は円であり、R2 の正規直交基底 x1, x2 が存在し、A =

{Rx1,Rx2}. これは大対蹠集合になり、#2RP 1 = 2である。
一般の nについて考える。n− 1以下の次元の実射影空間に対して定理の主張が

成り立っていると仮定する。Aの点Rx1 (x1 ∈ Sn)をとると、

A ⊂ F (sRx1 ,RP n) = {Rx1} ∪ P ((Rx1)⊥)

が成り立つ。これより

A− {Rx1} ⊂ P ((Rx1)⊥) ∼= RP n−1

となる。極地P ((Rx1)⊥)はRP nの全測地的部分多様体であり、さらに、P ((Rx1)⊥)
における点対称はRP nの点対称の制限に一致する。よって、A−{Rx1}はRP n−1の
極大な対蹠集合になる。帰納法の仮定より、(Rx1)⊥のある正規直交基底x2, . . . , xn+1

が存在し、
A− {Rx1} = {Rx2, . . . ,Rxn+1}.

したがって、
A = {Rx1, . . . ,Rxn+1}

を得る。ここで、x1, . . . , xn+1はRn+1の正規直交基底である。Aは大対蹠集合に
なり、#2RP n = n+ 1である。
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定理 3.2.6. n次元複素射影空間CP nの包含関係に関して極大な対蹠集合Aに対
して、Cn+1のあるユニタリ基底 x1, . . . , xn+1が存在し、

A = {Cx1, . . . ,Cxn+1}.

これは大対蹠集合になり、#2CP n = n+ 1である。

証明 nに関する帰納法で証明する。AをCP nの極大な対蹠集合とする。
n = 1のとき、CP 1は 2次元球面であり、C2のユニタリ基底 x1, x2が存在し、

A = {Cx1,Cx2}. これは大対蹠集合になり、#2CP 1 = 2である。
一般の nについて考える。n− 1以下の次元の複素射影空間に対して定理の主張

が成り立っていると仮定する。Aの点Cx1 (x1 ∈ S2n+1)をとると、

A ⊂ F (sCx1 ,CP n) = {Cx1} ∪ PC((Cx1)⊥)

が成り立つ。これより

A− {Cx1} ⊂ PC((Cx1)⊥) ∼= CP n−1

となる。極地P ((Cx1)⊥)はCP nの全測地的部分多様体であり、さらに、P ((Cx1)⊥)
における点対称はCP nの点対称の制限に一致する。よって、A−{Cx1}はCP n−1の
極大な対蹠集合になる。帰納法の仮定より、(Cx1)⊥のあるユニタリ基底x2, . . . , xn+1

が存在し、
A− {Cx1} = {Cx2, . . . ,Cxn+1}.

したがって、
A = {Cx1, . . . ,Cxn+1}

を得る。ここで、x1, . . . , xn+1はCn+1のユニタリ基底である。Aは大対蹠集合に
なり、#2CP n = n+ 1である。

3.3 対称R空間
定義 3.3.1. (G,K)をコンパクトRiemann対称対とし、その対合的自己同型写像
を σとする。Gの単位元 eにおける σの微分写像 dσe : g → gは (dσe)

2 = 1gを満
たすので、gは dσeの±1固有空間の直和に分解される。+1固有空間は k = TeK

に一致する。−1固有空間をmで表す。直和分解

g = k+m

を gの σに関する標準分解という。AdG(K)(m) = mが成り立つことが知られて
いる。X ∈ mの AdG(K)軌道 AdG(K)X がmの AdG(K)不変内積から誘導され
る Riemann計量に関して Riemann対称空間になるとき、AdG(K)X を対称R空
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間と呼ぶ。埋め込みAdG(K)X ⊂ mを対称R空間の標準埋め込みという。Kの単
位連結成分K0についてAdG(K0)X = AdG(K)Xが成り立つことが知られている
(Hirohashi-Kanno-T.[4] Proposition 2.1の証明中にある。G/K内のKの軌道に関
する同様の結果はTanaka-T.[10] Theorem 1)。特に、AdG(K)Xは連結である。

例 3.3.2. 例 2.4.5で述べたように、(SO(n+1), 1×SO(n))はコンパクトRiemann

対称対であり、その対合的自己同型写像は

σ(g) =

[
1

−1n

]
g

[
1

−1n

]
(g ∈ SO(n+ 1))

である。dσ1n+1による o(n+ 1)の±1固有空間分解は

o(n+ 1) = o(n) +m, m =

{[
−tx

x

]∣∣∣∣∣ x ∈ Rn

}

となる。1× SO(n)のmへの作用は[
1

g

][
−tx

x

][
1

g

]−1

=

[
−t(gx)

gx

]
(g ∈ SO(n), x ∈ Rn)

となり、SO(n)のRnへの通常の作用と自然に同一視できる。m内の長さ 1の元の
SO(n)による軌道は、mと Rnの同一視により、n − 1次元球面になる。これは、
例 2.1.3よりRiemann対称空間になるので、対称R空間になる。

対称R空間について以下のような結果が知られている。

定理 3.3.3 (Takeuchi [7]). M が対称R空間ならば次の等式が成り立つ。

#2M = dimH∗(M ;Z2).

ただし、H∗(M ;Z2)はM の Z2係数ホモロジー群である。

定理 3.3.4 (Takeuchi [6]). 対称R空間M の極地のすべてをM0,M1, . . . ,Msで表
すと、次が成り立つ。

(1) 各Miは対称R空間である。

(2) dimH∗(M ;Z2) =
s∑

i=0

dimH∗(Mi;Z2).

系 3.3.5. 対称R空間Mの極地のすべてがM0,M1, . . . ,Msならば、次が成り立つ。

#2M =
s∑

i=0

#2Mi.
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連結Riemann多様体M の部分集合A,Bに対して、ある g ∈ I0(M)が存在して
B = gAが成り立つとき、A,Bは合同であるという。

定理 3.3.6 (Tanaka-T.[8]). 対称R空間M において次が成り立つ。

(1) M の任意の対蹠集合はある大対蹠集合に含まれる。特に極大対蹠集合は大
対蹠集合になる。

(2) 任意の二つの大対蹠集合は合同になる。

定義 3.3.7. 多様体で定義された関数のすべての臨界点において、その関数のHes-

sianが非退化であるとき、その関数をMorse関数という。

詳細はここでは述べないが、Morse関数の臨界点集合の生成する加群とMorse

関数の勾配ベクトル場の情報からMorse複体と呼ばれる複体を定めることができ
る。この複体から定まるホモロジーをMorseホモロジーという。これは通常のホ
モロジーと同型になることが知られている。

定理 3.3.8 (Kocherlakota [5]). M ⊂ Rnを対称R空間M の標準埋め込みとする。
このとき、ほとんどすべてのX ∈ Rnについて

hX :M → R ; x 7→ hX(x) = ⟨x,X⟩

はMorse関数であり、そのとき、以下が成り立つ。

(1) hX の臨界点集合C(hX)はM の大対蹠集合である。

(2) hX の Z2 係数 Morse複体の境界作用素は 0になり、Z2 係数 Morseホモロ
ジーは ⊕

p∈C(hX)

Z2p

に一致する。

この定理からも定理 3.3.3の等式

#2M = dimH∗(M ;Z2).

を導くことができる。



37

第4章 極大対蹠部分群

4.1 群に関する準備
この節では後で必要になる群や位相群の基本事項について復習しておく。群G

の部分集合X,Y に対して

XY = {xy | x ∈ X, y ∈ Y }

によって部分集合XY を定める。

補題 4.1.1. 群Gの部分群H,Kに対して次の三条件は同値である。

(1) HKの元は hk (h ∈ H, k ∈ K)の形に一意的に表せる。

(2) hk = e (h ∈ H, k ∈ K)ならば、h = k = eが成り立つ。

(3) H ∩K = {e}が成り立つ。

証明 (1) ⇒ (2) hk = e (h ∈ H, k ∈ K)とすると、hk = e = eeなので、(1)の
一意性より h = e, k = eが成り立つ。
(2) ⇒ (3) H ∩ K の任意の元 lをとる。ll−1 = eであり、l ∈ H ∩ K ⊂ H,

l−1 ∈ H∩K ⊂ Kなので、(2)より l = l−1 = eが成り立つ。したがって、H∩K = {e}
を得る。
(3) ⇒ (1) HKの元が hk = h1k1, h, h1 ∈ H, k, k1 ∈ Kと表されるとする。この

等式より、h−1
1 h = k1k

−1が成り立つ。この等式の左辺はHの元であり、右辺はK

の元である。よって、この元はH ∩Kの元であり、(3)より、単位元になる。すな
わち、h−1

1 h = eと k1k
−1 = eが成り立ち、h = h1と k1 = kとなり、HKの元の表

し方 hkは一意的である。

コンパクトLie群の間の奇数次数の被覆準同型写像の性質を調べる際に Sylowの
定理を利用するので、Sylowの定理とその関連事項について復習しておく。

定義 4.1.2. 群Gの部分集合Sに対して、Sを含む最小の部分群を ⟨S⟩で表し、Sの
生成する部分群という。⟨S⟩はSを含むすべての部分群の共通部分になる。S = {s}
のとき ⟨S⟩ = ⟨s⟩とも書き、⟨s⟩ = {sn | n ∈ Z}が成り立つ。

有限群の性質を調べる際に次の定理は基本的である。
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定理 4.1.3 (Lagrange). 有限群Gの部分群の位数は |G|の約数である。

証明 Gを部分群の剰余類の和に分解すると、互いに素な分解になるので、そ
の部分群の位数と剰余類の個数の積が |G|になる。特に部分群の位数は |G|の約数
になる。

系 4.1.4. 有限群Gの元の位数は |G|の約数である。

証明 Gの元 gに対して、gが生成する部分群 ⟨g⟩はGの部分群になるので、定
理 4.1.3より ⟨g⟩の位数は |G|の約数になる。gの位数は ⟨g⟩の位数に一致し、|G|
の約数になる。
Lagrangeの定理の逆は必ずしも成り立たないが、特別な形の |G|の約数につい

ては逆が成り立つことを示しているのが、次の Sylowの定理である。

定理 4.1.5 (Sylow). 有限群Gの位数 |G|が素数 pによって |G| = pnmと表されて
いて pとmは互いに素であるとする。このとき、Gは位数 pnの部分群を含む。こ
の部分群をGの p-Sylow部分群という。Gの任意の二つの p-Sylow部分群は互い
に共役になる。位数が pの冪になる部分群はある p-Sylow部分群に含まれる。

Sylowの定理は有限群を扱っている書籍やサイトなら証明付きで解説されている
はずなので、証明や関連事項について知りたい方は適切な書籍やサイトを見つけ
て参考にしていただきたい。
次の命題はコンパクトLie群の極大対蹠部分群の構造を記述するときに利用する。

命題 4.1.6. 群Gの単位元を eで表す。任意の g ∈ Gが g2 = eを満たすならば、
GはAbel群になる。さらにGが有限群ならば、GはZ2のいくつかの積に同型に
なる。

証明 任意の g ∈ Gについて g2 = eが成り立つので、g = g−1が成り立つこと
に注意しておく。任意の x, y ∈ Gに対して

xy = (xy)−1 = y−1x−1 = yx

となり、GはAbel群である。
次にGの部分群の列A1, A2, . . . を構成する。Gが単位元以外の元を持たなけれ

ば Z2の 0個の積とみなす。G\{e} ≠ ∅ならば、a1 ∈ G\{e}をとり、A1 = ⟨a1⟩と
する。G\A1 = ∅ならば、G = A1

∼= Z2が成り立つ。G\A1 ̸= ∅ならば、a2 ∈ G\A1

をとり、A2 = A1⟨a2⟩とする。補題 4.1.1よりA2
∼= Z2×Z2が成り立つ。G\A2 = ∅

ならば、G = A2
∼= Z2 × Z2が成り立つ。G\A2 ̸= ∅ならば、a3 ∈ G\A2をとり、

A3 = A2⟨a3⟩とする。補題 4.1.1より A3
∼= (Z2)

3が成り立つ。この操作を続ける
と、Gが有限群のときは、ある自然数 kが存在してG = Ak

∼= (Z2)
kが成り立つ。
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定義 4.1.7. 群Gが位相空間でもあり、群構造から定まる写像

G×G→ G ; (g, h) 7→ gh, G→ G ; g 7→ g−1

が連続になるとき、Gを位相群という。

補題 4.1.8. 連結位相群Gの離散正規部分群はGの中心に含まれる。

証明 AをGの離散正規部分群とする。a ∈ Aを任意にとる。

fa : G→ G ; g 7→ gag−1

によって faを定める。faは連続写像になる。Aが Gの正規部分群であることよ
り、fa(G) ⊂ Aが成り立つ。fa(G)は連結であり、Aは離散的なので、fa(G)は一
点になり、fa(e) = aに一致する。すなわち、任意の g ∈ Gに対して gag−1 = aが
成り立つ。これより、aはGの中心に含まれ、AはGの中心に含まれる。

系 4.1.9. 連結位相群Gから位相群G′への被覆準同型写像 π : G → G′に対して、
πの核 kerπはGの中心に含まれる離散部分群になる。

証明 準同型写像 πの核 kerπはGの正規部分群になる。さらに πは被覆写像
なので、kerπの位相は離散的になる。つまり、kerπは連結位相群の離散正規部分
群である。したがって、補題 4.1.8より、kerπはGの中心に含まれる。

系 4.1.10. 連結位相群Gを定義域にする位相群の被覆準同型写像とGの中心の離
散部分群は、被覆準同型写像の核を対応させることにより一対一に対応する。さ
らに、Gが連結 Lie群の場合、Gを定義域にする Lie群の被覆準同型写像とGの
中心の離散部分群は、被覆準同型写像の核を対応させることにより一対一に対応
する。

証明 系 4.1.9より、Gを定義域にする被覆準同型写像の核はGの中心に含まれ
る離散部分群になる。逆にGの中心に含まれる離散部分群Zに対して、ZはGの
正規部分群になり、G→ G/Zは位相群の被覆準同型写像になる。さらに、この被
覆準同型写像の核は Zである。
Gが連結 Lie群の場合、Gの中心に含まれる離散部分群Zに対して、G→ G/Z

は Lie群の被覆準同型写像になることから主張が成り立つことがわかる。

4.2 コンパクトLie群
この節ではコンパクトLie群はコンパクトRiemann対称空間になることを示し、

その基本的な性質を解説する。
後で必要になる一般の Lie群の逆元を対応させる写像の性質を示しておく。
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補題 4.2.1. Gを Lie群とし

µ : G×G→ G ; (x, y) 7→ xy,

ι : G→ G ; x 7→ x−1

によってGの積から定まる写像 µと逆元を対応させる写像 ιを定める。Gの単位
元を eで表し、g = TeGとすると、µと ιの微分写像は次の等式を満たす。

dµ(e,e)(X,Y ) = X + Y, dιe(X) = −X (X, Y ∈ g).

証明 Gの曲線 cX , cY を

cX(0) = e,
d

dt
cX(t)

∣∣∣∣
t=0

= X, cY (0) = e,
d

dt
cY (t)

∣∣∣∣
t=0

= Y

を満たすようにとる。微分写像の線形性より

dµ(e,e)(X, Y ) = dµ(e,e)(X, 0) + dµ(e,e)(0, Y )

=
d

dt
µ(cX(t), e)

∣∣∣∣
t=0

+
d

dt
µ(e, cY (t))

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
cX(t)

∣∣∣∣
t=0

+
d

dt
cY (t)

∣∣∣∣
t=0

= X + Y

が成り立つ。次に cX(t)ι(cX(t)) = cX(t)cX(t)
−1 = eを t = 0で微分すると

0 =
d

dt
µ(cX(t), ι(cX(t)))

∣∣∣∣
t=0

= dµ(e,e)(X, dιe(X)) = X + dιe(X)

となるので、dιe(X) = −Xが成り立つ。

定理 1.4.4よりコンパクト Lie群には両側不変 Riemann計量が存在する。さら
に、連結コンパクト Lie群は両側不変Riemann計量に関してコンパクトRiemann

対称空間になることを次で示す。

定理 4.2.2. 連結コンパクト Lie群は両側不変 Riemann計量に関してコンパクト
Riemann対称空間になり、点対称は次の等式で定まる。

sg(x) = gx−1g (g, x ∈ G).

証明 Gを連結コンパクト Lie群とし、Gの単位元を eで表す。g = TeGとお
く。まず、補題 4.2.1で定めた ιがGの両側不変Riemann計量に関して等長変換で
あること示す。任意の g, x ∈ Gに対して

ι ◦ Lg(x) = (gx)−1 = x−1g−1 = Rg ◦ ι(x)
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となるので、ι ◦ Lg = Rg ◦ ιが成り立つ。任意のX ∈ gについて

dιg((dLg)e(X)) = d(ι ◦ Lg)e(X) = d(Rg ◦ ι)e(X) = (dRg)e(dιe(X))

= −(dRg)e(X)

となり、
dιg(X) = −(dRg)e ◦ (dLg)

−1
e (X) (X ∈ TgG)

が成り立つ。よって、ι : G→ Gは微分同型写像であり、各点の微分写像は等長的線
形同型写像になるので、ιはGの両側不変Riemann計量に関して等長変換になる。
ιは単位元 eを固定し、eを通る測地線の向きを逆向きにするので、eは ιの孤立固定
点になる。また、ι2 = 1Gが成り立つ。これらより、ιは eにおける点対称の候補にな
る。g ∈ Gにおける点対称の候補はLg ◦ ι◦L−1

g である。Lg ◦ ι◦L−1
g (g) = gが成り立

ち、gはLg◦ι◦L−1
g の孤立固定点になる。さらに、(Lg◦ι◦L−1

g )2 = Lg◦ι2◦L−1
g = 1G

となるので、Gは両側不変 Riemann計量に関して Lg ◦ ι ◦ L−1
g を gにおける点対

称とするRiemann対称空間になる。x ∈ Gに対して

Lg ◦ ι ◦ L−1
g (x) = Lg((g

−1x)−1) = gx−1g

が成り立つので、sg(x) = gx−1gである。

注意 4.2.3. コンパクト Lie群が連結ではなくても

sg(x) = gx−1g (g, x ∈ G)

によって点対称 sgを定めると、Riemann対称空間の定義の連結性以外の条件をす
べて満たすので、コンパクト Lie群に限って連結ではない場合でもRiemann対称
空間として扱う。ただし、連結性を使って導かれているRiemann対称空間の性質
を扱うときには注意が必要である。
たとえば、注意 3.2.2で述べた sx(y) = yが成り立つならば sy(x) = xが成り立つ

という主張の証明には、コンパクトRiemann対称空間が連結であることを使ってい
る。連結とは限らないコンパクトLie群の場合は、上で述べたように sx(y) = xy−1x

によって点対称を定めるので、sx(y) = yが成り立つならば xy−1x = yとなる。両
辺に左から yx−1をかけると x = yx−1yとなり sy(x) = xが成り立つことがわかる。
したがって、連結とは限らないコンパクト Lie 群の場合でも、sx(y) = yが成り立
つならば sy(x) = xが成り立つ。

定理 4.2.2の別証明の概略 G×Gの対合的自己同型写像 σを

σ : G×G→ G×G ; (g1, g2) → (g2, g1)

によって定める。
F (σ,G×G) = {(g, g) | g ∈ G}
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が成り立ち、これはGと Lie群として同型である。特に連結になる。これを∆G

と書くことにする。すると、(G × G,∆G)はコンパクト Riemann対称対になる。
よって定理 2.4.7より (G×G)/∆GにはG×Gの作用が等長的になるRiemann計
量が存在し、点 (g1, g2)∆G ∈ (G×G)/∆Gの点対称を

s(g1,g2)((x1, x2)∆G) = (g1, g2)σ((g1, g2)
−1(x1, x2))∆G

によって定めると、(G×G)/∆GはRiemann対称空間になる。ここで、

Φ : (G×G)/∆G→ G ; (g1, g2)∆G→ G ; (g1, g2)∆ 7→ g1g
−1
2

によって写像Φを定める。Φはwell-definedであることがわかる。さらに、Φは微
分同型写像である。G×GはGに

(g1, g2)x = g1xg
−1
2 (g1, g2, x ∈ G)

によって Lie変換群として推移的に作用する。Gの単位元 eについて

(G×G)e = {(g1, g2) ∈ G×G | g1eg−1
2 = e} = ∆G

が成り立つ。G × Gの作用が等長的になる (G × G)/∆Gの Riemann計量は Φに
よってGの両側不変Riemann計量に対応する。(G×G)/∆Gの点対称をΦによっ
てGに写すと

sg(x) = gx−1g (g, x ∈ G)

となることがわかる。

連結コンパクト Lie群内で包含関係に関して極大なトーラスを極大トーラスと
呼ぶ。定理 2.4.8より次の定理を導くことができる。

定理 4.2.4. Gを連結コンパクト Lie群とする。T をGの極大トーラスとすると、
次が成り立つ。

G =
∪
g∈G

gTg−1.

例 4.2.5. U(n)において

T =


z1 . . .

zn


∣∣∣∣∣∣∣ zj ∈ U(1) (1 ≤ j ≤ n)


は極大トーラスになり、定理 4.2.4より

U(n) =
∪

g∈U(n)

gTg−1
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が成り立つ。これはユニタリ行列がユニタリ行列によって対角化可能であること
に他ならない。
T はU(n)において可換部分群としても極大であることを以下で示す。z ∈ U(n)

が T のすべての元と可換であると仮定する。このとき、{z}∪T の任意の元は互い
に可換になる。したがって、これらはユニタリ行列によって同時対角化可能であ
る。すなわち、ある元 g ∈ U(n)が存在して、

g({z} ∪ T )g−1 ⊂ T

が成り立つ。gTg−1 ⊂ T より gTg−1 = T が成り立ち、gzg−1 ∈ T = gTg−1を得
る。よって、z ∈ T となり、T の可換部分群としての極大性がわかる。

例 4.2.6. コンパクト Lie群Gの単位元 eに関する極地は

F (se, G) = {g ∈ G | se(g) = g} = {g ∈ G | g2 = e}

の各連結成分である。さらに、Gが連結ならば、Gの極大トーラス T をとると、G
の任意の元は gtg−1 (g ∈ G, t ∈ T )と表せる。

(gtg−1)2 = gtg−1gtg−1 = gt2g−1

となるので、(gtg−1)2 = eの必要十分条件は t2 = eである。したがって、

{g ∈ G | g2 = e} =
∪
g∈G

g{t ∈ T | t2 = e}g−1

が成り立つ。一般にトーラスは

U(1)n = U(1)× · · · × U(1)

に Lie群として同型なので、

{(z1, . . . , zn) ∈ U(1)n | (z1, . . . , zn)2 = e}

を求めておく。
(z1, . . . , zn)

2 = (z21 , . . . , z
2
n)

より、上の集合は
{±1}n = {±1} × · · · × {±1}

に一致する。G = U(n)の場合は、これは

∆n :=


ϵ1 . . .

ϵn


∣∣∣∣∣∣∣ ϵ1, . . . , ϵn = ±1


に一致する。
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補題 4.2.7. GをコンパクトLie群とし、両側不変Riemann計量を導入してRiemann

対称空間とみなす。Gの単位元を eで表す。x, y ∈ Gについて以下が成り立つ。

(1) se(x) = xの必要十分条件は x2 = eである。

(2) x2 = y2 = eが成り立つとき、sx(y) = yの必要十分条件は xy = yxである。

証明 (1) se(x) = x−1よりわかる。
(2) sx(y) = xy−1xより sx(y) = yは xy−1x = yと同値であり、さらに xy−1 =

yx−1と同値である。最後の等式は xy = yxと同値である。

補題 4.2.8. GをコンパクトLie群とし、両側不変Riemann計量を導入してRiemann

対称空間とみなす。Gの単位元を eで表す。AはGの極大対蹠集合であり、eを含
むとすると、AはGの部分群になり Z2 × · · · × Z2と同型になる。

証明 Aは eを含むので、任意の x ∈ Aについて

x−1 = se(x) = x

となり、x2 = eが成り立つ。さらに任意の x, y ∈ Aについて sx(y) = yが成り立つ
ので、補題 4.2.7より xy = yxが成り立つ。任意の z ∈ Aについて

sz(xy) = z(xy)−1z = zy−1x−1z = zyxz = yxz2 = yx = xy

となるので、A ∪ {xy}は対蹠集合になる。Aの極大性より xy ∈ Aが成り立つ。
よって xy ∈ Aとなり、AはGの部分群である。Aは有限Abel群になり、Aの各
元の位数は 2以下なので、命題 4.1.6より Z2 × · · · × Z2と同型になる。

定義 4.2.9. 補題 4.2.8の部分群を極大対蹠部分群と呼ぶ。大対蹠集合の場合は大
対蹠部分群と呼ぶ。

コンパクトLie群の場合には左移動や右移動により、極大対蹠集合は単位元を含
むようにできるので、極大対蹠部分群に写る。よって、極大対蹠部分群のみ考察
の対象にする。

注意 4.2.10. コンパクト Lie群の極大対蹠部分群がZ2のいくつかの積に同型にな
るという補題 4.2.8の以前の証明は、有限Abel群の基本定理 (有限Abel群は巡回
群のいくつかの積に同型)を利用していたが、井川治さんのアイデアで命題 4.1.6

を利用する証明に変更した。

例 4.2.11. U(n)の極大対蹠部分群を求める。Aを U(n)の極大対蹠部分群とす
る。Aは可換なので、ユニタリ行列による同時対角化可能である。つまり、ある
g ∈ U(n)が存在して

gAg−1 ⊂ U(1)n
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が成り立つ。例 4.2.6より
gAg−1 ⊂ ∆n

が成り立つ。∆nは対蹠部分群になるので、Aの極大性より

gAg−1 = ∆n

を得る。つまり、U(n)の極大対蹠部分群は∆nに共役になる。よって、極大対蹠
部分群は大対蹠部分群にもなっている。これより、#2U(n) = 2nが成り立つ。

例 4.2.12. U(n)の極地を明らかにするために、単位元における点対称の固定点集
合を求める。今まで得た結果より

F (s1n , U(n)) =
∪

g∈U(n)

gF (s1n , U(1)
n)g−1 =

∪
g∈U(n)

g∆ng
−1

が成り立つことがわかる。これを具体的に記述するために記号を準備しておく。
1 ≤ i, j ≤ nが i ̸= jを満たすとき、1nの (i, i)成分と (j, j)成分を 0に置き換え、
(i, j)成分と (j, i)成分を 1に置き換えた行列をEij ∈ U(n)で表すとE−1

ij = Eij が
成り立ち、

Eij

ϵ1 . . .

ϵn

E−1
ij

は ϵiと ϵjを入れ換えたものになる。0 ≤ i ≤ nについて

xi =

[
−1i

1n−i

]
∈ ∆n

とおいて
Mi = {gxig−1 | g ∈ U(n)}

によってMiを定める。U(n)の連結性からMiは連結になる。∆n ∩Miは−1の個
数が iである∆nの元の全体になり、Eijによる共役によってそれらは写り合う。し
たがって、

F (s1n , U(n)) =
n∪

i=0

Mi

が成り立つ。Miは固有値−1の重複度が iで固有値+1の重複度がn−iの行列の全体
になるので、iと jが異なればMi∩Mj = ∅が成り立つ。つまり、上のMiの和は互い
に素な和である。以上より、各MiはU(n)の極地である。M0 = {1n},Mn = {−1n}
となり、これらは極である。1 ≤ i ≤ n− 1に対するMiを調べる。

U(n)xi
= {g ∈ U(n) | gxig−1 = xi} = {g ∈ U(n) | g = xigx

−1
i }.



46 第 4章 極大対蹠部分群

そこで、
σi : U(n) → U(n) ; g 7→ xigx

−1
i

によって σiを定めると、i = 0, n以外の場合に σiはU(n)の対合的自己同型写像に
なる。さらに U(n)の元 gを i行、i列までとそれ以降のブロックに分けて

g =

[
g11 g12
g21 g22

]

と表示すると

σi(g) =

[
−1i

1n−i

][
g11 g12
g21 g22

][
−1i

1n−i

]
=

[
g11 −g12
−g21 g22

]

が成り立つ。したがって、

U(n)xi
=

{[
g11 0

0 g22

]∣∣∣∣∣ g11 ∈ U(i)

g22 ∈ U(n− i)

}

を得る。これをU(i)×U(n− i)と書く。これは連結になる。さらに (U(n), U(i)×
U(n− i))はコンパクトRiemann対称対になり、MiはU(n)/U(i)× U(n− i)に微
分同型になる。
Miの幾何学的な意味を与えておく。Miの各元は固有値−1の重複度が iで固有

値 1の重複度が n− iのユニタリ行列なので、−1の固有空間を対応させることで、
MiはCn内の i次元複素部分空間全体と対応する。これによって、Cn内の i次元
複素部分空間全体に多様体構造を導入できる。これは複素Grassmann多様体と
呼ばれているものである。

例 4.2.13. U(n)による対称R空間の例を挙げておく。

σ : U(n)× U(n) → U(n)× U(n) ; (g1, g2) 7→ (g2, g1)

によって U(n)× U(n)の対合的自己同型写像 σを定める。

F (σ, U(n)× U(n)) = ∆U(n) := {(g, g) | g ∈ U(n)}

が成り立つ。これより、(U(n)×U(n),∆U(n))はコンパクトRiemann対称対であ
る。σの単位元における微分写像は

dσ(1n,1n)(X1, X2) = (X2, X1) (X1, X2 ∈ u(n))

となる。dσ(1n,1n)の±1固有空間は

∆u(n) = {(X,X) | X ∈ u(n)}, m = {(X,−X) | X ∈ u(n)}
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である。AdU(n)×U(n)(∆U(n))のmへの作用は

AdU(n)×U(n)(g, g)(X,−X) = (AdU(n)(g)X,−AdU(n)(g)X) (X ∈ u(n))

と記述できる。
u(n) → m ; X 7→ (X,−X)

により、u(n)とmを同一視すると、AdU(n)×U(n)(∆U(n))のmへの作用はU(n)の
u(n)への随伴作用に他ならない。そこで、以下では U(n)の随伴作用について考
える。

yi =
√
−1xi (0 ≤ i ≤ n)

とおくと、yi ∈ u(n)が成り立つ。さらに

Ni = AdU(n)(U(n))yi ⊂ u(n)

とおくと
Ni

∼= Mi
∼= U(n)/U(i)× U(n− i)

が成り立ち、これらは対称R空間である。つまり、複素Grassmann多様体は対称
R空間である。

4.3 奇数次数の被覆準同型写像
この節では奇数次数の被覆準同型写像を通して、極大対蹠部分群の全体は変化

しないことを示す。この節の内容はほぼTanaka-T.[11]に従っている。

補題 4.3.1. G,G′をコンパクト Lie群とし、π : G → G′を奇数次数の被覆準同型
写像とする。A′をG′の対蹠部分群とすると、Gの対蹠部分群 Aが存在して次の
条件を満たす。

(1) Aは π−1(A′)の 2-Sylow部分群であり、π−1(A′) = A kerπかつ |A| = |A′|を
満たす。

(2) πのAへの制限はAからA′への同型写像になる。

証明 πは被覆準同型写像なので、kerπはGの離散的な部分群になる。Gはコ
ンパクトなので、kerπは有限部分群である。さらに、| kerπ|は πの次数に一致し
奇数である。|π−1(A′)| = |A′| · | kerπ|が成り立つ。|A′|は 2の冪であり、| kerπ|は
奇数である。Sylowの定理 (定理 4.1.5)より π−1(A′)の 2-Sylow部分群Aが存在し
て |A| = |A′|が成り立つ。Gの単位元を eで表す。系 4.1.4より、Aの元の位数は
2の冪になり、kerπの元の位数は奇数なので、A ∩ kerπ = {e}が成り立つ。した
がって、補題 4.1.1よりA kerπの元はAの元と kerπの元の積に一意的に表され、

|A kerπ| = |A| · | kerπ| = |A′| · | kerπ| = |π−1(A′)|
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が成り立つ。A kerπ ⊂ π−1(A′)なので、A kerπ = π−1(A′)となる。A∩kerπ = {e}
より、πの Aへの制限 π|A : A → G′は単射になる。A ⊂ π−1(A′)であり πは全
射だから、π(A) ⊂ π(π−1(A′)) = A′が成り立つ。πの Aへの制限は単射なので、
|π(A)| = |A| = |A′|を得る。これより、π(A) = A′となり、π|A : A→ A′は同型写
像になる。A′はG′の対蹠部分群なので、AはGの対蹠部分群になる。

定理 4.3.2. G,G′をコンパクト Lie群とし、π : G → G′を奇数次数の被覆準同型
写像とする。G,G′の単位連結成分をそれぞれG0, G

′
0で表す。

(1) AがGの対蹠部分群ならば、π(A)はG′の対蹠部分群である。AがGの極
大対蹠部分群ならば、π(A)はG′の極大対蹠部分群である。Gの極大対蹠部
分群A1とA2が共役ならば、G′の極大対蹠部分群 π(A1)と π(A2)は共役で
ある。Gの極大対蹠部分群A1とA2がG0共役ならば、G′の極大対蹠部分群
π(A1)と π(A2)はG′

0共役である。

(2) A′がG′の対蹠部分群ならば、Gの対蹠部分群Aが存在して π|A : A→ A′は
同型写像になる。A′がG′の極大対蹠部分群ならば、Gの極大対蹠部分群A

が存在して π|A : A → A′は同型写像になる。G′の極大対蹠部分群A′
1とA′

2

が共役ならば、対応するGの極大対蹠部分群A1とA2は共役である。Gの
単位連結成分G0が kerπを含むときは、G′の極大対蹠部分群A′

1とA′
2がG′

0

共役ならば、対応するGの極大対蹠部分群A1とA2はG0共役である。

証明 (1) AがGの対蹠部分群ならば、Aの元の位数は 2以下である。よって
π(A)の元の位数も 2以下になり、π(A)はG′の対蹠部分群である。
AがGの極大対蹠部分群ならば、すでに示したことより π(A)はG′の対蹠部分

群である。π(A)がG′の極大対蹠部分群であることを示すために、π(A) ⊂ B′ ⊂ G′

を満たす対蹠部分群 B′をとる。補題 4.3.1より、Gの対蹠部分群 Bが存在して、
Bは π−1(B′)の 2-Sylow部分群であり、π−1(B′) = B kerπが成り立つ。π(A) ⊂ B′

より A ⊂ π−1(π(A)) ⊂ π−1(B′)となる。Aの位数は 2の冪なので、Sylowの定理
(定理 4.1.5)よりある g ∈ π−1(B′)が存在して gAg−1 ⊂ Bが成り立つ。AはGの
極大対蹠部分群なので、gAg−1もGの極大対蹠部分群であり、gAg−1 = Bが成り
立つ。これらより、π(A) ⊂ B′ = π(B) = π(gAg−1) = π(g)π(A)π(g)−1となり、こ
れらの元の個数が等しいことから π(A) = B′が成り立つ。したがって、π(A)はG′

の極大対蹠部分群である。
Gの極大対蹠部分群A1とA2が共役ならば、ある g ∈ Gが存在してA2 = gA1g

−1

が成り立つ。πを作用させると π(A2) = π(gA1g
−1) = π(g)π(A1)π(g)

−1 となり、
π(A1)と π(A2)はG′の共役な極大対蹠部分群であることがわかる。
Gの極大対蹠部分群A1とA2がG0共役ならば、ある g ∈ G0が存在してA2 =

gA1g
−1が成り立つ。πを作用させると π(A2) = π(gA1g

−1) = π(g)π(A1)π(g)
−1と

なり、π(g) ∈ π(G0) ⊂ G′
0なので、G

′の極大対蹠部分群 π(A1)と π(A2)はG′
0共役

であることがわかる。
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(2) A′がG′の対蹠部分群ならば、補題 4.3.1より、Gの対蹠部分群Aが存在し
て π|A : A→ A′は同型写像になる。
さらにA′がG′の極大対蹠部分群ならば、このGの対蹠部分群Aも極大対蹠部

分群になることを示す。そのためにA ⊂ B ⊂ Gを満たす対蹠部分群Bをとる。B
の位数は 2の冪であり、kerπの位数は奇数なので、B ∩ kerπ = {e}が成り立つ。
よって、πのBへの制限 π|B : B → G′は単射になる。これより、π|B : B → π(B)

は同型写像になる。特に π(B)はG′の対蹠部分群である。A′ = π(A) ⊂ π(B)であ
り、A′の極大性よりπ(A) = π(B)が成り立つ。πはBにおいて単射なので、A = B

が成り立つ。したがって、AはGの極大対蹠部分群である。
G′の極大対蹠部分群 A′

1と A′
2が共役ならば、ある元 g′ ∈ G′が存在し、A′

2 =

g′A1(g
′)−1が成り立つ。さらに、Gの極大対蹠部分群 A1と A2が存在して π|Ai

:

Ai → A′
i (i = 1, 2)は同型写像になる。π(g) = g′を満たす g ∈ Gをとる。

π−1(A′
2) = π−1(g′A′

1(g
′)−1) = {x ∈ G | π(x) ∈ g′A′

1(g
′)−1}

= {x ∈ G | (g′)−1π(x)g′ ∈ A′
1} = {x ∈ G | π(g−1xg) ∈ A′

1}
= {x ∈ G | g−1xg ∈ π−1(A′

1)} = {x ∈ G | x ∈ gπ−1(A′
1)g

−1}
= gπ−1(A′

1)g
−1

となり、π−1(A′
2) = gπ−1(A′

1)g
−1を得る。A1は π−1(A′

1)の 2-Sylow部分群なので、
gA1g

−1は gπ−1(A′
1)g

−1 = π−1(A′
2)の 2-Sylow部分群である。A2も π−1(A′

2)の 2-

Sylow部分群なので、Sylowの定理 (定理 4.1.5)より gA1g
−1とA2は π−1(A′

2)の元
により共役になり、A1とA2はGの元により共役になる。
さらに、G0が kerπを含むと仮定する。G′の極大対蹠部分群A′

1とA′
2がG′

0共
役ならば、上の議論において g′ ∈ G′

0とできる。さらに π(g) = g′を満たす gは
g ∈ G0とできることを示す。G′の単位元と g′を結ぶ曲線をとると、この曲線はG′

0

に含まれる。この曲線のGへの持ち上げを始点がGの単位元になるようにとる。
するとこの持ち上げはG0に含まれる。そこで、この持ち上げの終点を gとすると
π(g) = g′と g ∈ G0が成り立つ。補題 4.3.1より、π−1(A′

2) = A2 kerπが成り立つ。
gA1g

−1とA2は π−1(A′
2)の元により共役になるので、ある a ∈ A2と z ∈ kerπに

よって azgA1g
−1(az)−1 = A2が成り立つ。これより、zgA1g

−1z−1 = a−1A2a = A2

となる。仮定より z ∈ kerπ ⊂ G0だから zg ∈ G0となり、A1とA2はG0の元で共
役になる。

4.4 ユニタリ群の商群の極大対蹠部分群の分類
ユニタリ群の商群の極大対蹠部分群を分類することが、この節の目的である。こ

の節のほとんどの部分はTanaka-T.[9]に従っている。まずユニタリ群の基本的な
ことをいくつか調べておく。

命題 4.4.1. ユニタリ群 U(n)の中心は {z1n | z ∈ U(1)}になる。
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問題 4.4.2. 命題 4.4.1を証明せよ。

µを自然数とし、Zµ = {z1n | zµ = 1, z ∈ U(1)}とおく。U(n)の商群はある自
然数 µによってU(n)/Zµと記述できる。自然な射影を πn : U(n) 7→ U(n)/Zµで表
す。πnは被覆準同型写像になる。θを 1の原始 2µ乗根とすると、

kerπn = {θ2m1n | m ∈ Z} = ⟨θ2⟩1n = Zµ

が成り立つ。θµ = −1が成り立つことに注意しておく。
U(n)/Zµの極大対蹠部分群の分類結果を記述するために、記号を準備しておく。

行列A = (aij)とBのテンソル積を

A⊗B =

a11B · · · a1qB
...

...

ap1B · · · apqB


によって定める。ここでは詳しく解説しないが、行列のテンソル積については、た
とえば Zhan[12]に基本的な性質の解説がある。この講義で利用する行列のテンソ
ル積の性質は、すべて [12]で扱われている。

問題 4.4.3. 適切な設定のもとで、行列A,B,C,Dに対して行列の積とテンソル積
に関する次の等式が成り立つことを証明せよ。

(A⊗B)(C ⊗D) = (AC)⊗ (BD).

二面体群D[4]を

I1 =

[
−1 0

0 1

]
, J1 =

[
0 −1

1 0

]
, K1 =

[
0 1

1 0

]
,

D[4] = {±12,±I1,±J1,±K1} ⊂ O(2)

によって定める。D[4]はO(2)の部分群であり、R2の座標軸と平行な辺を持ち原
点を中心に持つ正方形を保つ等長変換の全体である。自然数 nを 2の冪 2kと奇数
lの積 2k · lに分解し、0 ≤ s ≤ kに対して s個のD[4]と∆n/2sのテンソル積を

D(s, n) = D[4]⊗ · · · ⊗D[4]⊗∆n/2s

= {d1 ⊗ · · · ⊗ ds ⊗ d0 | di ∈ D[4] (1 ≤ i ≤ s), d0 ∈ ∆n/2s} ⊂ O(n)

で表す。

(d1 ⊗ · · · ⊗ ds ⊗ d0)(d
′
1 ⊗ · · · ⊗ d′s ⊗ d′0) = d1d

′
1 ⊗ · · · ⊗ dsd

′
s ⊗ d0d

′
0

が成り立つことから、D(s, n)はO(n)の部分群であることがわかる。



4.4. ユニタリ群の商群の極大対蹠部分群の分類 51

問題 4.4.4. D(2, 4)を 4次正方行列で具体的に記述せよ。

以上の準備のもと、U(n)の商群の極大対蹠部分群の分類は次の定理のように記
述できる。

定理 4.4.5. µを自然数、θを 1の原始 2µ乗根とする。U(n)/Zµの極大対蹠部分群
は次のいずれかに共役である。

(1) nまたは µが奇数の場合、

πn({1, θ}D(0, n)) = πn({1, θ}∆n).

特に πn({1, θ}∆n)は U(n)/Zµの共役を除いて唯一の極大かつ大対蹠部分群
である。

(2) nかつ µが偶数の場合、

πn({1, θ}D(s, n)) (0 ≤ s ≤ k).

ただし、(s, n) = (k − 1, 2k)の場合を除く。

注意 4.4.6. 包含関係∆2 ( D[4]より、

D(k − 1, 2k) = D[4]⊗ · · · ⊗D[4]⊗∆2 ( D[4]⊗ · · · ⊗D[4]⊗D[4] = D(k, 2k)

が成り立つので、D(k − 1, 2k)は極大ではない。よって、(s, n) = (k − 1, 2k)の場
合は除かれる。

証明 Aを U(n)/Zµの極大対蹠部分群とし、B = π−1
n (A)とおく。

補題 4.4.7. θB = Bが成り立つ。

証明 θ21n ∈ kerπnなので、πn(θ1n)は U(n)/Zµの対合的な元であり、中心に
含まれる。よって、A⟨πn(θ1n)⟩は Aを含む対蹠部分群になる。Aの極大性より
A = A⟨πn(θ1n)⟩となり、πn(θ1n) ∈ Aが成り立つ。したがって、θ1n ∈ Bとなり、
θB = Bを得る。

補題 4.4.8. Aの元は U(n)/Zµにおいて π(∆n ∪ θ∆n)の元と共役である。さらに
Bが可換ならば、Aは U(n)/Zµにおいて π(∆n ∪ θ∆n)と共役である。

証明 c ∈ Bとすると πn(c) ∈ Aより πn(c)
2は U(n)/Zµの単位元になるので、

ある ϕ ∈ Zµが存在して c2 = ϕとなる。これより、ある整数 kに対して ϕ = θ2k1n
である。cを対角化する行列を uとすると、ucu−1 = dは対角行列になる。よって

d2 = uc2u−1 = uϕu−1 = ϕ = θ2k1n
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となる。これより dの対角成分は±θkである。kが偶数のときにはある I ∈ ∆nに
対して π(d) = π(I)、kが奇数のときにはある I ∈ ∆nに対して πn(d) = πn(θI)が
成り立つ。したがって πn(c) ∈ AはU(n)/Zµの元 πn(u)により πn(∆n ∪ θ∆n)の元
と共役である。
Bが可換ならばBのすべての元は同時対角化可能である。すなわち、ある u ∈

U(n)が存在してAは πn(u)により πn(∆n ∪ θ∆n)の部分集合と共役である。した
がって、はじめからA ⊂ πn(∆n ∪ θ∆n) と仮定してよい。πn(∆n ∪ θ∆n)は対蹠集
合であるからAの極大性よりA = πn(∆n ∪ θ∆n)が成立する。

補題 4.4.9. Bの元 a, bに対して ab = baまたは ab = −baが成り立つ。

証明 a, b ∈ Bより πn(a), πn(b) ∈ Aだから πn(a)πn(b) = πn(b)πn(a)、すなわち
πn(ab) = πn(ba)となる。よってある ϕ ∈ Zµが存在して ab = ϕbaが成り立つ。こ
れより

b2 = (a−1ϕba)2 = a−1ϕbaa−1ϕba = ϕ2a−1b2a = ϕ2b2

となる。ここで ϕおよび b2がU(n)/Zµの中心の元であることを用いた。したがっ
て ϕ2 = 1nで ϕ = ±1nとなる。

補題 4.4.10. a, b, cが Bの元で ab = −baを満たすならば、c, ac, bc, abcのうちど
れか１つは aとも bとも可換である。

証明 補題 4.4.9より ac = ±ca, bc = ±cbである。ac = caかつ bc = cbのときに
は cが a, bと可換である。ac = caかつ bc = −cbのときには

(ac)a = a(ca) = a(ac),

(ac)b = a(cb) = a(−bc) = (−ab)c = (ba)c = b(ac)

より acが a, bと可換である。ac = −caかつ bc = cbのときには

(bc)a = b(ca) = b(−ac) = (−ba)c = (ab)c = a(bc),

(bc)b = b(cb) = b(bc)

より bcが a, bと可換である。ac = −caかつ bc = −cbのときには

(abc)a = (ab)(ca) = (ab)(−ac) = a(−ba)c = a(ab)c = a(abc),

(abc)b = (ab)(cb) = (ab)(−bc) = (−ab)(bc) = (ba)(bc) = b(abc)

より abcが a, bと可換である。

補題 4.4.11. Bの元 a, bに対して ab = −baならば次の (i)から (iv)が成り立つ。

(i) Tr(a) = Tr(b) = 0.
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(ii) nは偶数である。(n = 2n′とおく)

(iii) aと bはU(n)において、それぞれ {1, θ, θ2, . . . , θ2µ−1}In′ の元に共役である。
ただし、In′ = I1 ⊗ 1n′である。

(iv) µも偶数である。

証明 ab = −baより a = −bab−1だからTr(a) = −Tr(bab−1) = −Tr(a)となり、
したがって Tr(a) = 0である。同様にして Tr(b) = 0となるので (i)が成立。補題
4.4.8より、ある I ∈ ∆nに対して πn(a)は πn(I)または πn(θI)に共役である。前者
の場合、ある ϕ ∈ Zµに対して aは ϕIと共役でTr(a) = Tr(ϕI)となるが、左辺は
0で右辺は ϕTr(I)に等しいのでTr(I) = 0を得る。I は対角成分が+1か−1の対
角行列であり、Tr(I) = 0より対角成分の+1と−1の個数は等しい。したがって、
nは偶数であり n = 2n′とおくと、Iは In′に共役になる。よって、aと ϕIn′は共役
になる。これらより、aはZµIn′の元と共役になる。後者の場合も同様にTr(I) = 0

を得、aと ϕθIn′ は共役になる。これらより aは ZµθIn′ の元と共役になる。いず
れの場合も aは {1, θ, θ2, . . . , θ2µ−1}In′ の元と共役になる。よって (ii)および (iii)

が成立する。補題 4.4.9の証明で見たように a, b ∈ Bならばある ϕ ∈ Zµに対して
ab = ϕbaとなる。いま ab = −baなので ϕ = −1 ∈ Zµより µは偶数となる。よっ
て (iv)が成立する。

補題 4.4.12. Bが可換でないときには、BはD[4]⊗U(n′)の部分群と共役であり、
Aは πn(D[4]⊗ U(n′))の部分群と共役である。

証明 仮定よりa, b ∈ Bでab ̸= baとなるものが存在する。このとき補題 4.4.9よ
りab = −baであり、さらに補題4.4.11の (iii)よりa, bはそれぞれ{1, θ, θ2, . . . , θ2µ−1}In′

の元と共役である。aはある νについて θνIn′ と共役であり、a′ = θ2µ−νaは In′ と
共役である。補題 4.4.7より a′ ∈ Bが成り立つ。

a′b = θ2µ−kab = −θ2µ−kba = −bθ2µ−ka = −ba′.

bについても同様の議論により b′ ∈ Bをとり、a′b′ = −b′a′が成り立ち、b′は In′と
共役になるようにできる。したがって、最初から a, bは In′と共役であるとしてよ
い。さらに a = In′としてよい。ab = −baより aba−1 = −bとなる。

b =

[
b11 b12
b21 b22

]

とおくと

In′bI−1
n′ =

[
b11 −b12
−b21 b22

]
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となるので、b11 = b22 = 0が成り立つ。さらに b2 = 1nなので、

b2 =

[
0 b12
b21 0

]2
=

[
b12b21 0

0 b21b12

]

より b12b21 = b21b12 = 1n′、すなわち b21 = b−1
12 が成り立つ。以上より

b =

[
0 b12
b−1
12 0

]

となる。

u =

[
u11 0

0 u22

]
∈ U(n′)× U(n′)

に対して

uIn′u−1 =

[
u11 0

0 u22

][
−1n′ 0

0 1n′

][
u−1
11 0

0 u−1
22

]
=

[
−u111n′u−1

11 0

0 u221n′u−1
22

]

=

[
−1n′ 0

0 1n′

]
= In′

より、U(n′)× U(n′)の元による共役作用は In′を固定する。U(n′)× U(n′)の元の
bへの共役作用は

ubu−1 =

[
u11 0

0 u22

][
0 b12
b−1
12 0

][
u−1
11 0

0 u−1
22

]
=

[
0 u11b12

u22b
−1
12 0

][
u−1
11 0

0 u−1
22

]

=

[
0 u11b12u

−1
22

(u11b12u
−1
22 )

−1 0

]

となる。そこで、u11 = 1n′ , u22 = b12とすると、bは U(n′)× U(n′)の元によって[
0 1n′

1n′ 0

]

に共役になる。したがって、U(n)の元による共役変換で

a =

[
−1 0

0 1

]
⊗ 1n′ = I1 ⊗ 1n′ ,

b =

[
0 1

1 0

]
⊗ 1n′ = K1 ⊗ 1n′

としてよい。
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ここで ⟨I1, K1⟩ = D[4]を示しておく。I1, K1 ∈ D[4]より ⟨I1, K1⟩ ⊂ D[4]が成り
立つ。

I1K1 =

[
−1 0

0 1

][
0 1

1 0

]
=

[
0 −1

1 0

]
= J1

となり、J2
1 = −12なので、D[4] ⊂ ⟨I1, K1⟩がわかる。以上より ⟨I1, K1⟩ = D[4]を

得る。
上の結果を利用すると

⟨a, b⟩ = ⟨I1, K1⟩ ⊗ 1n′ = D[4]⊗ 1n′

がわかる。補題 4.4.10より任意の c ∈ Bについて、c, ac, bc, abcのいずれかは a, b

の両方と可換になる。そこで、a = In′ , b = Kn′ の両方と可換な U(n)の元の全体
を求める。In′と可換な元の全体は U(n′)× U(n′)である。

u =

[
u1 0

0 u2

]
∈ U(n′)× U(n′)

について

uKn′ =

[
u1 0

0 u2

][
0 1

1 0

]
=

[
0 u1
u2 0

]
, Kn′u =

[
0 1

1 0

][
u1 0

0 u2

]
=

[
0 u2
u1 0

]

となるので、uがKn′と可換になるための必要十分条件は、u1 = u2である。以上
より

{u ∈ U(n) | uは a, bと可換 } = 12 ⊗ U(n′)

が成り立つ。
補題 4.4.10よりある x ∈ D[4]⊗ U(n′)が存在して、xcは a, bの両方と可換にな

る。先に示したことより xc ∈ 12 ⊗ U(n′)が成り立つ。よって

c ∈ x−112 ⊗ U(n′) ⊂ D[4]⊗ U(n′)

となる。したがって、B ⊂ D[4] ⊗ U(n′)が成り立ち、Aは πn(D[4] ⊗ U(n′))の部
分群である。

注意 4.4.13. 補題 4.4.12の以前の証明では、中心体の概念とその性質を利用して
いたが、上の証明は直接的に行列の計算を利用したものである。

以上の補題をもとに定理を証明する。
(1) nまたは µが奇数の場合
Bが可換になることを示す。補題 4.4.9よりBが可換でなければ、ab = −baを満

たす a, b ∈ Bが存在し、このとき補題 4.4.11よりnは偶数になる。よってnが奇数
ならばBは可換である。µが奇数のときは、定理 4.3.2より πn : U(n) → U(n)/Zµ



56 第 4章 極大対蹠部分群

は極大対蹠部分群を変えないので、Bは π−1
n (πn(∆n)) = ⟨θ⟩∆nと共役になり、特

に Bは可換である。Bは ⟨θ⟩∆nと共役になり、Aは πn(⟨θ⟩∆n) = πn(∆n ∪ θ∆n)

と共役になる。さらに µが奇数のとき、θµ = −1となる。µ = 2m + 1とおくと、
θ = −θ2mとなり、

πn(θ∆n) = πn(−θ2m∆n) = πn(∆n)

が成り立つ。したがって、πn(∆n ∪ θ∆n) = πn(∆n)が成り立つ。
(2) nかつ µが偶数の場合、Bが可換であるときとBが非可換であるときに分

けて考える。
Bが可換のときは、(1)の場合と同様にBは {1, θ, . . . , θ2µ−1}D(0, n)と共役にな

り、Aは π(D(0, n) ∪ θD(0, n)) と共役になる。
Bが非可換のときは、先の結果より BはD[4] ⊗ U(n′)の部分群と共役になり、

Aは πn(D[4] ⊗ U(n′))の部分群と共役になる。共役なものと取り替えることによ
り、BはD[4] ⊗ U(n′)の部分群であり、Aは πn(D[4] ⊗ U(n′))の部分群としても
よい。このとき、補題 4.4.12の証明中に示したようにD[4]⊗ 1n′ ⊂ Bが成り立つ。

B′ = {y ∈ U(n′) | ∃x ∈ D[4] x⊗ y ∈ B}

とおくと、D[4]⊗ 1n′ ⊂ Bより 1n′ ∈ B′となる。特にB′は空ではない。y ∈ B′な
らばある x ∈ D[4]に対して x⊗ y ∈ Bが成り立つ。x−1 ⊗ y−1 = (x⊗ y)−1 ∈ Bで
あり、x−1 ∈ D[4]だから y−1 ∈ B′である。y1, y2 ∈ B′ならばある x1, x2 ∈ D[4]に
対して x1 ⊗ y1, x2 ⊗ y2 ∈ Bが成り立つ。x1x2 ⊗ y1y2 = (x1 ⊗ y1) · (x2 ⊗ y2) ∈ B で
あり、x1x2 ∈ D[4]だから y1y2 ∈ B′である。以上よりB′はU(n′)の部分群である。
B′の定め方より y ∈ B′に対してある x ∈ D[4]が存在して x ⊗ y ∈ Bとなる。

x−1 ⊗ 1n′ ∈ D[4]⊗ 1n′ ⊂ Bだから、

B ∋ (x−1 ⊗ 1n′) · (x⊗ y) = 12 ⊗ y.

これより 12 ⊗B′ ⊂ Bとなり、

D[4]⊗B′ = (D[4]⊗ 1n′) · (12 ⊗B′) ⊂ B

が成り立つ。逆にBの元は x⊗ y (x ∈ D[4], y ∈ U(n′))と表すことができ、y ∈ B′

である。よって、x⊗ y ∈ D[4]⊗B′となり、

B = D[4]⊗B′

を得る。
y ∈ B′に対して 12 ⊗ y ∈ Bだから、πn(12 ⊗ y) ∈ Aである。よって、πn(12 ⊗

B′) ⊂ Aとなり、πn(12⊗B′)もU(n)/Zµの対蹠部分群である。U(n′)からU(n′)/Zµ

の自然な射影を πn′ と書くことにすると、πn′(B′)は U(n′)/Zµの対蹠部分群であ
る。A′ = πn′(B′)とおくと、A′は U(n′)/Zµの極大対蹠部分群になることを示す。
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A′ ⊂ Ã′となるU(n′)/Zµの対蹠部分群 Ã′が存在すると仮定する。B′ ⊂ π−1
n′ (Ã′)が

成り立つ。D[4]⊗ 1n′の元と 12 ⊗ π−1(Ã′)の元は可換になるので、

πn(D[4]⊗ π−1
n′ (Ã

′)) = πn(D[4]⊗ 1n′) · πn(12 ⊗ π−1
n′ (Ã

′))

はU(n)/Zµの対蹠部分群である。さらに、これはAを含むので、Aの極大性より
Aに一致する。したがって、

D[4]⊗ π−1
n′ (Ã

′) ⊂ B = D[4]⊗B′

となり、π−1
n′ (Ã′) ⊂ B′である。よって、π−1

n′ (Ã′) = B′となり、Ã′ = A′を得る。こ
れより、A′は U(n′)/Zµの極大対蹠部分群である。
逆にU(n′)/Zµの極大対蹠部分群Cに対して C̃ = πn(D[4]⊗π−1

n′ (C))がU(n)/Zµ

の極大対蹠部分群であることを示す。上と同様の議論から C̃がU(n)/Zµの対蹠部
分群であることはすぐにわかる。Ãを C̃を含む U(n)/Zµの対蹠部分群とする。

D[4]⊗ π−1
n′ (C) = π−1

n (C̃) ⊂ π−1
n (Ã)

となり、補題 4.4.12で示したことより

π−1
n (Ã) ⊂ D[4]⊗ U(n′).

さらに、この定理の証明の前半で示したことより

π−1
n (Ã) = D[4]⊗ B̃

を満たすU(n′)の部分群 B̃が存在し、πn′(B̃)はU(n′)/Zµの極大対蹠部分群になる。

D[4]⊗ π−1
n′ (C) ⊂ π−1

n (Ã) = D[4]⊗ B̃

より、π−1
n′ (C) ⊂ B̃を得る。πn′ を作用させると C ⊂ πn′(B̃)となり、C の極大性

より C = πn′(B̃)であり π−1
n′ (C) = B̃、さらに Ã = C̃が成り立つ。以上より C̃は

U(n)/Zµの極大対蹠部分群である。
以上の結果をもとにして定理を残った場合、すなわち n, µがともに偶数の場合

に、n = 2k · lの kについて帰納的に証明できる。n = 2の場合を示せば十分であ
る。上で示したことと包含関係∆2 ( D[4]より、π(D(1, 2)∪ θD(1, 2))だけが極大
対蹠部分群の共役類を代表する。
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