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M = (M, J, g) をコンパクト概ケーラー多様体とし,Ω をそのケーラー形式（Ω(X, Y ) =

g(X, JY )) とする。AK(M), AK(M, [Ω]),AK(M, Ω) をそれぞれ,M 上の概ケーラー構造

全体,概ケーラー構造でそのケーラー類が [Ω]と一致するもの全体,概ケーラー構造でその

ケーラー形式が Ωに等しいもの全体からなる集合とする。また,AH(M) をM 上の概エ

ルミート構造全体からなる集合とする。このとき,これらの集合はすべてFrécet空間とな

り,次の包含関係を満たしている。　

(1) AK(M, Ω) ⊂ AK(M, [Ω]) ⊂ AK(M) ⊂ AH(M)

とくに,AK(M, Ω) は可縮であることが知られている。本講演では,Blair-Ianus([2]) によっ

て導入されたAH(M) 上の汎関数 F(J, g) =

∫

M

(τ ∗ − τ) dv（τ, τ ∗はそれぞれM のスカ

ラー曲率,∗-スカラー曲率）の一般化であるところの汎関数Fλ,µ(J, g) =

∫

M

(λτ + µτ ∗) dv,

λ, µは定数で (λ, µ) 6= (0, 0)([5])の臨界点について,小黒氏と山田氏との共同研究 ([7],[8])

によって得られた結果を紹介する。

「定理 A」([8]) M = (M, Ω) をコンパクト・シンプレクティック多様体とする。このと

き,(J, g)が汎関数 Fλ,µ のAK(M, Ω)における臨界点であるための必要十分条件は (0, 2)

テンソル場 (µ−λ)ρ (ρは gのリッチテンソル）が J-不変であることである。さらに,(J, g)

が汎関数Fλ,µのAK(M, Ω)における臨界点であるならば, それは同時にAK(M, [Ω])にお

ける臨界点でもある。

上の定理はBlair-Ianus ([2])の結果の拡張になっている。尚,上の定理の後半は,Moser ([6])

のシンプレクティック構造に関するStability Theoremを用いて容易に示すことができる

が,直接的に示すこともできる。

「系 A」([8]) M = (M, Ω) をコンパクト・シンプレクティック多様体とする。このとき,

汎関数Fλ,λ は (λ 6= 0) は AK(M, [Ω]) の各連結成分で一定値をとる。



上記「系 A」に関して,例えば,2n-次元コンパクト,シンプレクティック多様体M = (M, Ω)

において,次の等式

(2)

∫

M

(τ + τ ∗) dv = F 1
2
, 1
2
(J, g) =

4π

(n− 1)!
(c1 ∪ [Ω](n−1))

∀(J, g)εAK(M, [Ω]), ただし,c1は (M, J)の第 1 チャーン類である（[1]）。「系 A」と (2)

より,(c1 ∪ [Ω]n−1)([M ]) はAK(M, [Ω])の各連結成分上で一定値をとることがわかる。

「定理 B」([7]) M を 2n(= 4)-次元コンパクト,可符号多様体とし, AK(M) 6= ∅ とする。
このとき, (J, g) が汎関数Fλ,µのAK(M)における臨界点であるならば,(µ− λ) が J-不変

であり,かつ Fλ,µ(J, g) = 0となる。従って，特に (λ, µ) = (−1, 1) のとき,(J, g) が汎関数

F−1,1のAK(M)における臨界点であるための必要十分条件は,(J, g)がM 上のケーラー

構造となることである,ということがわかる。

Remark 1. 汎関数F−1,1をAK(M, Ω) 上に制限して考えたとき,(J, g)εAK(M, Ω)がその

臨界点となるための必要十分条件は gのリッチテンソル ρ が J-不変であることが知られ

ている ([2])。特にコンパクト多様体M が概ケーラー,アインシュタイン構造 (J, g)を許

容すれば,それは定義域をAK(M, Ω)上に制限した汎関数 F−1,1の臨界点になっている。

従って,概ケーラー, アインシュタイン構造がその定義域をAK(M)に拡げたときの汎関

数F−1,1の臨界点にもなっていれば,「定理 B」よりそれは,ケーラー,アインシュタイン

構造であることがわかる。すなわち,「Goldberg 予想」([3])は正しいという結論になる。

しかし,このことは現段階では不明である。
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