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有界閉区間上定義された関数のRiemann和と台形和は、その関数のRiemann積分の近
似和としてよく知られている。この Riemann和と台形和の収束の速さを誤差項のある極
限として表現する。この講演の内容は [3]をもとにしている。
有界閉区間 [a, b]の分割

∆ : a = s0 ≤ s1 ≤ · · · ≤ sn−1 ≤ sn = b

と si−1 ≤ ξi ≤ siを満たす ξiをとり、[a, b]上定義された関数 f のRiemann和を

R(f ;∆, ξi) =
n∑

i=1

(si − si−1)f(ξi)

によって定める。
d(∆) = max{si − si−1 | 1 ≤ i ≤ n}

によって∆の幅 d(∆)を定める。関数 f のRiemann積分を
∫ b

a
f(x)dx = lim

d(∆)→0
R(f ;∆, ξi)

によって定める。f が連続関数のときに Riemann積分が存在することは、ほとんどの微
分積分の教科書に書かれているよく知られたことである。nが大きくなるときに 0に近づ
く量によるRiemann和の誤差

∣∣∣∣
∫ b

a
f(x)dx − R(f ;∆, ξi)

∣∣∣∣

の上からの評価は、多くの微分積分の教科書で見かけるが、この誤差の極限に関する考察
はあまりみあたらない。もちろん、nを大きくしたときに誤差は 0に近づくが、その誤差
の n倍や n2倍などが極限を持つ場合がある。そのような結果の一つに次の Chui [1]の結
果がある。

Chui(1971) [a, b]の n等分割をDnで表す。すなわち、Dnの分点は

si = a +
i

n
(b − a) (0 ≤ i ≤ n)
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である。f ′′が存在し有界であり、ほとんどすべての点で連続であるとする。このとき次の
等式が成り立つ。

lim
n→∞

n2

{∫ b

a
f(x)dx − R

(
f ;Dn,

si−1 + si

2

)}

=
(b − a)2

24

∫ b

a
f ′′(x)dx =

(b − a)2

24
(f ′(b) − f ′(a)).

f(ξi) = min
[si−1,si]

f を満たす si−1 ≤ ξi ≤ siによって下限近似Riemann和

R(f ; ∆, min) = R(f ;∆, ξi)

を定義する。分割に下限近似Riemann和を対応させる関数

(s1, . . . , sn−1) 7→ R(f ;∆, min)

は連続関数になることがわかり、nを固定すると R(f ; ∆, min)の最大値を与える∆が存
在する。そこで、この最適な分割を∆#

n で表す。この分割は nに対して一意的に定まると
は限らないが、R(f ;∆,min)は同じ値になるので、R(f ;∆#

n , min)は f と nに対して定ま
る値になる。この近似和に関して次の結果を得た。

定理 1 f は C1級であるとすると、次の等式が成り立つ。

lim
n→∞

n

{∫ b

a
f(x)dx − R(f ;∆#

n , min)
}

=
1
2

(∫ b

a
|f ′(x)|1/2dx

)2

.

この定理はGleason [2]の示した積分の近似に関する結果を利用して証明できる。
関数 f の台形和を

T (f ;∆) =
n∑

i=1

(si − si−1)
1
2
(f(si−1) + f(si))

によって定める。

定理 2 f ′′が存在し有界であり、ほとんどすべての点で連続であるとする。このとき次の
等式が成り立つ。

lim
n→∞

n2

{∫ b

a
f(x)dx − T (f ; Dn)

}

= −(b − a)2

12

∫ b

a
f ′′(x)dx = −(b − a)2

12
(f ′(b) − f ′(a)).

台形和に合うように変形した Chui [1]の手法を利用することで、この定理を証明できる。
台形和の最適分割について考える。

(s1, . . . , sn−1) 7→
∣∣∣∣
∫ b

a
f(x)dx − T (f ;∆)

∣∣∣∣
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は連続関数になることがわかり、nを固定すると
∣∣∣∣
∫ b

a
f(x)dx − T (f ;∆)

∣∣∣∣ の最小値を与え

る∆が存在する。そこで、この最適な分割を∆t#
n で表す。この分割は nに対して一意的

に定まるとは限らないが、上の近似の誤差は同じ値になるので、
∣∣∣∣
∫ b

a
f(x)dx − T (f ;∆t#

n )
∣∣∣∣

は f と nに対して定まる値になる。この近似和に関して次の結果を得た。

定理 3 f は C2級であるとし、f ′′ ≥ 0また f ′′ ≤ 0を仮定すると、次の等式が成り立つ。

lim
n→∞

n2

∣∣∣∣
∫ b

a
f(x)dx − T (f ;∆t#

n )
∣∣∣∣ =

1
12

(∫ b

a
|f ′′(x)|1/3dx

)3

.

f が凸ではない場合は関数が近似されていなくても台形和はよい近似になっている可能性
があるので、この場合は排除した。
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