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Riemann対称空間内の鏡映部分多様体の集まりが対称空間の構造を
持つことを利用して、鏡映部分多様体による Croftonの公式を定式化
する。

定義 1 微分多様体Mの各点x ∈ Mに対して微分同型写像sx : M → M

が定まっていて次の (1)から (4)を満たすとき、M を対称空間と呼ぶ。

(1) sx(x) = x,

(2) sx(sx(y)) = y,

(3) sx(sy(z)) = ssx(y)(sx(z)),

(4) 任意の x ∈ M はある近傍U を持ち、y ∈ U が sx(y) = yを満たす
ならば y = xが成り立つ。

さらにM が (擬)Riemann多様体であり各 sxが等長変換のとき、M を
(擬)Riemann対称空間と呼ぶ。

LeungはRiemann多様体内の鏡映部分多様体を次のように定義した。

定義 2 完備Riemann多様体の対合的等長変換の固定点の連結成分を鏡
映部分多様体と呼ぶ。

定理 3 Riemann対称空間M の等長変換全体の成す Lie変換群の単位
連結成分をGで表わす。M の鏡映部分多様体Bに対して

R(B) = {gB | g ∈ G}

とおくと、R(B)は対称空間の構造を持つ。Mがコンパクト型Riemann

対称空間ならば、R(B)もコンパクト型Riemann対称空間になる。Mが
非コンパクト型Riemann対称空間ならば、R(B)は半単純型擬Riemann

対称空間になる。



M がEuclid空間のとき、任意のアフィン部分空間は鏡映部分多様体
になる。そこでアフィン部分空間 Bをとる。R(B)にはG不変測度 µ

が存在する。k + dimB ≥ dimM を満たす kに対してある定数 σkが存
在し、M の k次元部分多様体N に対して∫

R(B)

vol(N ∩ C)dµ(C) = σkvol(N)

が成り立つ。これが古典的なCroftonの公式である。
ここではM がコンパクト型 Riemann対称空間の場合と非コンパク
ト型 Riemann対称空間の場合に、R(B)による Croftonの公式を考え
たい。コンパクト型の場合はR(B)のRiemann計量から定まるG不変
測度を使ってCroftonの公式を定式化できる。非コンパクト型の場合も
R(B)の擬 Riemann計量から定まるG不変測度を使って Croftonの公
式を定式化できる。ただし、その証明には次の擬Riemann計量に関す
る余面積公式が必要になる。

定理 4 f : M → N を擬 Riemann多様体間の C∞ 級写像とし、ϕを
M 上の µM 可測関数とする。さらにほとんどすべての y ∈ N につい
て f−1(y)はMの擬Riemann部分多様体になると仮定する。このとき、

N の元 y に対して
∫
f−1(y)

ϕ(x)dµf−1(y)(x)を対応させる関数は N 上の

µN 可測関数になる。さらに、ϕJfがM上µM可積分であるか、または
ϕ ≥ 0のとき、次の等式が成り立つ。∫

N

(∫
f−1(y)

ϕ(x)dµf−1(y)(x)

)
dµN(y) =

∫
M

ϕ(x)Jf(x)dµM(x).

(Jfは Jacobianの一般化でありRiemann多様体の場合と同様に定義できる。)

上の余面積公式を利用して次のCroftonの公式を証明できる。

定理 5 Mを (非)コンパクト型Riemann対称空間とし、BをMの鏡映
部分多様体とする。dimN +dimB ≥ dimMを満たすMの部分多様体
N に対して次の等式が成り立つ。∫

R(B)

vol(N ∩ C)dµ(C) =

∫
N

σB(TxN)dµ(x).

(ただし、σB(TxN)はBと TxN に対して定まる積分量である。)


