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S3 を 3次元単位球面とし，p : S3 → S2 を Hopf写像とする．γ を S2 上の閉曲線

とすると，逆像 p−1(γ) は S3 内の flat torus である．これは Hopf torus と呼ばれて

いる ([8])．γ が円であれば，p−1(γ) は Clifford torus である．

1975年頃，「S3 内の flat torus を分類せよ」という問題が Yau [12, p. 87] により

提起されたが，この頃知られていた S3 内の flat torus の例は上に述べた Hopf torus

だけであった ([10])．　

一方，S3 内の flat曲面の構成法が Bianchi[1], Sasaki[9] により与えられていた.

α, β を S3 内の曲線で，α の torsion = 1, β の torsion = −1 を満たすものとす

る．S3 の群構造を用いて

F (s, t) = α(s)β(t)

と定めると，F は S3 内の flat曲面である ([11, p.139 - 163])．

この構成法を用いれば，Frenet-Serret の微分方程式から出発して S3 内に torsion

= ±1 の曲線を作ることにより，非常に多くの完備 flat曲面を S3 内に構成するこ

とができる．しかし，このように構成された曲面が torus になるかどうかの判定は

容易ではなく，Hopf torus 以外に S3 内の flat torus が存在するかどうかは不明で

あった．

ところが，最近 S2 上の任意の閉曲線から S3 内に torsion = ±1 の閉曲線を具体

的に作る方法が開発され，これを Bianchi, Sasakiの構成法と融合させることにより

S3 内のすべての flat torus を構成する方法が明らかになった ([3])．

この構成法を用いて S3 内の flat torus を調べることにより，色々な結果が得られ

る．たとえば「S3 内には Hopf torus 以外にも flat torus が存在する」ことが示さ

れる．さらに「S3 内に等長的に埋め込まれた flat torus は S3 の対蹠写像で不変で

ある」ことが示され ([5])，この結果を用いて S3 内の Clifford torus の剛性定理が得

られる ([2])．
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本講演では，まずこの構成法について説明し，さらに S3 内の flat torus の等長

的変形に関する問題への応用について述べる．

1. S3 内の flat torus の構成法

H を４元数全体の集合とし，R4 と H を同一視する．

(x1, x2, x3, x4) ←→ x1 + x2i + x3j + x4k.

単位球面 S3 と S2 を

S3 = {x ∈ H : |x| = 1}, S2 = {x ∈ Im H : |x| = 1}

と定める．S3 は H での積によって群になる．S2 の単位接 bundle US2 を S2 × S2

の部分集合と同一視する．すなわち

US2 = {(x, v) ∈ S2 × S2 : 〈x, v〉 = 0},

ただし自然な射影 p1 : US2 → S2 を p1(x, v) = xにより与える．次に p2 : S3 → US2

を

p2(a) = (aia−1, aja−1)

により定めると，p2 は２重被覆で p2(−a) = p2(a) を満たしている．

ここで正則曲線 γ : R → S2 を考えよう．US2 内の曲線 γ̂ : R → US2 を

γ̂(s) = (γ(s), γ
′
(s)/|γ ′

(s)|)

と定め，c : R → S3 を p2 による γ̂ のリフトとする．このとき

c(s) の torsion = 1, c(s)−1 の torsion = −1(1.1)

であることが証明できる．次に γ(s) は周期的であるとし，l > 0 を γ の最小周期と

する．閉曲線 γ̂ : [0, l] → US2 が属する homology類を I(γ) とかく．

I(γ) ∈ H1(US2).

US2 ∼= RP 3 だから I(γ) = 0 または I(γ) = 1 である．c(s) の周期性については次

のことが分かる．

c(s + l) =





c(s) if I(γ) = 0,

−c(s) if I(γ) = 1.
(1.2)
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以上の事実と Bianchi, Sasakiの構成法を組み合わせると S3 内の flat torus の構

成法が得られる．これをもう少し詳しく説明しよう．

　定義. Γ = (γ1, γ2) が periodic admissible pair (p.a.p.) であるとは，次の (a) - (c)

を満たすことである．

(a) γi : R → S2 は周期的正則曲線,

(b) ki(s) を γi(s) の測地曲率とすると，(1 + ki(s)
2)|γ′

i(s)|2 = 4,

(c) 任意の (s1, s2) ∈ R2 について k1(s1) > k2(s2).

さて，Γ = (γ1, γ2) を p.a.p. とし，ci(s) を p2 による γ̂i(s) のリフトとする．S3

の群構造を用いて FΓ : R2 → S3 を

FΓ (s1, s2) = c1(s1)c2(s2)
−1(1.3)

と定める．FΓ は はめ込みであり，FΓ により R2 に誘導されるリーマン計量を g と

すると g は flat である．次に群

G(Γ ) = {ϕ ∈ Diff(R2) : FΓ ◦ ϕ = FΓ}

を考える．G(Γ ) の元は R2 の平行移動であることが分かるので G(Γ ) は自然にR2

の部分群とみなせる．さらに G(Γ ) は R2 の lattice であることが分かり，flat torus

MΓ = (R2, g)/G(Γ )

および fΓ ◦ π = FΓ を満たす等長はめ込み

fΓ : MΓ → S3

が得られる．ただし π : R2 → MΓ は自然な射影である．このとき fΓ は primitive

である．すなわち fΓ ◦ ϕ = fΓ を満たす ϕ ∈ Diff(MΓ ) は MΓ の恒等写像に限る．

　定理 1 ([5]). M を flat torus, f : M → S3 を primitiveな等長はめ込みとすると，

p.a.p. Γ が存在し f ≡ fΓ . すなわち，S3 の合同変換 Aと微分同相写像 ρ : M → MΓ

が存在し A ◦ f = fΓ ◦ ρ.

　注意 1. Γ = (γ1, γ2) を p.a.p. とすると

fΓ の平均曲率が一定⇐⇒ γ1, γ2 がともに円.
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次に MΓ のリーマン構造について述べる．Γ = (γ1, γ2) とし，

L(γi) =
∫ li

0
|γ ′

i(s)|ds, K(γi) =
∫ li

0
ki(s)|γ

′

i(s)|ds

と定める．ただし li は γi の最小周期である．さらに vi = 1
2
(K(γi), L(γi)) とおき，

R2 の lattice W (Γ ) を次のように定める．

W (Γ )の生成元 =





v1, v2 if I(Γ ) = (0, 0),

2v1, v2 if I(Γ ) = (1, 0),

v1, 2v2 if I(Γ ) = (0, 1),

v1 ± v2 if I(Γ ) = (1, 1),

ただし I(Γ ) = (I(γ1), I(γ2)) である．このとき

　定理 2 ([6]). MΓ は R2/W (Γ ) に等長同形である．

　

2. S3 内の flat torus の等長的変形

ここでは，§1 で説明した構成法を用いて S3 内の flat torus の等長的変形につい

て考察する．f : M → S3 を 2次元 flat torus M から 3次元単位球面 S3 への等長

はめ込みとする．f の等長的変形 ft : M → S3 が存在し f0 と f1 が合同でないと

き，f は変形可能であるという．

　定理 3 ([6]). もしも f の平均曲率が一定でなければ，f は変形可能である．

証明の概略．f は primitive としてよい．定理 1 より f ≡ fΓ をみたす p.a.p.

Γ = (γ1, γ2) が存在する．注意 1 より γ1, γ2 のどちらかは円でない．すると L(γi),

K(γi), I(γi) を保存する Γ の変形で自明でないものが作れる．定理 2 より，この変

形は f の非自明な等長的変形をひきおこすことが分かり，定理 3 が得られる．

次に，平均曲率が一定な f について変形可能かどうかという問題を考えてみたい．

正定数 R1, R2 を R2
1 + R2

2 = 1 となるように選び，等長はめ込み F : R2 → S3 を

F (x1, x2) =
(
R1 cos

x1

R1

, R1 sin
x1

R1

, R2 cos
x2

R2

, R2 sin
x2

R2

)
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と定める．F の像は S1(R1) × S1(R2) であり，F の平均曲率は (R2
2 − R2

1)/2R1R2

である．R2 の部分群を G0 = {v ∈ R2 : F (x + v) = F (x)} と定めると，

G0 = {(2πR1n1, 2πR2n2) : n1, n2 ∈ Z}

である．G を G0 の部分群とし，R2/G はコンパクトであるとする．このとき flat

torus R2/G と等長はめ込み

F/G : R2/G → S3

が得られ，F/G の平均曲率は一定である．逆に，flat torus から S3 への平均曲率

一定な等長はめ込みはすべてこのようにして得られる．以上のことから，上に述べ

た問題は次のように表現できる．

　問題. G を R2/G がコンパクトであるような G0 の部分群とする．このような G

のうち，F/G : R2/G → S3 が変形可能なものを決定せよ．

以下，この問題について考察する．

　例 1 ([4]). もし ft : R2/G0 → S3 が F/G0 の等長的変形ならば，各 tに対して S3

の合同変換 At が存在し ft = At ◦ f0. すなわち，F/G0 の等長的変形は自明なもの

に限る．

整数 n ≥ 1 に対して，G0 の部分群 W+(n)とW−(n) を

W±(n) = {(2πR1n1, 2πR2n2) : n1 ± n2 ∈ nZ}

と定める．

　例 2. もし n ≥ 2 ならば，F/W+(n)と F/W−(n) はそれぞれ変形可能である．こ

れは，S2 上の n重 circle に対応する Hopf torus が n ≥ 2 のとき変形可能であるこ

とから分かる．

さらに，次のことが分かる．

　例 3. 整数 n ≥ 2 が存在し G ⊂ W+(n) またはG ⊂ W−(n)ならば，F/Gは変形

可能である．

実は，F/G が変形可能となるのは G が例 3 の条件を満たす場合に限ることが分

かる．すなわち
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　定理 4 ([7]). G を R2/G がコンパクトであるような G0 の部分群とすると，次の

(1)と (2) は同値である．

(1) 整数 n ≥ 2 が存在し，G ⊂ W+(n) またはG ⊂ W−(n),

(2) F/G は変形可能である．

証明の概略．(2) ⇒ (1) を示せばよい．写像 σ : G0 → G0 を

σ(2πR1n1, 2πR2n2) = (2πR1n2, 2πR2n1)

と定める．[3] の結果を使うと，次の補題が証明できる．

　補題 1. Ft : R2 → S3 を F の等長的変形とする．各 tについて Ft が G-不変なら

ば，任意の v ∈ G に対して Ft(x + σ(v)) = Ft(x) が成り立つ.

一方，代数的な考察により次のことが分かる．

　補題 2. もし G + σ(G) 6= G0 ならば，G ⊂ W+(n) または G ⊂ W−(n) を満たす

整数 n ≥ 2 が存在する．

補題 1 と例 1 により，G + σ(G) = G0 ならば F/G の等長的変形は自明なものに

限ることが分かるので，F/G が変形可能であれば G + σ(G) 6= G0 である．従って，

補題 2 から (2) ⇒ (1) であることが分かる．

　注意 2. M を flat torus とし，f : M → S3 を等長はめ込みとする．f が変形可

能かどうかは，定理 3, 4 により判定できる．f が変形可能である場合，定理 3, 4 の

証明の中で構成される f の等長的変形を ft : M → S3 とし，ft の平均曲率を Ht と

すると ∫

M
HtdM =

∫

M
H0dM

である．
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