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コンパクト対称空間M � G�Kの接空間 To�M�の一点 Hの線形イソトロピー群の軌道

K�H � To�M�とMの一点 pのイソトロピー群の軌道Kpについて考察する。

� 線形イソトロピー群の軌道

�G�K�をコンパクト対称対とし、Gの Lie環 gの標準分解を g � k � m とする。自然
な方法で To�M�と mとを同一視すると線形イソトロピー軌道K�Hは Ad�K�Hとなる。m

内の極大可換部分空間 aをとる。R�M�で Mの制限ルート系を表す。R�M� の基本系を
f��� 	 	 	 � �rgとし、Hi � aを hHi� �ji � �ij で定める。�� �

Pr
i��mi�iを最高の制限ルート

とする。
C � fH � a j hH� �ii � 
 �� � i � r�g

とおくと H � �Cと仮定してよい。Kの閉部分群 ZH
Kを

ZH
K � fk � K j Ad�k�H � Hg

と定めると Ad�K�H �� K�ZH
Kとなる。これにより、Ad�K�Hには、部分多様体Ad�K�H �

m の誘導 Riemann 計量と正規等質 Riemann 計量という二つの Riemann 計量が入る。
Ad�K�Hのこれら二つの Riemann 計量に関する Levi�Civita 接続をそれぞれ r と Dで
表す。
このとき、次が成り立つ。

定理 ��� ���� 次は同値である。
��� Ad�K�Hは対称 R空間の標準埋め込みである。
即ち、H � xHi �mi � �� x � 
�	

��� �K�� Z
H
K �K��はコンパクト対称対である。

��� �k� zHK�は直交対称 Lie代数である。
��� Ad�K�Hの正規等質 Riemann計量と誘導 Riemann計量は比例する。
��� r � D	

�



定義 群Hが集合Xに作用しているとする。x � Xに対して

Hx � fh � H j hx � xg

とおく。x� � Xが、任意の x � Xに対してある h � Hが存在して Hx� � Hhxを満たすと
き、Hx�を H作用の主軌道という。

命題 ��� H � �Cに対して、Ad�K�HがK作用の主軌道であるための必要十分条件は A � C

である。

以下、線形イソトロピー群の軌道の部分多様体としての性質に注目する。

定理 ��� �Ohnita ��� Heintze�Olmos ��� X � �zHK�
�と k � Kとによって、Ad�K�Hの

曲線 c�t� を c�t� � Ad�k exp tX�H定め、� � T�

H �Ad�K�H� � k� H��をとって��t� �

Ad�k exp tX��とおくと、��t�は曲線 c�t�に沿った平行法ベクトル場になる。

上の定理を適用すると、北川�大仁田の次の定理が直ちに得られる。

定理 ��� �Kitagawa�Ohnita ��� Ad�K�H � mの平均曲率ベクトルは法接続に関して平行
である。

C	 Olmosと C	 S�anchez��によって対称空間のイソトロピー群の軌道は Euclid 空間の
部分多様体として特徴付けられている。このことを説明するためにいくつかの用語を定義
する。

定義 Mを RNの連結 Riemann部分多様体とする。任意の p� q � Mと p� qを結ぶ Mの曲
線 cに対して、次の ���から ���を満たすRNの等長変換 gが存在するとき、Mを定主曲率
等質部分多様体と呼ぶ。
��� g�M� �M �

��� g�p� � q�

��� dgpjT�
p
M � ��c � T�

p �M�� T�

p �M�	

定義 �M� h � i�を Riemann多様体とし、Mの Levi�Civita接続を rで表す。接ベクトル
束 TM上の接続rcが次の ���と ���を満たすとき、rcを標準接続と呼ぶ。
��� rch � i � 
�

��� D � r�rcによって二次形式Dを定めると、rcD � 
	

Mが RNの部分多様体のとき、Mの第二基本形式	 に対して

�rc
X	��Y� Z� � r�

X�	�Y� Z��� 	�rc
XY� Z�� 	�Y�rc

XZ�

によって rc	を定める。

�



定理 ��� ���� Mを RN内の連結コンパクト充満部分多様体とし、Mの第二基本形式を	で
表す。このとき、次の ���から ���は同値になる。
��� Mは rc	 � 
を満たす TMの標準接続rcを持つ。
��� Mは定主曲率等質部分多様体になる。
��� Mは対称空間の線形イソトロピー群の軌道になる。

定理 ��� ���� Mを定曲率空間Qの Riemann部分多様体とする。x �Mにおける制限法ホ
ロノミー群を��とする。��はコンパクトで、��の法空間への表現は、ある対称空間の線形
イソトロピー表現と同値になる。

逆に、E	 Heintzeと C	 Olmos ����によってほとんど全ての対称空間Xに対して、Euclid
空間内の Riemann部分多様体Mが存在して、Mの制限法ホロノミー群��の法空間への表
現と Xの線形イソトロピー表現と同値になることもわかっている。このことを証明するた
めに次の定理が用いられた。

定理 ��� ���� Mを非コンパクト型対称空間とし、G � I��M�と仮定する。H � mをとり、
Ad�K�H � mを考える。Ad�K�Hは mの充満部分多様体と仮定する。このとき、Ad�K�H

の法ホロノミー表現は ZH
Kの T�

H �Ad�K�H�への作用 �を効果的にしたもの�に同値になる。
さらに、制限法ホロノミー表現は、Riemann対称空間 ExpT�

H �Ad�K�H�のホロノミー表
現に一致する。

� イソトロピー群の軌道

次にM � G�Kの一点 pのイソトロピー軌道Kpについて考察する。Kpは連結になる。

Q � fH � a j h�i� Hi � 
 �� � i � r�� h��� Hi 
 �g

とおくと p � ExpH� H � �Q としてよい。Kの閉部分群 NH
Kを

NH
K � fk � K j exp��H�k expH � Kg

と定めると Kp �� K�NH
Kとなる。これにより、Kp には、部分多様体 Kp � Mの誘導

Riemann計量と正規等質 Riemann計量という二つの Riemann計量が入る。Kpのこれら
二つの Riemann計量に関する Levi�Civita接続をそれぞれrとDで表す。
このとき、次が成り立つ。

定理 ��� ����

��� Kpが全測地的部分多様体

	

����
���

�i�H � �Hi�� �mi � ���

�ii�H � �Hi�� �mi � ���

�iii�H � ��Hi �Hj��� �mi � mj � ���

�



��� �k� nHK�が直交対称 Lie代数

	

����
���

�i�H � �Hi�� �mi � ���

�ii��H � �xHi �mi � �� 
 
 x 
 ���

�iii��H � ��xHi � ��� x�Hj��� �mi � mj � �� 
 
 x 
 ���

��� 正規等質 Riemann計量と誘導 Riemann計量とが比例する

	

������������
�����������

�i�� �ii��� �iii��及び、
�iv�H � �Hi�� �mi � ���

�v�H � �Hi�� �mi � ���

�vi�H � ��Hi �Hj��� �mi � �� mj � ���

�vii�H � ��Hi �Hj��� �mi � mj � ���

�viii�H � ��Hi �Hj �Hk��� �mi � mj � mk � ���

��� r � D 	 ���	

注意 Mが adjoint spaceのときには、Kpが全測地的になることとKp � M��p�となるこ
ととは同値である。

注意 線形イソトロピー群やイソトロピー群の軌道の極小性については ��で調べられて
いる。

命題 ��� H � �Qとする。KExpHが K作用の主軌道ならば H � Qとなる。G�Kが単連結
のときは、逆も成り立つ。

� Hermann作用

�G�K��� �G�K��を二つのコンパクト対称対とする。K�のM� � G�K�への自然な作用を
Hermann作用という。
Hermann作用は次の意味で hyperpolar actionとなる。

定義 Lie群Gが Riemann多様体Mに等長的に作用しているとする。この作用が hyper	

polar actionであるとは、Mの平坦な部分多様体�が存在して、
��� G� � M �

��� 各 x � �に対して Tx� � T�

x �Gx�

となる場合をいう。�は切断とよばれ全測地的になる。

Hermann作用において K� � K�のときにはMの極大平坦トーラスが切断となる。
Hermann作用の各軌道に対してそれに直交する全測地的部分多様体が存在する。
Hermann作用の軌道の幾何学的性質を調べるために

g � k� � m� � k� �m�

�



と二通りに標準分解する。H � m�とし、K��軌道K�ExpH � M� を考える。このとき、

TExpH�K�ExpH� � �expH���Ad�exp��H��k��m�
�

NH
K�
K��を

NH
K�
K�� � fk � K� j kExpH � Hg

� fk � K� j exp��H�k expH � K�g

と定めると微分同型K�ExpH �� K��N
H
K�
K��が得られ NH

K�
K��の Lie環 nHK�

k��は

nHK�
k�� � fX � k� j Ad�exp��H��X � k�g

となる。

定理 ��� H � m���� To�M���� Y � �nHK�
����� TExpH�K�ExpH��� とする。K�ExpH内の曲

線 c�t�を
c�t� � exp tXExpH

によって定める �一般には誘導計量に関する測地線ではない�。
� � �Ad�exp��H��k��

�

m�
��� T�

ExpH�K�ExpH��とする。
c�t�に沿うK�ExpHの法ベクトル場��t�を

��t� � �exp tY ���expH���

によって定めると��t�は法接続に関して平行になる。

系 ��� K�ExpH �M�の平均曲率ベクトルは法接続に関して平行になる。
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