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S をR3 の滑らかな曲面とし Umb(S)を S の臍点全体からなる集合と
し, Reg(S) := S \ Umb(S)とおく. もし Reg(S) 6= ∅ ならば Reg(S)上
の一次元連続分布でReg(S)の各点に主方向を与えるものが存在する. そ
のような分布を S上の主分布という. Reg(S)の点の周りでの主分布のふ
るまいを描写するのは容易である: その点で零ならざるベクトル場を用い
て主分布を (局所的に)表すことができる. 一方臍点の周りでの主分布の
ふるまいは非常に複雑な場合があり, また一般にはいかなるベクトル場を
用いても主分布を表すことができない場合がある. p0 を孤立臍点とする
とき, 二つの主分布の共通の孤立特異点である p0 の指数は互いに等しい
が, この共通の数を S上での p0の指数といい indp0(S)で表す. (x, y)を
p0の周りの局所座標系で p0が (0, 0)に対応するものとし, r0は正の実数
で

{
0 < x2 + y2 < r2

0

}
∩ Umb(S) = ∅ をみたすものとする. また φS;p0 は

(0, r0)×R上の連続関数で各 (r, θ) ∈ (0, r0)×Rに対し点 (r cos θ, r sin θ)
における接ベクトル

cos φS;p0(r, θ)
∂

∂x
+ sin φS;p0(r, θ)

∂

∂y

が主方向に含まれるものとする. このとき p0の指数 indp0(S)は次のよう
に表される:

indp0(S) =
φS;p0(r, θ + 2π) − φS;p0(r, θ)

2π
.

lをN∪{∞}の元とし, F をR2における (0, 0)の連結な近傍上定義され

た滑らかな関数で
∂m+nF

∂xm∂yn
(0, 0) = 0 が 0 5 m + n < lなる非負整数m,

nに対しなりたつものとし, F のような関数全体からなる集合を C(∞,l)
o で

表す. このとき l ∈ Nに対して次がなりたつ:

C(∞,l)
o ⊃ C(∞,l+1)

o ⊃ C(∞,∞)
o % {0}.

S の各点 pに対してR3 上の直交座標系 (x, y, z)および C(∞,2)
o の元 F が

あって次がなりたつ:

(1) pはR3の原点 o := (0, 0, 0)に対応する;

(2) xy平面は pで Sに接している;
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(3) F の graph GF は Sにおける pの近傍である.

自然数 lに対し C(∞,l)
o の部分集合 C〈∞,l〉

o を次のように定義する:

C〈∞,l〉
o :=

{
F ∈ C(∞,l)

o ; o ∈ Umb(GF ), Reg(GF−f ) 6= ∅, ∀f ∈ C(∞,∞)
o

}
.

すると C〈∞,2〉
o の各元 F に対し C〈∞,3〉

o の元 fF があって Reg(GF−fF
) = ∅

がなりたつ. 非負整数 kに対し Pkを次数 kの二変数同次多項式全体から
なる集合とする. このとき C〈∞,2〉

o の各元 F に対し 3以上の整数 kF および
PkF の元 gF があって fF − gF ∈ C(∞,kF +1)

o がなりたつ. Pkの元 gおよび
各実数 θに対しHessg(θ)を点 (cos θ, sin θ)での gのHessianとし, ηgをR
上の連続関数で各実数 θに対しベクトル t(cos ηg(θ), sin ηg(θ))はHessg(θ)
の固有ベクトルであるものとし, また

Sg := {θ0 ∈ R ; Hessg(θ0) = λE, ∃λ ∈ R}

とおく. C〈∞,2〉
o の元でその graph上R3の原点 oが孤立臍点であるもの全

体からなる集合を C∞,2
o で表し, また

Pk
o := Pk ∩ C∞,2

o , C∞,2
oo :=

{
F ∈ C∞,2

o ; gF ∈ PkF
o

}

とおく. また C∞,2
o の各元 F に対し φF はR3の xy平面上の標準的な座標

系 (x, y)に関する関数 φGF ;oを表すことにする. このとき次がなりたつ:

命題１ F を C∞,2
o の元とする. このとき

(1) R\SgF の各元 θ0に対し,

(a) 実数 φF,o(θ0)が存在して lim
r→0

φF (r, θ0) = φF,o(θ0) がなりたつ,

(b) ベクトル t(cos φF,o(θ0), sinφF,o(θ0))は HessgF (θ0)の固有ベクト
ルである;

(2) 各実数 θ0に対し,

(a) 二つの実数 φF,o(θ0 + 0), φF,o(θ0 − 0)が存在して次がなりたつ:

lim
θ→θ0±0

φF,o(θ) = φF,o(θ0 ± 0),

(b) ΓF,o(θ0) := φF,o(θ0 +0)−φF,o(θ0 − 0) は {nπ/2}n∈Zの元である;

(3) oの指数 indo(GF )は次のように表される:

indo(GF ) =
ηgF (θ + 2π) − ηgF (θ)

2π
+

1
2π

∑

θ0∈SgF
∩[θ,θ+2π)

ΓF,o(θ0).
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特に次がなりたつ:

命題２ F は C〈∞,2〉
o の元で SgF = ∅をみたすものとする. このとき F ∈

C∞,2
oo でありかつ次がなりたつ :

indo(GF ) = indo

(
GgF

)
=

ηgF (θ + 2π) − ηgF (θ)
2π

.

命題１や命題２における同次多項式 gF から得られる量 ηgF (θ + 2π) −
ηgF (θ)の計算手順は既に見い出されている. 一方命題１における ΓF,o(θ0)
なる量を把握することは一般的には難しい. 次の二つの定理はこの問題に
対する部分解答を与える:

定理３ kを３以上の自然数とし gを Pk
o の元とする. このとき

(1) Sg の各元 θ0に対し Γg,o(θ0) = −π/2がなりたつ;

(2) indo(Gg) ∈ {1 − k/2 + i}[k/2]
i=0 がなりたつ.

定理４ F を C∞,2
oo の元とする. このとき

(1) SgF の各元 θ0に対し−π/2 5 ΓF,o(θ0) 5 π/2がなりたつ;

(2) indo

(
GgF

)
5 indo(GF ) 5 1がなりたつ.

一般に, 孤立臍点 p0を有する滑らかな曲面 Sに対し indp0(S) 5 1 とい
う不等式が期待されてきた. この予想に関連して二つの予想が知られてい
る: Carathéodory予想と Loewner予想である. Carathéodory予想とは
compactかつ強凸なる曲面には二つ以上臍点が存在するのではというも
のである. もし indp0(S) 5 1ならば compact, 向き付け可能で genus 0の
曲面には二つ以上臍点が存在することがHopf-Poincaréの定理を用いてわ
かり, compactかつ強凸なる曲面は向き付け可能かつ genus 0なので結局
Carathéodory予想を肯定的に解決することができる. F を二実変数の実数

値をとる滑らかな関数とし, ∂z :=
1
2

(
∂

∂x
+
√
−1

∂

∂y

)
とおく. このとき自

然数 nに対する Loewner予想とはベクトル場Re(∂n
z F )

∂

∂x
+ Im(∂n

z F )
∂

∂y
の孤立零点の指数は n以下なのではというものである ([4], [6]). n = 2に
対する Loewner予想は上に述べた予想 indp0(S) 5 1 と同値である ([5]).
これらの予想に関連して次の定理がなりたつ:

定理５ F は C∞,2
o の元で SgF の各元 θ0に対し ΓF,o(θ0) 5 πがなりたつも

のとする. このとき indo(GF ) 5 1がなりたつ.
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参考６ C∞,2
o の任意の元 F および SgF の各元 θ0 に対し ΓF,o(θ0) 5 π

を示し, さらに C(∞,∞)
o の元 F ′ で GF ′ 上 oが孤立臍点であるものに対し

indo(GF ′) 5 1を示すことができれば indp0(S) 5 1を一般的に示すことが
できる.

S を滑らかなWeingarten曲面とする. また wS は滑らかな二変数関数
で S の Gauss曲率KS および平均曲率HS に対し wS(KS ,HS) ≡ 0をみ
たすものとする.

定義７ Weingarten曲面 Sが特別であるとは wS として次の条件をみた
すものを見い出すことができるときにいう: Umb(S)の各点で

HS
∂wS

∂X
(KS , HS) +

1
2

∂wS

∂Y
(KS ,HS) 6= 0 (1)

がなりたつ.

参考８ SからR2への写像 ΦS を Sの各点 pに対して

ΦS(p) := (KS(p),HS(p))

により定義する. このとき

ΦS(S) ⊂
{
X 5 Y 2

}
, ΦS(Umb(S)) ⊂

{
X = Y 2

}

がなりたつ. もしUmb(S)の元 p0で(1)がなりたつとすると, 方程式wS =
0は ΦS(p0)を通る滑らかな曲線を定めることが陰関数定理を用いてわか
り, さらに(1)からその曲線は ΦS(p0)で

{
X = Y 2

}
に横断的に交わるこ

とがわかる.

次の定理がなりたつ:

定理９ F は C〈∞,2〉
o の元で GF が特別なWeingarten曲面であるものとす

る. このとき SgF = ∅, F ∈ C∞,2
oo および indo(GF ) = 1− kF /2がなりたつ.

参考 10 kF = 3 なので F が定理９におけるようなものであれば特に
indo(GF ) < 0がわかる. Hartman-Wintnerは Sが全臍的ならざる特別な
Weingarten曲面であるとき各臍点 p0は孤立していてかつその指数は負で
あることを示した ([2]).

参考 11 特別なWeingarten曲面の例として平均曲率一定曲面があげられ
る. Sを平均曲率一定曲面とするときUmb(S)は S上のHopf微分 ΩS の
零点全体からなる集合として与えられる. ΩS は等温座標系について正則
なので Sが全臍的でなければ各臍点 p0は孤立していることがわかる. p0

でのΩSの位数を ordp0(S)とするとき p0の指数は−ordp0(S)
2

で与えられ

る ([3]).
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