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Abstract. We give a necessary and sufficient condition for a sta-
tistical structure to be realized as a minimal affine surface in R3.

合宿形式のこの研究集会，久しぶりに参加できて大いに楽しんだ．会
場についてから，二日目のショート・コミュニケーションで何か話せ，
と仰せつかったことは，困惑したけれども．．．夕食でアルコールも少
し入り，本格的なミッドナイト・セッション？へ向けての滑らかな移行
のための話題提供としては，あまり相応しくなかったかもしれないが，
準備をする暇もなかったので，そのとき考えていた次の結果をお話し
した．

定理. M を単連結で向きづけられた２次元多様体とし，(∇, h) をそ
の上の統計構造とする．(∇, h) がM から (R3, D, Det) への極小アファ
インはめ込みにより誘導されるための必要十分条件は次で与えられる：

1. ∇Volh = 0.

2. trh{(Y, Z) 7→ (∇Y Ric∇)(Z, X)} = 0 が任意の X ∈ TxM につい
てなりたつ．

3. (∇, h) のスカラー曲率が恒等的に０である．

極小アファインはめ込みの定義は教科書 [3]にゆずるが，R3 の標準的
な体積要素 Det から “アファイン的”にM 上に誘導される面積に関す
る変分問題の臨界点を与えるはめ込みととらえればよい．また，(∇, h)

が M 上の統計構造であるとは，∇ が M 上のねじれのないアファイ
ン接続，h は M 上の擬リーマン計量であって，∇h が対称になるもの
をいう．統計構造 (∇, h) のスカラー曲率とは，∇ のリッチ曲率テンソ
ル場を h についてトレースをとって得られる関数である．M から R3

へのアファインはめ込みが与えられると，M 上に統計構造が誘導され
ることがわかる (アファイン版コダッチ方程式からの帰結)．
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上の定理は，次に紹介する古典的な結果 “３次元ユークリッド空間内
の極小曲面の内在的特徴づけ”（たとえば [2]を参照）のアファイン版
を試みたものである：

事実 (リッチの定理). (M, g) を単連結な２次元リーマン多様体とし，
g のガウス曲率 Kg がいたるところ負であると仮定する．リーマン計
量 g がM からユークリッド空間 R3 への極小はめ込みにより誘導さ
れる，すなわち，g が R3 内の極小曲面の第１基本形式として実現され
るための必要十分条件は，リーマン計量

√
−Kgg が平坦になることで

ある．

アファイン空間内の曲面の内在的な構造として統計構造を考えるこ
とは，いろいろな意味で問題点を含んでいるだろう．しかしながら，統
計構造自体が豊かな幾何学を持っていることが明らかになった暁には，
統計構造をアファイン空間の中によい形で実現する問題の一つの答え
として，上の定理は意味を持ちうると信じている．なお，この定理は，
高次元化および余次元２の極小中心アファインはめ込みへの拡張が容
易にできる（[1]）．この点は，そのような拡張が難しいリッチの定理の
場合とは大きく異なる．
最後に，このユニークな研究集会の発展的継続を願いつつ，未解決

問題を紹介してこのショート・コミュニケーション風？小文をしめく
くろう．

問題. M を単連結な２次元多様体とし，(∇, θ)をその上の等積構造と
する（すなわち，θは∇に関して平行な面積要素）．(∇, θ)が (R3, D, Det)

への極小アファインはめ込みにより誘導されるための必要十分条件を
求めよ．
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