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1 導入

昨年 (1999年)の湯沢研究会で筑波大学大学院生の姜洪在が「複素射影空間内の Kähler

角度一定曲面」という題目で、複素射影空間内の Kähler角度一定曲面の Poincaréの公式
に関する我々の共同研究の結果を報告した。その後、論文の投稿先のレフェリーと剱持先
生の指摘からKähler角度一定という条件は必要なくなり、研究会記録集では「複素射影空
間内の実曲面の積分幾何学」という題目になっている。この記録で扱っている内容は「n次
元複素射影空間CP n内の実曲面Mに対して、U(n + 1)上の関数

U(n + 1) 3 g 7→ #(M ∩ gCP n−1)

の積分を Mの Kähler 角度の関数を M上で積分した値で具体的に表示する」というもの
だった。ただし、#は集合の元の個数を表している。
この講演では、上の交点数を考えている部分でCP n−1をより一般的な部分多様体にして
も、交点数の U(n + 1)上の積分をそれら部分多様体の Kähler角度の関数の積分で表示で
きることを報告する。さらにMが実 2次元にかぎらず一般次元のときに Poincaéの公式を
考えるために、Kähler角度を一般化した概念：多重 Kähler角度を導入し、これを使って
複素射影空間内の任意の次元の部分多様体に対する Poincaréの公式を定式化する。

2 Poincaréの公式

積分幾何学において Poincaréの公式は基本的であり、Howard [2]による Riemann等質
空間における Poincaréの公式が現在もっとも一般的であると思われる。この節では、この
Poincaréの公式を復習しておく。

定理 2.1 (Howard [2]) G/Kを Riemann等質空間とし、Gはユニモジュラーであると仮
定する。G/Kの部分多様体M , Nで dim M + dim N ≥ dim(G/K)を満たすものに対して、

∫

G
vol(gM ∩ N)dµG(g) =

∫

M×N
σK(T⊥

x M, T⊥
y N)dµM×N(x, y)
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が成り立つ。

σKについては後で説明する。この定理は一般的な設定のもとで成立するが、右辺の被積分
関数σK(T⊥

x M,T⊥
y N)の具体的表示が得られている場合は少ない。実空間形の場合は、可能

なすべての次元の部分多様体に対する Poincaréの公式が得られている。

定理 2.2 G/Kを n次元実空間形とし (いずれの場合も K = SO(n)とする)、Mと Nはそ
れぞれG/Kの p次元部分多様体と q次元部分多様体であって、p+q ≥ nとする。このとき、

∫

G
vol(gM ∩ N)dµG(g) =

vol(Sp+q−n)vol(SO(n + 1))

vol(Sp)vol(Sq)
vol(M)vol(N)

が成り立つ。

これは実空間形のイソトロピー群のGrassmann多様体への作用が推移的であるという事情か
ら得られる。他にも部分多様体の次元や性質を制限したいくつかの場合に対して、Poincaré

の公式が得られている。ただ、それらはすべてσKが定数になる場合であった。

定義 2.3 Eを内積を持つ有限次元実ベクトル空間とし、VとWをEの部分ベクトル空間と
する。Vの正規直交基底 v1, . . . , vpとWの正規直交基底 w1, . . . , wqをとり、

σ(V, W ) = |v1 ∧ · · · ∧ vp ∧ w1 ∧ · · · ∧ wq|

によってσ(V,W )を定義する。この定義は VとWの正規直交基底のとり方に依存しない。

定義 2.4 G/Kを Riemann等質空間とする。Tx(G/K)の部分空間 Vと Ty(G/K)の部分空
間Wに対して、gxo = xと gyo = yを満たす gx, gy ∈ Gをとり、

σK(V, W ) =
∫

K
σ((dgx)

−1
o V, dk−1

o (dgy)
−1
o W )dµK(k)

によってσK(V, W )を定義する。この定義は、gxo = xと gyo = yを満たす gx, gy ∈ Gのと
り方に依存しない。

σKの具体的表示を与えることが、定理 2.1の Poincaréの公式の具体的表示を与えること
になる。そのためには、To(G/K)の部分ベクトル空間 V, Wに対するσKの値σK(V,W )を考
察すれば十分であり、Kの To(G/K)への作用を詳しく調べることが重要である。

3 複素射影空間内の実曲面の積分幾何学

内積と等長的複素構造を持つ複素ベクトル空間内の実 2次元部分ベクトル空間のKähler

角度の定義とその基本的性質を述べる。さらに、このKähler角度を使って、複素射影空間
内の実曲面に関する Poincaréの公式を定式化する。

U(1) × U(n)は

(z, A) · v = zvA∗ ((z, A) ∈ U(1) × U(n), v ∈ Cn)

によって、Cnに作用する。ここで、Cnは横ベクトルの全体を表している。この作用は複素
射影空間CP n = U(n + 1)/U(1) × U(n)の線形イソトロピー表現と同値である。
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定義 3.1 VをCnの実 2次元部分ベクトル空間とする。Vの正規直交基底 v1, v2を

0 ≤ 〈
√
−1v1, v2〉

を満たすようにとる。このときθを

θ = cos−1〈
√
−1v1, v2〉

によって定め、VのKähler角度と呼ぶ。この定義は Vの正規直交基底のとり方に依存し
ない。特に、θが 0である必要十分条件は、Vが複素部分ベクトル空間であることであり、
θがπ/2である必要十分条件は、Vが V ⊥

√
−1Vを満たすことである。

命題 3.2 (Kang-T.[3]) Cnの実 2次元部分ベクトル空間の Kähler角度は、U(1) × U(n)

の作用に関して不変である。さらに、Gθを Cn内の Kähler角度θの実 2次元部分ベクトル
空間全体とすると、U(n)は Gθに推移的に作用する。Cnの標準的ユニタリ基底 e1, . . . , en

をとると Kähler角度θの実 2次元部分ベクトル空間の標準形は、

Vθ = spanR{e1, cos θ
√
−1e1 + sin θe2}

になり、Gθ = U(n) · Vθが成り立つ。

系 3.3 Cn内の任意の実 2次元部分ベクトル空間 VとWに対して、σU(1)×U(n)(V,W⊥)は V

とWの Kähler角度にのみ依存する。

これらを使って次の定理を証明することができた。

定理 3.4 (Kang-T.[3]) MをCP n内の実曲面としNを n− 1次元複素部分多様体とする。
各点 x ∈ Mにおける TxMの Kähler角度をθxで表すと次の等式が成り立つ。

∫

U(n+1)
#(gM ∩ N)dµU(n+1)(g) =

vol(U(n + 1))vol(N)

2vol(CP 1)vol(CP n−1)

∫

M
(1 + cos2 θx)dµM(x).

定理 3.5 (Kang-T.[4]) Mと Nを CP 2内の実曲面とする。各点 x ∈ Mと y ∈ Nにおける
Mと Nの Kähler角度をそれぞれθxとτyで表すと次の等式が成り立つ。

∫

U(3)
#(M ∩ gN)dµU(3)(g)

=
vol(U(3))

vol(RP 2)2

∫

M×N
(2 + 2 cos2 θx cos2 τy + sin2 θx sin2 τy)dµM×N(x, y).

最近、これらの結果を統一する次の定理を得た。

定理 3.6 (T.[6]) Mを CP n内の実曲面とし Nを実 2n − 2 次元部分多様体とする。各点
x ∈ Mと y ∈ Nにおける TxMと T⊥

y Nの Kähler 角度をそれぞれθxとτyで表すと次の等式
が成り立つ。

∫

U(n+1)
#(gM ∩ N)dµU(n+1)(g)

=
vol(U(n + 1))

vol(CP 1)vol(CP n−1)

×
∫

M×N

(
1

4
(1 + cos2 θx)(1 + cos2 τy) +

n

4(n − 1)
sin2 θx sin2 τy

)
dµM×N(x, y).
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4 Kähler角度の一般化

前節では複素射影空間内の実曲面と実余次元 2の部分多様体に関する Poincaréの公式を
Kähler角度を使って表現した。ところが実次元と実余次元が 3以上の場合は Kähler角度
は使えないので、Kähler角度の役割を担うものを考える必要がある。そこで、この節では
Kähler角度の一般化である多重 Kähler角度を導入し、その基本的性質を解説する。

Cn内の Kähler角度θの実 2次元部分ベクトル空間 Vに対して、Vの双対空間 V ∗の正規
直交基底α1, α2を

ω|V = cos θα1 ∧ α2

を満たすようにとることができる。このことから一般の次元の部分ベクトル空間に対して、
Kähler角度を次のように一般化する。

定義 4.1 (T.[5]) k ≤ nとする。Cn内の実 k次元部分ベクトル空間 Vに対して、V ∗の正規
直交基底α1, . . . , αkを

ω|V =
[k/2]∑

i=1

cos θiα
2i−1 ∧ α2i, 0 ≤ θ1 ≤ · · · ≤ θ[k/2] ≤ π/2

を満たすようにとることができる。このとき、θ(V ) = (θ1, . . . , θ[k/2])を Vの多重 Kähler

角度と呼ぶ。n < k < 2nのとき、Cn内の実 k次元部分ベクトル空間 Vの多重 Kähler角度
は V ⊥の多重 Kähler角度として定義する。

注意 4.2 k ≤ nとする。Cn内の実 k次元部分ベクトル空間 Vに対して、以下が成り立つ。

(1) U(1) × U(n)の作用は多重 Kähler角度を不変にする。

(2) k = 1のときは、U(n)は Cn内の実 1次元部分ベクトル空間全体の成す Grassmann

多様体 GR
1 (C)に推移的に作用するので、実 1次元部分ベクトル空間の多重 Kähler

角度は定義する必要はない。

(3) k = 2のときは、多重 Kähler角度は Kähler角度に一致する。

(4) θ(V ) = (0, . . . , 0)の必要十分条件は、V内に複素 [k/2]次元部分ベクトル空間が存在
することである。

(5) θ(V ) = (π/2, . . . , π/2)の必要十分条件は、V ⊥
√
−1Vが成り立つことである。

命題 4.3 (T.[5]) k ≤ nとする。0 ≤ θ1 ≤ · · · ≤ θ[k/2] ≤ π/2 となるθ = (θ1, . . . , θ[k/2])に対
して

Gθ = {V ∈ GR
k (Cn) | Wの多重 Kähler角度はθ}

とおくと、U(n)は Gθに推移的に作用する。さらに、

V k
θ =

[k/2]∑

i=1

spanR{e2i−1, cos θi

√
−1e2i−1 + sin θ2ie2i} (+Rek)

とおくと (最後の項は kが奇数のときのみ加える)、Gθ = U(n) · V k
θ が成り立つ。
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U(n)の Cnへの作用は、自然に Grassmann多様体 GR
k (Cn)への作用を誘導する。ここ

で、GR
k (Cn)はCn内の実 k次元部分ベクトル空間全体の成すGrassmann多様体である。こ

れは等質空間として
GR

k (Cn) = O(2n)/O(k) × O(2n − k)

と表すことができる。これはコンパクト対称空間であり O(2n)/U(n)もコンパクト対称空
間だから、U(n)のGR

k (Cn)への作用は Hermann作用になっている。一般に二つのコンパ
クト対称対 (G,K1)と (G,K2)に対して、K2のG/K1への自然な作用をHermann作用と呼
ぶ。Hermann[1]はこの作用が平坦な断面を持つことを示している。群作用の断面とは、任
意の軌道に直交して交わる閉部分多様体のことである。

命題 4.4 (T.[5]) k ≤ nのとき、{V k
θ | θ ∈ R[k/2]}は U(n)の GR

k (Cn)への作用に関する
平坦な断面である。

この平坦な断面 {V k
θ | θ ∈ R[k/2]}はトーラスになり、多重 Kähler角度 (θ1, . . . , θ[k/2])は

このトーラスの座標になっている。これが群作用の観点から見た多重Kähler角度の意味で
ある。

5 複素射影空間内の積分幾何学

前節で導入した多重Kähler角度を使って、複素射影空間内の可能な次元の任意の部分多
様体に関する Poincaréの公式を定式化する。n < kのとき、V k

θ = (V 2n−k
θ )⊥とおく。

定理 5.1 (T.[5]) p, q ≤ 2n ≤ p + qを満たす p, qに対して

σn
p,q(θ

(p), θ(q)) =
∫

U(1)×U(n)
σ(V 2n−p

θ(p) , k−1 · V 2n−q

θ(q) )dµU(1)×U(n)(k)

(θ(p) ∈ R[min{p,2n−p}/2], θ(q) ∈ R[min{q,2n−q}/2])

とおく。このとき、CP n内の実 p次元部分多様体Mと実 q次元部分多様体Nに対して、次
の等式が成り立つ。

∫

U(n+1)
vol(gM ∩ N)dµU(n+1)(g) =

∫

M×N
σn

p,q(θ(TxM), θ(TyN))dµM×N(x, y).

この定理では、Poincaréの公式を多重Kähler角度で表現できることを示しただけで、σn
p,q

の具体的表示がわかっている場合はまだ少ない。第 3節の結果は

σn
2,2n−2(θ, τ)

=
vol(U(n + 1))

vol(CP 1)vol(CP n−1)

(
1

4
(1 + cos2 θ)(1 + cos2 τ) +

n

4(n − 1)
sin2 θ sin2 τ

)

を示している。
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