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平面曲線の「まがり方」を認識しようとするときには曲率というものを考えた. 曲面

の「まがり方」を, 平面曲線の場合に帰着させることで認識しようと思うとき, 各法平面

による曲面の切口の曲率すなわち法曲率に着目することになる. 曲面の一点での法平面は

たくさん存在するので, その点での曲面の「まがり方」は法平面の分だけ多様であると思

われる. しかしながら実際には各点での法曲率のふるまいは二次形式的である: {e1, e2}
をある点での接平面の正規直交基底とするとき, {e1, e2} から定まる [0, π)の元 θ0および

{e1, e2}のとり方にはよらない二つの実数 κ1, κ2が存在して

e(θ) := (cos θ)e1 + (sin θ)e2

を含む法平面から定まる法曲率 κ(θ)は次のように表される:

κ(θ) = κ1 cos2(θ − θ0) + κ2 sin2(θ − θ0). (1)

θ∗ は実数で, κが θ∗ で極値をとるものとする. このとき e(θ∗)を含む一次元部分空間を

主方向 (principal direction)といい, 対応する法曲率 κ(θ∗)を主曲率 (principal curvature)

という. κ1 = κ2を仮定する. このとき κは定数であり, 任意の一次元部分空間が主方向で

ある. そして曲面はどの方向にも同じようにまがっているように思われる. このような点

のことを臍点 (umbilical point)という. 次に κ1 6= κ2 を仮定する. このとき(1)から主方

向はちょうど二つ存在することがわかり, 非臍点で曲面の「まがり方」を把握しようとす

るとき特に注目すべきは主曲率および主方向であることがわかる.

一点での曲面の「まがり方」については以上のようなことがしられているが,一点の (十

分小さい)近傍の各点での曲面の「まがり方」はどのようになっているであろうか. 曲面

の非臍点全体からなる集合上の連続一次元分布で各点において主方向の一つを与えるよう

なもののことを, 曲面上の主分布 (principal distribution)とよぶ. 以下非臍点全体からな

る集合が連結であるものと仮定する. このとき主分布はちょうど二つ存在する. それらを

D(1), D(2)で表す. また κ(1)および κ(2)は非臍点全体からなる集合上の実数値関数で, 各点

でD(1)およびD(2)がそれぞれ定める主方向に対応する主曲率を与えるものとする. この

とき κ(1)および κ(2)は連続関数である. よって非臍点の十分小さい近傍の各点での曲面の

「まがり方」というのは始めに認識した非臍点でのものを「少し変形した」ものであるこ
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とがわかる, つまりすぐ近くの点での主曲率および主方向を始めの点でのものから大体把

握することができる. それでは臍点の近傍の各点での曲面のまがり方はどうであろうか.

ここで臍点は孤立している, つまりこの点のある近傍にはこの点以外に臍点は存在しない

ものと仮定する. このとき κ(1)および κ(2)をこの孤立臍点まで連続に延長することは必ず

できるが, 一方主分布をこの孤立臍点まで連続に延長することはできない可能性がある.

そしてこのような点の周りでは主分布のふるまいは非常に複雑な場合がある.

著者は二変数同次多項式のグラフがR3の原点 oを孤立臍点として有するとき oの周り

での主分布のふるまいを調べた. gをそのような同次多項式とし, 各実数 θ ∈ Rに対し

g̃(θ) := g(cos θ, sin θ)とおく. そして dg̃/dθ = 0の解全体からなる集合をRgで表す. この

とき点 (x, y)で位置ベクトル場 x∂/∂x + y∂/∂y が gのグラフGgの主方向に含まれること

と, x sin θ0 = y cos θ0なる実数 θ0がRgの元であることは同値である ([1]). そこで著者は

位置ベクトル場と関連づけて主分布のふるまいを調べることにした. 以下Rg 6= Rを仮定

する.

r0は正の実数で, gを
{
0 < x2 + y2 < r2

0

}
に制限したもののグラフ上臍点は存在しない

ものとする. また rは (0, r0)の元とする. Rgの元 θ0に対し, φr,θ0 はR上の実数値をとる

連続関数で φr,θ0(θ0) = θ0をみたしかつ任意の実数 θに対し点 (r cos θ, r sin θ)でのGgへの

接ベクトル (cos φr,θ0(θ))∂/∂x + (sin φr,θ0(θ))∂/∂y が主方向に含まれるようなものとする.

またRgの元 θ0に対し, Uθ0 は θ0のRにおける近傍で Uθ0 ∩ Rg = {θ0}をみたすものとす
る. このときRgの元 θ0の符号 (sign)が正 (および負) であるとは, Uθ0 \ {θ0}の任意の元
θに対し

(θ − φr,θ0(θ))(θ − θ0) > 0 (および< 0)

がなりたつときにいうものとする. Rgの元の符号の定義は r ∈ (0, r0)のとり方にはよら

ない. Rgの元 θ0が (oの指数に) 関係がある (related)
(
および関係がない (non-related)

)

とは, θ0の符号が正または負である (および正でも負でもない)ときにいうものとする. Rg

の元 θ0が関係があることと, g̃が θ0で極値をとることは同値である ([1]). Rg の元 θ0の

臨界符号 (critical sign)が

(a) 正であるとは, g̃(θ0) = 0であるか g̃(θ0)が正かつ極大値であるかまたは g̃(θ0)が負か

つ極小値であるときにいい,

(b) 負であるとは, g̃(θ0)が負かつ極大値であるかまたは g̃(θ0)が正かつ極小値であるとき

にいう
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ものとする. Rgの元 θ0が関係があることと, θ0の臨界符号が正または負であることは同

値である. Rgの関係がある元 θ0の符号と臨界符号について次の二つがなりたつ: θ0の臨

界符号が正ならば θ0の符号も正である ([1], [2]); θ0の臨界符号が負であるとき, θ0の符号

が正 (および負)であることと

d2g̃

dθ2
(θ0)

/
g̃(θ0) ∈ [k(k − 2),∞) (および ∈ [0, k(k − 2)))

がなりたつことは同値である ([2]). θ0がRgの元であるとき, 任意の整数 nに対し θ0 + nπ

もRgの元である. さらに θ0が関係があることと θ0 + nπが関係があることは同値である.

また θ0が関係があるとき, θ0の符号および臨界符号はそれぞれ θ0 + nπの符号および臨界

符号に等しい. 実数 θ ∈ Rを任意に選び, Ng,+ (およびNg,−)を [θ, θ + π)の中のRgの関

係がある元でその符号が正 (および負)であるものの個数とする. Ng,+とNg,−は θ ∈ Rの

とり方にはよらない. Gg上での oの指数 indo(Gg)は 1− (Ng,+ −Ng,−)/2と表される ([1]).

θ1, θ2はRgの関係がある元で, θ1 < θ2でありかつ開区間 (θ1, θ2)にはRgの関係がある元

が存在しないものとする. このとき θ1の臨界符号または θ2の臨界符号は正である. よっ

て θ1の符号または θ2の符号は正であることがわかる. このことを用いて indo(Gg) 5 1が

わかる. さらに indo(Gg) ∈ {1 − k/2 + i}[k/2]
i=0 がなりたつ ([1]).

実解析的な曲面上の孤立臍点の周りでの主分布のふるまいは, 大体の場合にある同次多

項式のグラフ上でのもののようになっていることがわかった ([3]).

同次多項式 gのグラフ上での主分布のふるまいに関連して, Rgの関係がある元の符号と

臨界符号の間の関係を上にのべた. 特に, 臨界符号が正ならば符号も正であった. このこ

とは oの指数が 1以下であることの根拠となっており, 一般に曲面上の孤立臍点の指数は

1以下なのではないか (つまり指数予想は正しい)と思わせる有力な状況証拠のように思

われる. しかしながら一方で, 著者は符号と臨界符号の間に上述のような関係がなりたつ

ことに対する必然性を感じるには至っていないような気がしていたので, 他ににたような

現象をみつけることができないだろうかと思い探していたところみつけることができた.

以下にそれを記述する.

nを自然数とする. そしてR2の領域D上の滑らかな関数 f に対し, dnf を次のような

(0, n)型のテンソル場とする:

dnf :=
n∑

i=0

(
n

i

)
∂nf

∂xn−i∂yi
dxn−idyi.

また各実数 φおよびDの各点 pに対し, 次のようにおく:

Uφ := cos φ
∂

∂x
+ sin φ

∂

∂y
, (d̂nf)p(φ) := (dnf)p(Uφ, . . . ,Uφ).
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Dの点 pでの接平面の一次元部分空間 Lに対し (d̂nf)pの臨界点 φ0があってUφ0(p) ∈ L

がなりたつとき, Lを dnf の pでの臨界方向 (critical direction)ということにする. Dの

点 p0が dnfの臍点であるとは, (d̂nf)p0 が定数であるとき, すなわち p0での接平面の全て

の一次元部分空間が臨界方向であるときにいうものとする. 以下 dnf の臨界方向の数は非

臍点によらないものと仮定し, その数をNdnf で表す. そして dnf の非臍点全体からなる

集合上の有限多価一次元分布で, 各点で dnf のNdnf 個の臨界方向を与えるようなものを

D̃dnf で表す.

例 D̃d1f は f の勾配ベクトル場が定める一価一次元分布である.

例 D̃d2f は f のHessianの二つの一次元固有空間から構成される二価一次元分布である.

kを nより大きい整数とし, gは二変数 k次同次多項式で (0, 0)が dngの孤立臍点であり

かつR2 \ {(0, 0)}上 dngの臨界方向の数は一定Ndngであるものと仮定する. このとき位

置ベクトル場が点 (x, y)で dngの臨界方向の一つに含まれることと, x sin θ0 = y cos θ0な

る実数 θ0がRgの元であることは同値である ([4]). IをRの開区間とする. またE
(n)
g,I は I

上の連続関数の集合で, 任意の ηg ∈ E
(n)
g,I および任意の θ ∈ Iに対し (cos θ, sin θ)での接ベ

クトル (cos ηg(θ))∂/∂x + (sin ηg(θ))∂/∂yは dngの臨界方向に含まれるものとする. そして

R(dng)はRの部分集合で, 各 θ0 ∈ R(dng)に対し θ0を含む開区間 IおよびE
(n)
g,I の元 ηg,θ0

が存在して θ0 = ηg,θ0(θ0)をみたすようなものとする. このときR(dng) ⊂ Rgがなりたつ.

以下Rg 6= Rを仮定する. θ0をR(dng)の元とし, Iθ0は Iθ0 ∩ R(dng) = {θ0}をみたす開区
間でありかつE

(n)
g,Iθ0
の二元 ηg,1, ηg,2が Iθ0 \ {θ0}のある点 θで ηg,1 = ηg,2をみたすならば θ

を含む Iθ0 \ {θ0}の連結成分上 ηg,1 ≡ ηg,2がなりたつようなものとする. このとき自然数

N
(n)
g (θ0)が存在して, θ0で θ0に等しいE

(n)
g,Iθ0
の元の数はN

(n)
g (θ0)

2に等しい. R(dng)の元

θ0が g̃(θ0) 6= 0をみたすならばN
(n)
g (θ0) = 1がなりたつ ([4]). R(dng)の元 θ0の符号が正

(および負)であるとは, Iθ0 \ {θ0}の任意の元 θおよび θ0で θ0に等しいE
(n)
g,Iθ0
の任意の元

ηg,θ0に対し

(θ − ηg,θ0(θ))(θ − θ0) > 0 (および< 0)

がなりたつときにいうものとする; R(dng)の元θ0が関係がある
(
および関係がない

)
とは,

θ0の符号が正または負である (および正でも負でもない)ときにいうものとする. R(dng)

の元 θ0に対し, θ0が関係があることと次のいずれか一つがなりたつことは同値である ([4]):

(a) g̃(θ0) = 0;

(b) g̃は θ0で極値をとる.
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またR(dng)の元 θ0に対し, θ0が関係があることと θ0の臨界符号が正または負であること

は同値である. R(dng)の関係がある元 θ0の符号と臨界符号について次の二つがなりたつ:

θ0の臨界符号が正ならば θ0の符号も正である ([4]); θ0の臨界符号が負でありかつ θ0が

(n − 1)
d2g̃

dθ2
(θ0) 6= (k(k − n))g̃(θ0)

をみたすとき, θ0の符号が正 (および負)であることと

(n − 1)
d2g̃

dθ2
(θ0)

/
g̃(θ0) ∈ (k(k − n),∞) (および [0, k(k − n)))

がなりたつことは同値である ([4]). R(dng)の関係がある元で符号が正 (および負) である

もの全体からなる集合をR+(dng) (およびR−(dng))で表し, ε ∈ {+,−}に対し

N (n)
g,ε :=

∑

θ0∈Rε(dng)∩[θ,θ+π)

N (n)
g (θ0)

とおく. このとき D̃dngについての (0, 0)の指数 ind(0,0)

(
D̃dng

)
は 1 −

(
N

(n)
g,+ − N

(n)
g,−

)/
Ndng

と表される ([4]). さらに ind(0,0)

(
D̃dng

)
5 1がなりたつ.
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