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調和逆平均曲率曲面は, 1994年に Bobenko [2] によって 3次元 Euclid

空間内の曲面の場合に平均曲率一定曲面の一般化として定義された比較
的新しい曲面族であり, Fokas-Gelfand [5] による特徴付けを経て, 一般の
3次元空間形内の曲面の場合に筆者 [6] により定義されたが, 何れも可積
分系理論の立場から導入されたものであった. その後の進展及び関連する
話題については [3, 4, 7, 8, 9]等を参照されたい. ここではその調和逆平
均曲率曲面を曲率を用いて表されるある量を保つような曲面の変換を許
容するものとして特徴付ける.

M3(c)を定曲率 c (c = 0,±1) の単連結完備 3次元空間形とし, M3(c)内
の曲面を Riemann 面M からM3(c)への共形的はめ込みとして表すこと
にする. zを局所正則座標とし, M の誘導計量を eudzdz̄と表すことにす
ると, Gauss-Codazzi の方程式は次の様になる ([1]).{

uzz̄ + 1
2
(H2 + c)eu − 2|Q|2e−u = 0 (Gauss の方程式),

Qz̄ = 1
2
Hze

u (Codazzi の方程式).

ここで, H, Qdz2はそれぞれ F の平均曲率, Hopf 微分である.

1次元 Riemann 多様体 (Ic, gc)を

Ic =

{
(R, gc) (c = 0, 1),

(R \ {±1}, gc) (c = −1),
gc =

1

(1 + ct2)2
dt2

により定める.

定義 1
H

: M → Icが調和写像のとき, F を調和逆平均曲率曲面とよぶ.

上に現れる調和写像の方程式は

Hzz̄ −
2H|Hz|2

H2 + c
= 0

だからこれは具体的に解くことができ, M 上の正則関数 hを用いて

H =

{
|h|2
h+h̄

(c = 0),
|h|2−c

h+h̄
, h+h̄
|h|2−c

(c = ±1)



となる.

H = |h|2−c

h+h̄
のとき, t ∈ Rに対し ϕt = h2+c

(h+
√
−1t)2+c

とおくと, 変換

eu → |ϕt|2eu, H2 + c → 1

|ϕt|2
(H2 + c), Q → ϕtQ

は調和逆平均曲率曲面としての共形的変形をあたえる. Fの Gauss曲率を
Kとすると, K = H2 +c−4|Q|2e−2uだから K

H2+c
という量は上の変形で不

変である. 同様に, H = h+h̄
|h|2−c

(c = ±1)のとき, λ ∈ S1 = {w ∈ C||w| = 1}
に対し ϕλ = h2+c

λ2h2+c
とおくと, 変換

eu → |ϕλ|2eu, H2 + c → 1

|ϕλ|2
(H2 + c), Q → ϕλQ

は調和逆平均曲率曲面としての共形的変形をあたえ, K
H2+c

という量は不
変である.

逆に, ϕをM 上で 0とならず, 定数でない正則関数とすると, Gauss の
方程式は変換

eu → |ϕ|2eu, H2 + c → 1

|ϕ|2
(H2 + c), Q → ϕQ

で不変である. また, この変換がM3(c)内の曲面を定めれば, K
H2+c

という
量も不変である. 更に, 次が成り立つ.

定理 F が臍点をもたず, 上の変換がM3(c)内の曲面を定めれば, F は調
和逆平均曲率曲面である.

証明 (H ′)2 + c = 1
|ϕ|2 (H

2 + c)とおき, 両辺を zで微分すると,

2H ′H ′
z = − ϕ̄ϕz

|ϕ|4
(H2 + c) +

2

|ϕ|2
HHz.

F が臍点をもたないことよりQ 6= 0だから, F と新たに得られる曲面に
対する Codazzi の方程式より,

H ′
z =

1

ϕ̄
Hz. (∗)

よって,

H ′ = − ϕz

2ϕ2

H2 + c

Hz

+
1

ϕ
H.



両辺を z̄で微分すると

H ′
z̄ =

ϕz

2ϕ2

(H2 + c)Hzz̄ − 2H|Hz|2

H2
z

+
1

ϕ
Hz̄

だから, 再び (∗)を用いると

Hzz̄ −
2H|Hz|2

H2 + c
= 0.

従って, F は調和逆平均曲率曲面である.
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geometry of surfaces. Lecture Notes in Mathematics, 1753. Springer-

Verlag, Berlin, 2000.

[4] A. Bobenko, U. Eitner and A. Kitaev, Surfaces with harmonic in-

verse mean curvature and Painlevé equations. Geom. Dedicata 68
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