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1 序
Mをコンパクトリーマン多様体，TMを佐々木計量が与えられたMの接束とする．

U(TM)を単位接球束とし，TMの佐々木計量の誘導計量を与えておく．長さが 1の
ベクトル場XはMからU(TM)への滑らかな写像であるので，上で述べた計量に関
するXのエネルギーが定義できる. M からU(TM)への滑らかな写像の空間上で定
義されたエネルギー汎関数を E，長さが 1のM 上のベクトル場の全体を Γ(U(TM))

とする．X ∈ Γ(U(TM))が任意の滑らかな変分Xt ∈ Γ(U(TM)) (X0 = X)に対して

d

dt
E(Xt)

∣∣∣
t=0

= 0

を満たすときX ∈ Γ(U(TM))は調和ベクトル場と呼ばれる．例えば，奇数次元の
単位球面のHopfベクトル場は調和ベクトル場である (より一般の場合は [3]を参照)．
また，[1], [2], [4], [5], [6] 等も参照のこと. これらは，リーマン多様体M 上のリー
マンベクトル束E の場合にも同様に定式化できる (調和ベクトル場に相当するのも
は調和切断．詳細は 2節で述べる)．本稿では，等長はめこみ f : M → M̃ に対して，
引き戻し束 f#(TM̃) を考え (E = f#(TM̃)ととる)，その調和切断で部分多様体に
垂直なものについて論じる．

2 準備
この節では，基本的な定義を整理しておく．Eを n次元リーマン多様体 (M, g)上
のベクトル束とする．Γ(E), C(E)をそれぞれ Eの切断の全体および接続の全体の
集合をする．gEをEのファイバー計量とし，∇E ∈ C(E)を gEと適合した接続とす
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る．K : TE → Eを∇E によって決まる接続写像とする．E上の (標準)計量Gを,

Eの接ベクトル ηに対して，

G(η, η) = g(p∗(η), p∗(η)) + gE(K(η), K(η))

で定義する．ここで，p : E → Mは射影を表す．UE(= U(E)) := {u ∈ E|gE(u, u) =

1}とし，Gを UE に制限したものも，同じ Gで表す. 任意の x ∈ M に対して
gE(ξ(x), ξ(x)) = 1となる ξ ∈ Γ(E) 全体の集合を Γ(UE)と表す. ξ ∈ Γ(UE)の
上記の計量に関するエネルギー E(ξ)は

E(ξ) =
n

2
Vol(M) +

1

2

∫

M

‖∇Eξ‖2dvg

となり, 切断 ξ ∈ Γ(UE)が任意の滑らかな変分 ξt ∈ Γ(UE) (ξ0 = ξ)に対して

d

dt
E(ξt)

∣∣∣
t=0

= 0

を満たすとき ξ ∈ Γ(UE)は調和切断 (harmonic section) と呼ばれる．調和切断 ξ ∈
Γ(UE)が任意の滑らかな変分 ξt ∈ Γ(UE) (ξ0 = ξ)に対して

d2

dt2
E(ξt)

∣∣∣
t=0

≥ 0

を満たすとき調和切断 ξは弱安定であるという.

f : (M, g) → (M̃, g̃)を n次元リーマン多様体からm次元リーマン多様体への等長
はめ込みとする．∇̃を g̃の Levi-Civita接続とし f#∇̃をその f による引き戻し接続
とする. 第二基本形式，形作用素，法接続をそれぞれ，h, S, ∇⊥とし, H を平均曲
率ベクトルとする. 直交分解 f#(TM̃) = TM ⊕T⊥Mに対して ι : T⊥M → f#(TM̃)

を包含写像とする，ここで，T⊥Mは法束を表す．ξ ∈ Γ(U(T⊥M))に対して，ι◦ ξ ∈
Γ(U(f#(TM̃))が U(f#(TM̃))の f#∇̃に関する標準計量について, 調和切断となる
条件および, 第二変分から定義されるヘッシアンHι◦ξ の指数 Index(Hι◦ξ) に関する
結果を次節で述べる．

3 調和切断をもつ部分多様体
f : (M, g) → (M̃, g̃)を n次元リーマン多様体からm次元リーマン多様体への等長
はめ込みとする．
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定理 3.1. ξ ∈ Γ(U(T⊥M))に対して, ι ◦ ξ ∈ Γ(U(f#(TM̃)))が調和切断であるた
めの必要十分条件は

4̄∇⊥
(ξ) +

n∑

k=1

h(ek, Sξ(ek)) = (‖Sξ‖2 + ‖∇⊥ξ‖2)ξ,

かつ
n∑

k=1

{(∇ek
S)ξ(ek) + 2S∇⊥

ek
ξ(ek)} = 0.

を満たすことである. ここで, 4̄∇⊥
は∇⊥の疎ラプラシアンであり, e1, · · · , enはM

の正規直交枠である.

定理 3.1により，M が定曲率空間形内の向き付け可能な超曲面の場合に, 単位法
ベクトル場 ξ に対して, ι ◦ ξ が調和切断であることの必要十分条件はM が平均曲
率一定超曲面であることが示せる．また，M が佐々木多様体 M̃ 内のルジャンドル
部分多様体の場合に, その特性ベクトル場 V の f による引き戻し f#(V )について，
ι ◦ f#(V ) が調和切断であることの必要十分条件はM が極小部分多様体であること
が示せる．他に，M が外在的球面 (全臍, ∇⊥H = 0, H 6= 0) の場合の ι ◦ (‖H‖−1H)

は調和切断となることが分かる.

R̃を M̃ の曲率テンソルとし, X ∈ TxM(x ∈ M)に対して

rx(X,X) =
n∑

i=1

g̃(R̃(f∗(ei), f∗(X))f∗(X), f∗(ei))

とおく. ここで, e1, · · · , enは TxM の正規直交基底である. Index(idM)をM の恒等
写像 idM の調和写像としての指数とする.

定理 3.2. ξ ∈ Γ(U(T⊥M))に対して ι ◦ ξ ∈ Γ(U(f#(TM̃))) が調和切断であると
する. 任意X ∈ TM に対して,

(‖Sξ‖2 + ‖∇⊥ξ‖2)g(X, X) ≥ r(X, X) + ng(SHX, X)

ならば

Index(Hι◦ξ) ≥ Index(idM)

が成立する.
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ξ ∈ Γ(U(T⊥M))に対して, ι ◦ ξ のエネルギー E(ι ◦ ξ)は

E(ι ◦ ξ) =
n

2
Vol(M) +

1

2

∫

M

(‖Sξ‖2 + ‖∇⊥ξ‖2)dvg

表せる．よって，‖Sξ‖2 = 0かつ ‖∇⊥ξ‖2 = 0 のとき，ι ◦ ξは弱安定な調和切断にな
る．一方，上の定理は ι ◦ ξ が調和切断のとき，‖Sξ‖2 + ‖∇⊥ξ‖2 が “ある程度大き
い”場合は指数 Index(Hι◦ξ) はM の内在的幾何学量 Index(idM) で下から押さえられ
ることを意味している．次節では弱安定な ι ◦ ξをもつ部分多様体を特別な場合に考
察する．

4 単位球面内の平均曲率一定超曲面の単位法ベクトル場
の安定性について

前節で述べたように，M̃ が定曲率空間でM がその中の向き付け可能な超曲面の
場合は ξ ∈ Γ(U(T⊥M)) に対して ι ◦ ξが調和切断であることの必要十分条件は平均
曲率が一定であることである．ここでは，M̃ が単位球面 Sn+1(1)の場合を考える．
ξを Sn+1(1)の中の向き付け可能な平均曲率一定超曲面M の単位法ベクトル場とす
る．ι ◦ ξ のエネルギー E(ι ◦ ξ)が

E(ι ◦ ξ) =
n

2
Vol(M) +

1

2

∫

M

‖Sξ‖2dvg

と表せることからも分かるように，明らかに，M が全測地的ならば，ι ◦ ξは弱安定
な調和切断である. そこで,

“平均曲率一定超曲面M で ι ◦ ξ が弱安定な調和切断となるものは何か？”

ということを考える．

長さが 1のベクトル a ∈ Rn+2と 0 ≤ s < 1である実数 sに対して，

Σn(s) = {x ∈ Sn+1(1)| < x, a >= s}

とおく．ここで, < · , · >はRn+2の標準内積である．Σn(s)は Sn+1(1)内の平均
曲率一定超曲面であるが，その単位法ベクトル場 ξに対して，ι ◦ ξが弱安定である
ことの必要十分条件は (n− 1)s2 ≤ 1であることが示せる．ここでは，(n− 1)s2 ≤ 1

を満たすΣn(s)を弱安定な小円とよぶ．
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定理 4.1. Mをコンパクト，向き付け可能，連結なSn+1(1)内の ‖h‖が一定な平均
曲率一定超曲面とする．単位法ベクトル場 ξに対して，ι ◦ ξが弱安定であり，n ≥ 4

ならば，M は s =
√

‖h‖2/(n + ‖h‖2) である弱安定な小円Σn(s)である．
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