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本講演の目的は次の定理を報告することである:

定理 ([An]) SをR3にはめこまれたWillmore曲面とし, p0を Sの孤立臍点とする. この

とき S上での p0の指数は 1/2以下である.

R3の曲面 SがWillmoreであるとは, SがWillmore汎関数の停留曲面であるときにい

う, 但しWillmore汎関数とは曲面に対しその平均曲率の 2乗の積分を対応させるもので

ある. SがWillmore曲面であることと Sが次の偏微分方程式を満たすことは同値である

([C]):

{
∆ + 2

(
H2 − K

)}
H = 0, (1)

但し∆は S上の LaplacianでありまたK およびH はそれぞれ SのGauss曲率および平

均曲率である. (1)はWillmore曲面に対する Euler-Lagrange方程式である.

WeinerはS3の極小曲面の立体射影による像はR3のWillmore曲面であることを示した

([W]). 射影平面と同相ではないコンパクトな 2次元多様体に対し, その S3への極小はめ

こみが存在する ([L]); 一方で射影平面のS3への極小はめこみは存在しない ([Al]). よって

射影平面と同相ではないコンパクトな 2次元多様体をR3の中にWillmore曲面としては

めこむことができることがわかる. Pinkallは S3の中でいかなる極小曲面とも共形同値で

はないHopfトーラスで立体射影による像がWillmore曲面であるものを見い出した ([P]).

さらにKusnerは射影平面に同相なWillmore曲面を見い出した ([K]).

KusnerによるWillmore射影平面の例はR3の中の極小曲面を反転でうつすことによっ

て得られる. そのような極小曲面のうちの一つは臍点を唯一つ有しまた endをちょうど三

つ有する. 以下この極小曲面を S とする. S の endは全てうめこまれていてそして平坦

(flat)である. 反転によって, 臍点 (および非臍点)は臍点 (および非臍点) にうつされまた

Sのそれぞれの endは像において臍点に対応する (各 endはうめこまれていてかつ平坦で

あることから, 各 endの反転による像はある滑らかな曲面片から臍点を一つを取り除いた

ものであることがわかる). よって Sの像のコンパクト化 S0は臍点を全部で四つ有する.

Sの endに対応する S0の臍点を p1, p2, p3とし, Sの唯一つの臍点の像を p4とする. この

ときHopf-Poincaréの定理によると, これら 4点の指数の和は射影平面のEuler数である 1
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に等しい:

indp1(S0) + indp2(S0) + indp3(S0) + indp4(S0) = 1. (2)

よって四つの孤立臍点の指数のうち正のものが存在することがわかる. よって定理におい

て与えられたWillmore曲面上の孤立臍点の指数についての評価は最良であることがわか

る. また極小曲面の孤立臍点の指数は−1/2以下であることと反転によって孤立臍点の指

数は不変であることから, indp4(S0) 5 −1/2を得る. このことと定理および(2)から,

indp1(S0) = indp2(S0) = indp3(S0) = 1/2, indp4(S0) = −1/2

を得る.

以下において定理の証明の概略を描写する. f はR2における (0, 0)の近傍上で定義さ

れた滑らかな関数で次を満たすとする:

(a) f(0, 0) = (∂f/∂x)(0, 0) = (∂f/∂y)(0, 0) = 0;

(b) R3の原点 o := (0, 0, 0)は f のグラフ Gf の孤立臍点である;

(c) Gf はWillmore曲面である.

さらにR3 ∪{∞}の共形変換によってWillmore曲面はWillmore曲面にうつされることと

曲面の主方向は主方向にうつされることに注意すると, (0, 0)での f の全ての 2階の偏微

分係数は 0であると仮定してよい:

∂2f

∂x2
(0, 0) =

∂2f

∂x∂y
(0, 0) =

∂2f

∂y2
(0, 0) = 0.

このとき(1)から, 3以上の整数 kf = 3および恒等的に零ではない kf 次同次多項式 gf 6≡ 0

が存在して f は

f = gf + o
((

x2 + y2
)kf /2

)

と表されることがわかる. さらに(1)から, gf は∆2
0gf ≡ 0を満たすことがわかる, ただし

∆0 := ∂2
x + ∂2

y である. このとき gf に対し, 次数がそれぞれ kf および kf − 2の球面調和関

数 hkf
, hkf−2が存在して gf は

gf = hkf
+

(
x2 + y2

)
hkf−2 (3)

と表される. 同次多項式 gf および実数 θ ∈ Rに対し, g̃f (θ) := gf (cos θ, sin θ)とおく. こ

のとき(3)から, g̃f は

cos kfθ, sin kfθ, cos(kf − 2)θ, sin(kf − 2)θ
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の 1次結合によって表されることがわかる. よって [θ, θ +π)の中の g̃fの零点の数は kf −2

以上 kf 以下であり, [θ, θ + π)の中の dg̃f/dθの零点の数は g̃f の零点の数以上 kf 以下であ

ることがわかる. Gf 上での oの指数を調べるために, 次の三つの場合を考える必要がある:

(a) 任意の θ ∈ Rに対し, (cos θ, sin θ)での gf のHessianは単位行列の定数倍とは表され

ない;

(b) 任意の θ ∈ Rに対し (cos θ, sin θ)での gf のHessianは零行列ではないが, ある θ0 ∈ R

に対し (cos θ0, sin θ0)での gf のHessianは単位行列の零ではない定数倍と表される;

(c) ある θ0 ∈ Rに対し, (cos θ0, sin θ0)での gf のHessianは零行列である.

まず (a)の場合を考える. このとき oの指数 indo(Gf )は次を満たす:

indo(Gf ) 5 1 −
NC

gf ,+ − NC
gf ,−

2
, (4)

但し

NC
gf ,+ := ]

{
RC

gf ,+ ∩ [θ, θ + π)
}
, NC

gf ,− := ]
{
RC

gf ,− ∩ [θ, θ + π)
}

であり,

(i) RC
gf ,+は g̃f = 0を満たす g̃f の停留点, g̃f が正の極大値をとる点および負の極小値を

とる点全体からなる集合であり,

(ii) RC
gf ,−は g̃f が負の極大値または正の極小値をとる点全体からなる集合である.

[θ, θ + π)の中の g̃f および dg̃f/dθの零点の数に注意することで,

(
NC

gf ,+, NC
gf ,−

)
∈ {(kf − 2, 0), (kf − 1, 1), (kf , 0)}

が成り立つことがわかる. さらに kf = 3であるので, (4)を用いて indo(Gf ) 5 1/2を得る.

次に (b)の場合を考える. このとき
(
NC

gf ,+, NC
gf ,−

)
= (kf − 1, 1)であり, [θ, θ + π)の中の

RC
gf ,−の唯一つの元 θsに対し (cos θs, sin θs)での gf のHessianが単位行列の零ではない定

数倍と表される. このとき oの指数 indo(Gf )は次を満たす:

indo(Gf ) = 1 − kf − 1

2
+

1

2π
(Γf,o(θs) + Γf,o(θs + π)), (5)

但しこの場合 Γf,oは

Γf,o ∈ {−π/2, 0, π/2} (6)

3



を満たす. よって

indo(Gf ) 5 2 − kf

2

が成り立つことがわかり, kf = 3であるので indo(Gf ) 5 1/2を得る. 最後に (c)の場合

を考える. このとき
(
NC

gf ,+, NC
gf ,−

)
= (kf − 1, 0)であり, [θ, θ + π)の中にRC

gf ,+の元 θsで

(cos θs, sin θs)での gf のHessianが零行列であるようなものが唯一つ存在する. このとき o

の指数 indo(Gf )は(5)の中でのように表される. そしてこの場合にも Γf,oは(6)を満たす.

よって (b)の場合と同様に indo(Gf ) 5 1/2を得る.
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