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Abstract

In this talk, we see that the complex projective space (CPn, ωFS) and their
product (CPn × CPm, aωFS ⊕ bωFS) are locally Hamiltonian volume minimizing
Lagrangian torus fibrations.

1 イントロダクション

(M2n, ω)をシンプレクティック多様体, Ln ⊂ Mをラグランジュ部分多様体とする. (M,ω)
のハミルトン微分同相写像全体のなす群をHam(M, ω)と書く. このとき, ハミルトン微
分同相写像で Lを動かして得られるM の部分多様体全体のなす空間をHam(L)と書く,
つまり,

Ham(L) = {ϕ(L) ⊂ M |ϕ ∈ Ham(M, ω)}.

ここで, ハミルトン微分同相写像はシンプレクティック形式を保つのでHam(L)の任意の
元はラグランジュ部分多様体であることがわかる.
さて, 今さらに, ω-compatible な複素構造 J があり（つまり, (M, J, ω)がケーラー多

様体）, Lがコンパクトであるとすると, Ham(L)上の体積汎関数

Vol : Ham(L) → R

を考えることが出来, この汎関数の停留点（ハミルトン極小と呼ぶ）, 極小点（局所ハミ
ルトン体積最小と呼ぶ）および最小点（ハミルトン体積最小と呼ぶ）を考える事が出来
る. このような概念はY.-G. Oh により導入された（[Oh1], [Oh2]参照）. 例えば 2次元
単位球面 S2(1)の小円は等周不等式によりハミルトン体積最小（つまり, S2(1)はハミル
トン体積最小ラグランジュファイブレーション）である事がわかる. もちろん, 小円は一
般には通常の部分多様体論での極小部分多様体ではないし, 大円は極小部分多様体では
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あるが不安定である事に注意すると, このような体積最小性は「ハミルトン微分同相写
像で動かす」という条件を付けてはじめて成り立つことがわかる.
今, S2(1) = CP1と思うと, 次の疑問が生じる；

問 1.1. T nは (CPn, ωFS) に次の作用によりハミルトン作用する；

(eiθ1 , . . . , eiθn) · [z0 : · · · : zn] = [z0 : eiθ1z1 : · · · : eiθnzn]

このとき, 任意の [z0 : · · · : zn] (∀j, zj 6= 0)に対してその T n-軌道はハミルトン体積最
小か？

この疑問に関する部分解が今回の主結果である；

定理 1.2 ([O]). 任意の [z0 : · · · : zn] (∀j, zj 6= 0)に対してその T n-軌道は局所ハミルト
ン体積最小である. （つまり, CPnは局所ハミルトン体積最小ラグランジュトーラスファ
イブレーションである. ）また, CPn × CPmの任意の点 ([z0 : · · · : zn], [w0 : · · · : wm])
(∀j,∀ k , zj, wk 6= 0) の T n+m-軌道も局所ハミルトン体積最小である.

注 1.3. ハミルトン安定ラグランジュ部分多様体の直積は一般にはハミルトン安定とは
限らないので, 複素射影空間の直積のケースはあまり当たり前ではない. （[O]参照）

2 定理の証明

この章では定理 1.2の前半の証明の概略を述べる.

2.1 トーリックケーラー多様体

基本的なアイデアは, タイトルにあるように, トーリックケーラー多様体のよく知られた
枠組みの中で考えることである. そこで, まず, 必要な道具について復習する. 詳しくは
[A], [G]を参照.
まず, Rnの凸多面体∆が次の３つの条件を満たすときDelzant polytope と呼ぶ；
•　各頂点では n本の辺が交わる
•　頂点を pとすると, pで交わる辺は p + tuj (t ≥ 0, uj ∈ Zn, j = 1, . . . , n)と書ける
•　 {u1, . . . , un}は Znの Z-基底

Delzant polytope ∆ ⊂ Rnが与えられると, それから canonical に決まる（代数的）トー
リック多様体 (M∆, J∆)があり, さらに, ハミルトン T n空間 (M∆, ω, µ)で, Image µ = ∆
となるものが存在する. （ここで一般にリー群Gに対して (M, ω, µ)がハミルトンG空
間であるとは, シンプレクティック多様体 (M,ω)にGがシンプレクティック形式 ωを保
つように作用していて, モーメント写像と呼ばれるG同変写像 µ : M → g∗が存在するこ
とを言う. ）

J∆が ω-compatible なときには (M∆, J∆, ω, µ)はトーリックケーラー多様体である.
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事実 2.1. 　
•　∆の任意の内点 xに対して µ−1(x)はハミルトン極小平坦ラグランジュトーラス

•　 (C×)n y M∆の open dense orbit (= µ−1(
◦
∆)) ' (C×)n

log
' Rn × i(R/2πZ)n上で T n-

不変ケーラーポテンシャル ϕ ∈ C∞(Rn)が存在する. つまり, ω = 2i∂∂ϕと書ける.

ポイント　様々な量がケーラーポテンシャルの微分で書ける；
　　　　　　　 (u, iv) ∈ Rn × i(R/2πZ)nとすると

1階微分　−→　モーメント写像　 µ = ∂ϕ
∂u

(+const.)
2階微分　−→　ケーラー計量, ケーラー形式
3階微分　−→　後で
4階微分　−→　 (M∆, J∆, ω)のリッチ形式

2.2 第二変分公式

定理 2.2 (第二変分公式, Y.-G. Oh, [Oh2]). ケーラー多様体のハミルトン極小ラグラ
ンジュ部分多様体 L ⊂ (M,J, ω) と任意の Lのハミルトン変分 {Lt}−ε<t<ε s.t dLt

dt |t=0
=

J grad f (f ∈ C∞(L))に対して

d2

dt2 |t=0
Vol(Lt) =

∫

L

{(∆f)2 − RicM(J grad f, J grad f) − 2〈df ⊗ df ⊗ JH, JS〉

+ 〈grad f, JH〉2}dµ,

(2.1)

が成り立つ. ここで, Hと Sはそれぞれ Lの平均曲率ベクトルと第二基本形式である.

ここで, ハミルトン極小ラグランジュ部分多様体は一般には 0でない平均曲率ベク
トルを持つので, 極小部分多様体の第二変分公式と異なり, H と S を含む事に注意す
る. このように, 第二変分公式は多少複雑な形をしているが, トーリックケーラー多様体

(M∆, J∆, ω, µ)の T n-軌道 µ−1(x) (x ∈
◦
∆)の場合は, 主に次の２つの点からかなり簡単に

なることがわかる；

•　 µ−1(x)は平坦トーラスであり, さらに, ラプラシアンの固有値をポテンシャル ϕ
　　　　の２階微分を用いて具体的に表す事が出来る.

•　第二基本形式 Sは ϕの３階微分で求まる.

実際,ハミルトン安定性は次のようなZn上の４次式の非負性と同値である事がわかる.

命題 2.3 ([O]). µ−1(x)がハミルトン安定 ⇐⇒ 任意の 0 6= m = (m1, . . . , mn) ∈ Znに
対して

(gijmimj)
2 − gikgjlRijmkml − 2gilgjmgknHkSn

lmmimj + (H imi)
2 ≥ 0. (2.2)
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ここで

gij =
∂2ϕ(u)

∂ui∂uj
, Rij = RicM

(
∂

∂ui
,

∂

∂uj

)
, Sl

ij = −1

2
gkl ∂3ϕ(u)

∂ui∂uj∂uk
and H i = gjkSi

jk.

(2.3)

gij, gij, Rij, H
i, Sk

ij は µ−1(x)上一定である事に注意する.

さらに, (M∆, J∆, ω)がトーリックケーラー・アインシュタイン多様体の場合にはモン
ジュ・アンペール方程式を満たすようなポテンシャルが採れ, (2.2)の左辺はより簡単に
計算できる事がわかる（実際複素射影空間の時にはこの事実を用いて計算がかなり簡略
化できる, 詳しくは [O]参照）.

2.3 複素射影空間の場合

まず, (C×)n作用の open dense orbitは

{[z0 : · · · : zn]|zj 6= 0, ∀j} ' Rn × i(R/2πZ)n

で, 座標

uj = log

∣∣∣∣
zj

z0

∣∣∣∣ , vj = arg

(
zj

z0

)

を用いると T n-不変ケーラーポテンシャルは

ϕ(u) =
1

4
log

(
1 +

n∑

j=1

exp(2uj)

)
− 1

2n + 2

n∑

j=1

uj

と書ける.（このポテンシャルはモンジュ・アンペール方程式det Hess ϕ = exp(−4(n+1)ϕ)
を満たすので, 先ほど述べたように計算がかなり簡単になる. ）後はひたすら計算すると
定理 1.2の前半が証明できる.

3 問題

最後に, ひとつ問題を挙げておく.

問 3.1. トーリックケーラー・アインシュタイン多様体 (M∆, J∆, ω, µ)に対して, 任意の

µ−1(x) (x ∈
◦
∆)はハミルトン体積最小か？

例えば, 複素射影空間やそれらの直積の場合にこの問題を考えるのは非常に自然であ
る. 他のトーリックケーラー・アインシュタイン多様体については, まずは, ハミルトン
安定かどうかを調べる事から考えると良いと思うのだが, 今回複素射影空間の場合の結
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果だけ得られたのは, その場合しか具体的なケーラーポテンシャルの形がわからなかった
というだけで, これさえわかれば命題 2.3（のモンジュ・アンペール方程式を用いた簡略
化）を用いて直ちに計算できる類のものである.
一方ハミルトン体積最小性の証明は第二変分公式のような局所的な情報だけでは得

られない非常に難しい問題である. 例えば, 今まで知られている例としては全測地的な
RPn ⊂ CPn（[Oh1]）と（大円）×（大円）⊂ S2(1)×S2(1)（[IOS]）しかしられていない.
（（小円）×（小円）⊂ S2(1)×S2(1)のハミルトン体積最小性は？というのがS2(1)×S2(1)
の場合の問 3.1である. ）
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