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1 導入
Riemann多様体内の鏡映部分多様体とは、対合的等長変換の不動点集合の連結
成分のことである。鏡映部分多様体の概念はLeung [2]によって導入された。Euclid

空間内の任意の次元の平面は鏡映部分多様体の典型的例になっている。本稿の導
入として Euclid空間内の平面の幾何学に関することから話を始める。Rnの等長
変換全体の成す群の単位連結成分をGで表わす。BをRn内の l次元平面とする。
Gの作用でBと共役になる平面全体R(B)について考える。

R(B) = {gB | g ∈ G}.

これはRn内の l次元平面の全体に他ならない。R(B)は対称空間の構造を持ち、
G不変測度を持つ。k + l ≥ nを満たす kに対してある定数 σが存在し

∫

R(B)

vol(N ∩ C)dµ(C) = σvol(N)

がRn内の k次元部分多様体N に対して成り立つ。R(B)内のほとんどすべての
Cに対して、共通部分N ∩Cは空集合になるか、または、k + l − n次元部分多様
体になる。関数C 7→ vol(N ∩C)はR(B)上の可測関数になり、その積分を考える
ことができる。上の積分公式は古典的なCroftonの公式である。後で系 4.2におい
てこの積分公式のより詳しい表現を与える。Croftonの公式のいろいろな変形につ
いては Santalóの有名な積分幾何学の教科書 [5] に書かれている。この教科書は長
く絶版になっていたが、幸運なことに最近 Cambridge University Pressから第二
版が発行された。
本稿の目的はRiemann対称空間内の鏡映部分多様体による拡張された Crofton

の公式を定式化することである。まず対称空間と鏡映部分多様体の定義を復習し、
一つの鏡映部分多様体Bと共役になる鏡映部分多様体の全体R(B)が対称空間の
構造を持つことを定理 2.3で示す。M がコンパクト型 Riemann対称空間ならば、
R(B)はコンパクト型Riemann対称空間になる。Mが非コンパクト型Riemann対
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称空間ならば、R(B)は擬 Riemann対称空間になる。R(B)による Croftonの公
式を定式化するためには、擬 Riemann多様体における積分を考える必要がある。
そのために擬Riemann多様体の標準的測度を定義する。これらの準備を元にして
Riemann対称空間内の鏡映部分多様体によるCroftonの公式を定理 4.1において定
式化する。 ∫

R(B)

vol(N ∩ C)dµ(C) =

∫

N

σB(TxN)dµ(x).

ここでN はM の部分多様体である。このCroftonの公式の σBは部分多様体の接
ベクトル空間に対して定まる積分量である。Riemann対称空間の鏡映部分多様体
Bに対する σBの幾何学的意味がわかっている場合はまだそんなに多くはない。

Riemann対称空間Mが複素空間形の場合にはCroftonの公式をより詳しく記述
することができる。以前、著者は [6]において複素射影空間でのPoincaréの公式を
定式化するために、多重Kähler角度の概念を定義した。多重Kähler角度を利用す
ると、複素空間形におけるCroftonの公式に関してもより精密な記述ができる。

2 Riemann対称空間内の鏡映部分多様体
対称空間と鏡映部分多様体の定義を復習しておく。対称空間の概念はÉlie Cartan

によって定式化された。ここでは、次の Loos [4]による対称空間の定義を採用す
ることにする。

定義 2.1 微分多様体M の各点 xに対して微分同型写像 sxが存在し次の条件を満
たすとき、M を対称空間と呼ぶ。

(1) 各点 xは sxの孤立不動点である。

(2) sxは対合的である。すなわち、s2
x = 1.

(3) sx(sy(z)) = ssx(y)(sx(z)).

さらにMが (擬)Riemann多様体であり各 sxが等長的のとき、Mを (擬)Riemann

対称空間と呼ぶ。

次の鏡映部分多様体の定義は Leung [2]による。

定義 2.2 M を完備Riemann多様体とする。M の対合的等長変換の不動点集合の
連結成分を鏡映部分多様体と呼ぶ。

定理 2.3 (T.[7]) MをRiemann対称空間とし、BをMの鏡映部分多様体とする。
Mの等長変換全体の成す群の単位連結成分をGで表わし、Gの作用によってBと
共役になる鏡映部分多様体全体をR(B)で表わす。

R(B) = {gB | g ∈ G}.
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このときR(B)は対称空間の構造を持つ。さらにM がコンパクト型 Riemann対
称空間ならば、R(B)はコンパクト型Riemann対称空間になる。M が非コンパク
ト型Riemann対称空間ならば、R(B)は擬Riemann対称空間になる。

3 擬Riemann多様体上の積分
M が非コンパクト型Riemann対称空間の場合、前節で示したようにM の鏡映
部分多様体Bに対して多様体R(B)は擬Riemann対称空間になる。鏡映部分多様
体によるCrofton公式を定式化するためにはR(B)上の積分が必要になる。

Eを内積 〈 , 〉を持つ有限次元実ベクトル空間とする。内積 〈 , 〉の正定値性は仮
定しない。正定値内積の場合と同様にEの内積 〈 , 〉は∧pEの内積を誘導する。こ
れ以降、Eの内積 〈 , 〉が誘導する ∧pEの内積も同じ記号 〈 , 〉で表わすことにす
る。α ∈ ∧pEに対して |α| = |〈α, α〉|1/2 によって |α|を定める。Riemann多様体上
の標準的測度の定め方と同様にして、この外積空間の長さを利用して擬Riemann

多様体上の標準的測度を定義できる。さらに擬Riemann多様体の場合も、妥当な
仮定のもとで余面積公式が成立する。詳しくはT. [7].

4 鏡映部分多様体によるCroftonの公式
第 2節の記号をそのまま使うことにする。条件 dim N + dim B ≥ dim M を満た
すM の部分多様体N をとる。BによるCroftonの公式を定式化するために

R0(B) = {kToB | k ∈ K},

を定める。これは原点 oを通るR(B)に属する鏡映部分多様体 Cの oにおける接
ベクトル空間 ToCの全体に一致する。Bの安定化部分群 S(B)を

S(B) = {g ∈ G | g(B) = B}

によって定めるとR0(B) ∼= K/(K ∩ S(B))となり、K の両側不変 Riemann計量
が誘導するR0(B)上のK不変Riemann計量を考えることができる。部分ベクト
ル空間 V ⊂ ToM が dim V + dim B ≥ dim M を満たすならば、次の積分によって
σB(V )を定義することができる。

σB(V ) =

∫

R0(B)

|~V ⊥ ∧~c⊥|dµ(c).

ここで ~V ⊥は V ⊥の正規直交基底の外積を表わし、~c⊥も同様とする。一般の部分
ベクトル空間 V ⊂ TxM が dim V + dim B ≥ dim M を満たすとき、go = xを満た
す g ∈ Gをとり σB(V ) = σB(dg−1V )によって σB(V )を定める。σBを使うことに
よって鏡映部分多様体によるCroftonの公式を定式化することができる。

3



定理 4.1 (T.[7]) M コンパクト型または非コンパクト型Riemann対称空間とし、
BをM の鏡映部分多様体とする。dim N + dim B ≥ dim M を満たすM の部分多
様体N に対して次の等式が成り立つ。

∫

R(B)

vol(N ∩ C)dµ(C) =

∫

N

σB(TxN)dµ(x).

Howard [1]はRiemann等質空間内の部分多様体に関するCroftonの公式につい
て触れている。ここで扱う部分多様体のクラスは鏡映部分多様体に限られてはい
るが、部分多様体のクラスの不変測度と Croftonの公式の右辺の被積分関数をよ
り具体的に表示することができた。

M = G/Kが実空間形の場合には、次の古典的なCroftonの公式を得る。

系 4.2 Bをn次元実空間形M = G/SO(n)内の l次元全測地的部分多様体とする。
k + l ≥ nを満たす kをとるとM 内の k次元部分多様体N に対して次の等式が成
り立つ。 ∫

R(B)

vol(N ∩ C)dµ(C) =
vol(Sk+l−n)

vol(Sk)
vol(R(Sl))vol(N).

実空間形だけではなく複素空間形の場合も Croftonの公式のより具体的な表示
を与えることができる。複素空間形の場合のより具体的な Croftonの公式の表示
を次の節で与える。

5 複素空間形
複素空間形の部分多様体に関するCroftonの公式を定式化するために [6]で導入
した多重Kähler角度を利用する。Cnの標準的Kähler形式を ωで表わす。

定義 5.1 (T.[6]) 1 < k ≤ nとする。Cn内の k次元実ベクトル空間 V に対して
ω|V の交代二次形式としての標準形を考える。すなわち、V の双対空間 V ∗の正規
直交基底 α1, . . . , αkをとり次の標準形を得る。

ω|V =

[k/2]∑

i=1

cos θiα
2i−1 ∧ α2i, 0 ≤ θ1 ≤ · · · ≤ θ[k/2] ≤ π/2.

このとき θ(V ) = (θ1, . . . , θ[k/2])とおいて、θ(V )を V の多重Kähler角度と呼ぶ。
n < k ≤ 2n − 1の場合は、Cn内の k次元実ベクトル空間 V に対して V の多重
Kähler角度を θ(V ) = θ(V ⊥)によって定める。

定理 5.2 (T.[6]) V とW をCn内の同じ次元の実部分ベクトル空間とする。この
とき、θ(V ) = θ(W )が成り立つための必要十分条件はある u ∈ U(n)に対して
W = uV が成り立つことである。
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一般的な場合を扱う前に複素空間形内の古典的な Croftonの公式をいくつか紹
介しておく。そのためにLeung [3]のTheorem 7に述べられている複素空間形内の
鏡映部分多様体の分類を示しておこう。

定理 5.3 (Leung) 複素射影空間CP n内の鏡映部分多様体はCP k (1 ≤ k < n)と
CP nに自然に埋め込まれた実射影空間RP nである。複素双曲空間CHn内の鏡映
部分多様体は、CP n内の鏡映部分多様体の双対性によって対応する全測地的部分
多様体である。

これらの鏡映部分多様体を利用して次の系を得る。

系 5.4 Bを n次元複素空間形M = G/S(U(n)×U(1))内の複素 l次元全測地的部
分多様体とする。k + l ≥ nを満たす kをとるとM 内の複素 k次元複素部分多様
体N に対して次の等式が成り立つ。

∫

R(B)

vol(N ∩ C)dµ(C) =
vol(CP k+l−n)

vol(CP k)
vol(R(CP l))vol(N).

系 5.5 Bを n次元複素空間形M = G/S(U(n) × U(1))内の全測地的 Lagrange部
分多様体とする。M 内の Lagrange部分多様体N に対して次の等式が成り立つ。

∫

R(B)

#(N ∩ C)dµ(C) =
n + 1

vol(RP n)
vol(R(RP n))vol(N).

ここで#XはXの点の個数を表わす。

次に σBが定数ではない場合について考えよう。[6]のTheorem 8で述べた複素
空間形内の実部分多様体に関する Poincaréの公式から次の系が従う。

系 5.6 k, 2l < 2n ≤ k + 2lを満たす任意の自然数 k, lと nに対して変数 θ(k) ∈
R[min{k,2n−k}/2]の関数 σn

k,l(θ
(k))が存在し、次の Croftonの公式が成り立つ。Blを

n次元複素空間形M = G/S(U(n) × U(1))内の複素 l次元全測地的複素部分多様
体とする。M の k次元実部分多様体N に対して次の等式が成り立つ。

∫

R(Bl)

vol(N ∩ C)dµ(C) =

∫

N

σn
k,l(θ(TxN))dµ(x).

ここで、θ(TxN)は TxN の多重Kählerである。
k < 2n ≤ k + nを満たす任意の自然数 kと lに対して変数 θ(k) ∈ R[min{k,2n−k}/2]

の関数 τn
k (θ(k))が存在し、次のCroftonの公式が成り立つ。Lを n次元複素空間形

M = G/S(U(n) × U(1))内の全測地的 Lagrange部分多様体とする。M の k次元
実部分多様体N に対して次の等式が成り立つ。

∫

R(L)

vol(N ∩ C)dµ(C) =

∫

N

τn
k (θ(TxN))dµ(x).
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ある場合には上記の σn
k,lと τn

k をより精密に記述することができる。

系 5.7 Bを n次元複素空間形M = G/S(U(n)×U(1))内の複素 n− 1次元全測地
的複素部分多様体とする。M 内の 2次元実部分多様体N に対して次の等式が成り
立つ。

∫

R(B)

#(N ∩ C)dµ(C) =
vol(R(CP n−1))

2vol(CP 1)

∫

N

(1 + cos2 θx)dµ(x).

ここで、θxはN の xにおけるKähler角度である。

系 5.8 Bを n次元複素空間形M = G/S(U(n)×U(1))内の複素 1次元全測地的複
素部分多様体とする。M 内の 2n − 2次元実部分多様体N に対して次の等式が成
り立つ。

∫

R(B)

#(N ∩ C)dµ(C) =
vol(R(CP 1))

2vol(CP n−1)

∫

N

(1 + cos2 θx)dµ(x).

ここで、θxはN の xにおけるKähler角度である。

系 5.9 Bを 2次元複素空間形M = G/S(U(2) × U(1))内の全測地的 Lagrange部
分多様体とする。M 内の 2次元実部分多様体N に対して次の等式が成り立つ。

∫

R(B)

#(N ∩ C)dµ(C) =
vol(R(RP 2))

vol(RP 2)

∫

N

(3 − cos2 θx)dµ(x).

系 5.10 Bを 3次元複素空間形M = G/S(U(3)×U(1))内の全測地的Lagrange部
分多様体とする。M 内の 3次元実部分多様体N に対して次の等式が成り立つ。

∫

R(B)

#(N ∩ C)dµ(C) =
4vol(R(RP 3))

3vol(RP 3)

∫

N

(3 − cos2 θx)dµ(x).

系 5.9と系??

系 5.11 Bを 4次元複素空間形M = G/S(U(4) × U(1))内の複素 2次元全測地的
複素部分多様体とする。M 内の 4次元実部分多様体 N に対して次の等式が成り
立つ。

∫

R(B)

#(N ∩ C)dµ(C)

=
vol(R(CP 2))

8vol(CP 2)

∫

N

(3 + cos2 θ1 + cos2 θ2 + 3 cos2 θ1 cos2 θ2)dµ.

ここで (θ1, θ2)はN の多重Kähler角度とする。

6



参考文献
[1] R. Howard, The kinematic formula in Riemannian homogeneous spaces, Mem.

Amer. Math. Soc. 106 (1993), no. 509.

[2] Dominic S. P. Leung, The reflection principle for minimal submanifolds of

Riemannian symmetric spaces, J. Differential Geometry, 8 (1973), 153–160.

[3] Dominic S. P. Leung, On the classification of reflective submanifolds of Rie-

mannian symmetric spaces, Indiana Univ. Math. J., 24 No.4 (1974), 327–339.

[4] O. Loos, Symmetric spaces I: General theory, Benjamin, New York, Amster-

dam, 1969.
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