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本講演のテーマは『「等周不等式の一般化」を用いて「ハミルトン体積最小性」を示す事が出
来る可能性について』である.

今回の話の基になっているのは Hélein の論文 [H1], [H2]である. さらにこれらの論文はキャ
リブレーションの考え方を踏まえて考えられている；リーマン多様体 (M, g)上にキャリブレー
ション α ∈ Zp(M)とキャリブレートされた部分多様体N があると, N とホモロガスな任意のN ′

に対して

Vol(N ′)
1
≥

∫

N ′
α

2=
∫

N
α

3= Vol(N) (1)

が成り立ち, N はホモロジー体積最小性を持つことがわかる. 不等号 1は体積と “不変量”（αが
閉形式であることから来る等式 2がここで言う不変性である）との比較であり, この不等式の等
号が成立するようなものがあれば（等号 3）最小性が得られるという仕組である. この仕組自身は

∫

N ′
α ⇒あるN の変形空間D(N)上の不変量m(N ′)

に変えてやっても(1)と同様にD(N)上の体積最小性を導く；もし, Vol(N) = m(N)であり, さ
らに任意のN ′ ∈ D(N)に対して Vol(N ′) ≥ m(N ′)が成り立つとするとN はD(N) 上体積最小
である.

例 1 (等周不等式). 2次元単位球面 S2(1)内の小円 l0を考える.

D(l0) := {l ⊂ S2(1), 単純閉曲線 |(lが囲む円盤の面積) = (l0が囲む円盤の面積)}

m(l)2 := (lが囲む円盤の面積)(4π − (lが囲む円盤の面積))

とおくと, m(l)はD(l0)上の不変量であり, 任意の l ∈ D(l0)に対して

(lの長さ)
i
≥ m(l) ii= m(l0)

iii= (l0の長さ)

が成り立つ. もちろん, ここで一番重要になるのは等周不等式 iである.

　
参考（1次元のWeierstrass Field Theory）：実は, 体積以外の汎関数の場合（特に１次元の
対象の場合）でも, 同様の方法で最小性が得られることが知られている（例えば, 一番簡単な場
合の概略は [H2] に述べられている. 詳しくは [R], [GH]参照. 特に, [GH]ではキャリブレーショ
ンの考え方を参考に書かれているので, ものすごく長いことを除けば, こちらのほうが読みやす
いと思う）；ラグランジュ形式

∫
L(t, x(t), x′(t))dtで汎関数が与えられているとする. このとき,

ものすごく荒い言い方をすると, もし, R × (target space)がオイラー・ラグランジュ方程式の解
のグラフにより foliate されていて, Lが “良い性質”を持つと, 次の性質を満たす「キャリブレー
ター」と呼ばれるラグランジアンM が存在することがわかる；
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• L(t, x(t), x′(t)) ≥ M(t, x(t), x′(t))

•
∫

M(t, x(t), x′(t))dtは “不変性”を持っている

• 各 leaf を与える x(t)に関しては L(t, x(t), x′(t)) = M(t, x(t), x′(t))

したがって, 式(1)と同じように, 各 leaf を与える x(t)は汎関数
∫

L(t, x(t), x′(t))dtに関して最小
性を持つ. 例えば（ラグランジュ形式ではないが）2次元平面における 2点を結ぶ最短線が線分
であることの証明（[T1], [T2]等参照）や Hélein による等周不等式の証明（[H1], [H2]）はこの
ような「オイラー・ラグランジュ方程式の解による foliationからキャリブレーターが得られる」
例である.

さて, 高次元の対象について上の方法がうまくいく良い例が無いだろうか？という疑問が自然
に生じる. 特にここでは S2(1)の等周不等式の自然な形での高次元化として次の予想を考えてみ
よう.

予想 2. CPn上の Tn-作用 (eiθ1 , . . . , eiθn) · [z0 : · · · : zn] = [z0 : eiθ1z1 : · · · : eiθnzn]を考える. こ
のとき, [z0 : · · · : zn] ∈ (CPn, ωFS), (∀j, zj 6= 0)の軌道 Tn · [z0 : · · · : zn]はハミルトン体積最小
である. （局所ハミルトン体積最小であることは [O]で証明されている. ハミルトン体積最小性
に関する定義については [O]や過去の幾何シンポジウムの予稿等参照. ）

実は, 式(1)の等号 2, 3にあたるものは, この場合にも成り立つことが簡単な計算よりわか
る；まず, 上の Tn-作用はハミルトン作用であり, モーメント写像 µ : CPn → Rn を用いると,
Tn · [z0 : · · · : zn] = µ−1(x), x = µ([z0 : · · · : zn])と書ける. （条件 ∀j, zj 6= 0は xが Image µの
内点であることと同値である. ）
　

3の類似：x ∈ (Image µの内部)に対して µ−1(x) に境界が含まれるような n + 1個の 2次
　　　　元円盤D1(x), . . . , Dn+1(x) が存在して

Vol(µ−1(x))2 = Cn

∣∣∣∣∣∣

n+1∏

j=1

∫

Dj(x)
ω

∣∣∣∣∣∣
(2)

と書ける, ここで, Cnは xによらない定数である. （Dj(x)は 2次元球面の場合の類似で, 多面体
Image µの n + 1個の各面に対応した “vanishing cycle”の軌跡により得られる円盤である. 2次元
球面の場合には Image µ = [−1, 1]の境界が二つで, 二つの円盤の “面積”の積により小円の長さの
２乗が与えられていた. ）
2の類似：一般にシンプレクティック多様体 (M,ω)のラグランジュ部分多様体 Lが与
　　　　　えられたとき, 準同型

AL : π2(M,L) → R, AL([u]) :=
∫

D2

u∗ω (3)

　　　　　　はハミルトンイソトピーで不変である.
　

つまり, 式(2)は µ−1(x)の体積が右辺（の平方根）の「ハミルトン不変量」と等しいということ
を表している. したがって, 式(1) 的な見方から, 予想 2は, 次の「等周不等式の一般化」が成り
立てば正しいことになる.
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予想 3 (等周不等式の一般化). 任意のハミルトン微分同相 φ ∈ Ham(CPn, ωFS) に対して

Vol(φµ−1(x))2 ≥ Cn

∣∣∣∣∣∣

n+1∏

j=1

∫

φDj(x)
ω

∣∣∣∣∣∣
(4)

もちろん, この式は単に予想 2を書き換えただけ, といわれてしまうとそうなのだが, 今まで
ハミルトン体積最小性が知られている例における証明は基本的に「２つのラグランジュ部分多様
体の体積の比較」という視点であったのに対し, この不等式は「１つのラグランジュ部分多様体
での２つの量の比較」という視点である. この変化は（仮にこの考え方が正しいとすると）証明
の方法にかなりの幅を与える可能性を持っている. 例えば, １次元の場合のように, 良い foliation
を与えてやることでキャリブレーターを得ることが出来れば証明できる. また, 一般のリーマン
多様体に関する等周問題の考え方ではなく, R2 や S2(1)でのみ成立するような特殊な考え方で,
CPn の場合に一般化できるものが中にはあるのではないかと思う. （おそらく, 正則性をどこか
で用いるものであれば CPn の場合に適用できるはずだと思う. ）
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