
アブイン対称空間内の鏡映部分多様体   

坊向伸隆（ぼうむきのぶたか）  

大阪市立大学数学研尭所博士研究員   

（大仁由義裕先生研究支援者）  

1 はじめに．   

鏡映部分多様体とは，元来，リーマン多様体内に如、て定義された概念である．本報告  

書では；その概念を拡張しアフィン多様体内に鏡映部分多様体を定義している．特に全  

空間をアフィン対称空間とした場合，その鏡映部分多様体としてどの様な例が存在するの  

かを考察する．   

謝辞．私を研究支援者にして下さらた大仁田義裕先生へ心からの感謝を申し上げます．  

2定義などJ   

鏡映部分多様体の概念を拡張するにあたサ，まずはLe11ngキこより紹介された（元来の）  

定義を復習する（cr．［L】）．  

定義1・（叫g）を完備・革結リー⇒ン多様体とし，αを（叫g）の回帰的等長変換と  

する・その時，αの固定点集合吼？連結成分ムを鏡映部分多様体と呼ぶ．ただし  

叫，：＝（p∈〟lグ（p）＝p）・  

上で定義された鏡映部分多様体上は，もし吼≠¢ならば，計量gから定まるり∵マン  

接続∇りこ関して（叫∇g）内あ全測地的部分多様体となる（cf・【K－N？Ⅶ1・ⅠⅠ］）・1その事か  

らも鏡映部分多様体は興味深い研究対象である．さて，αが（叫g）の等長変換であること  

から，以下が成立していることに注意する：  

ふ．（∇g女y）享∇g（伊∴打）（α＊y） 鱒r∀ズ，y∈三（〟）・  
（＊）  

1全測地的部分多様体の定義は【K－N，Vol．Ⅰ，pp．1叫に従っている，  
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つまり，αは接続∇gに関してアフィン変換となっている．この等式（＊）に着目しアフィ  

ン多様体内の鏡映部分多様体を次で定義する：   

定義2．（〟，∇） 

とする・その時，αの固定点集合〟J？連結成分エを鏡映部分多様体と呼ぶ・   

この様に定義した鏡映部分多様体エに対しても，定義1の場合と同様に，次が成立する：  

もし〟J≠¢ならば，エは（叫∇）内の全測地的部分多様体となる（cf．［K－N，Ⅶ1．ⅠⅠ】）．   

約束事項3．以後，鏡映部分多様体と云えば定萄2を満足するものとする．   

ここで，上で定義した鏡映部分多様体の例を挙げておく．   

例4（5上（2，叫，∇g′）内の鏡映部分多様体．5エ（2，R）で実2次特殊線形群を，叫2，R）で  

跡零なる実2次行列全体を表す．そして，リー群5上（2，R）の左不変ベクトル場全体がなす  

リー代数を引（2，R）と同一視する．今から5ム（2，R）内の鏡映部分多様体を構成する．そ  

のために次の2つの準備をしよう：（1）全空間（5上（2，R），∇りの構成，（2）（5上（2，叫，∇〆）  

の回帰的アフィン変換αの構成．まずはこれらの準備から始める．  

準備（1）全空間（5エ（2，叫，∇g′）の構成  符号数（1，、2）の擬リーマン計量g′を5上（2，R）  

の単位行列eに於いて  

g：（ズ。，㌔）‥＝筏【（2，R）（ズ，y） 払rズ，y∈叫2，R）   

で定義し（ただしβ5榊）は叫2，R）のキリング形式を表す），それを鎚（2，R）上の左不変  

計壷gに板張する．その時，（5上（2，R），g）は連結・擬リーマン多様体となる．この擬リー  

マン計量glから，Koszulformulaを用いて，SL（2，R）上の（擬）リーマン接続∇gl考定義  

する・すると，（5エ（2，叫，∇りは完備・連結アフィン多様体となる．  

準備（軍）（5エ（2，叫，∇g′）の回帰的アフィン変換αの構成  リー群5上（2，R）の回帰的  

自己同型写像αを次で定義する：   

α：A→ （ニご1）・A・（ニご1）払r郁（2，R）・  
これは（5ム（2，叫，g′）の回帰的等長変換になる．故に，αは（5上（2，R），∇g′）の回帰的アフィ  

ン変換である．   

以上の準備の下で，αの固定点集合5上（2，R）Jは50（1，1）となる．よって，その連結成  
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分は  

β00（1，1），  

〈（∴：一書）  

従って，上記2つの集合がアフィン多様体（β上（2，叫，∇g′）内の，αに関する，鏡映部分多様  

体である．尚，これらは（β上（2，叫，∇〆）のアフィン変換で互いに写り合うことが出来る．   

注意5．例4は次のことを群論的に実証している‥3次元反ド・ジッター空間内ゐ空間  

的測地線が全測地的部分多様体となっている．  

3 アフィン対称空間内の鏡映部分多様体の例．   

第2章に於いて，アフィン多様体内に鏡映部分多様体を定義した．この章では特に，全  

空間をアフィン対称空間とした場合その鏡映部分多様体としてどの様な例が存在してい  

るのかを考察する．   

まず，アフィン対称空間の定義を復習しよう（cL【N】）．   

定義6．Gを連結リー群とし，ガをCの閉部分群とする．この時，．商空間C／ガがア  

フィン対称空間であるとは次を満たすときを云う．∃∂：リー群Cの回帰的自己同型写像  

suchthat（C∂）0⊂ガ⊂C∂．ただし（C∂）0はC∂＝（タ∈Cl∂（タ）＝タ）の単位連結成分を  

表す．   

注意7＆約束事項8．アフィン対称空間（C／ガ，∂）上に；C／ガの回帰的微分同型写像  

Jが不変となるC－不変アフィン接続∇1が一意に定まる（cr．［K－N，Vol．Il二】）．ただし，αは  

次で定義されている  

α：小甘トヰ∂（タ）且  

この接続∇1をC／ガ上の標準接続と呼ぶ（cr．［K－N，Vol．ⅠⅠ】）．以後，アフィン対称空間  

C伸上には標準接続∇1が与えられていると仮定する．  

注意 

（i），（ii）のいずれか一つが成立すればL自身もアフィン対称空甲となる‥（i）全測地的部分  

多様体Lは（G／H，∇1）からの誘導接続に関して完備である（cf・［K－N，Vol，II］）．（ii）Gが  

半単純でありかつG／ガ上に効果的に作用している．   

次に，命題10を与えよう．  
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命題10．（C／ガ，∂，∇1）をアフィン対称空間とする．そして，ガ＝（C∂）0またはガ＝C∂  

と仮定する．この時，∀再：リー群Cの回帰的自己同型写像with∂0再＝行0∂・に対して，り  

は（C／ガ，∇1）の回帰的アフィン変換となる．ただしりは次で定義されている  

り：夕方→再（タ）且  

注意11．CまたはC／ガのいずれかが単連結ならば，命題10の仮定「ガ＝（C∂）0また  

はガ＝C∂」は成立する．   

命題10を用いることにより，アフィン対称空間内の鏡映部分多様体の例を得ることが  

可能である．例えば，   

例12・アフィン対称空間筏（－14）／（β00（8，2）×β0（2））内の鐘映部分多様体として次が  

存在している：（a）β打（4，2）／5（U（2，2）・×叫2）），（b）昂（－20）／β00（8，1）・   

例12の補足説明・（Ⅰ）全空間筏（一14）／（β00（8，2）×ぷ0（2））は擬ケーラ」等質空間の構  

造を持つ．その構造に関して，（a）は複素全測地的部分多様体となり，（b）はラグランジェ  

全測地的部分多様体となっている．（ⅠⅠ）1984年に竹内［T］はエルミート対称空間内の（そ  

の全空間に対する）半分次元をもつ全実全測地的部分多様体を与えた．上の（b）は擬エル  

ミート対称空間内のそれに相当する・よって，（b）は竹内の結果の一つの一般化と云える・   

例13・アフィン対称空間βエ（れ，叫／β（Cエ（j，叫×C⊥（れ－J，叫）内の鏡映部分多様体  

として次が存在している‥（c）瑚可／（幼心）×軸（れ－j）），（d）鎚（乃，q／叩坤C）×  

Cエ（れ－ブ，り）・   

例13の補足説明・（Ⅰ）全空間βエ（町叫／β（Cエ（j，叫×C上（れ－j，叫）はパラ・ケーラー  

等質空間の構造を持つ．その構造に関して，（c）はラグランジェ全測地的部分多様体となり，  

（d）はパラ複素全測地的部分多様体となっている．2（ⅠⅠ）リーマン対称空間に於いて，非コン  

パクト型リーマン対称空間は各点での断面曲率が零以下となる．これを考慮に入れると，非  

コンパクト型リーマン対称空間内にコンパクト・リーマン対称空間が全測地的部分多様体と  

して存在することは，トーラスを除くと，ありえない．その結果，（c）は鏡映部分多様体をア  

フィン多様体内に拡張定義することで得られた例と云える．（ⅠⅠⅠ）コンパクトClih）rd－Klein  

形の存在・非存在問題に対して（cりK－Y】），全空間gエ（れ，叫／β（C五日，叫×Cエ（れ－j，叫）  

にはコンパクトCli放）rd－Klein形が存在しない．しかしながら，その全測地的部分多様体  

（c）Sp（n）／（Sp（j）×Sp（n－j））には存在している．従って（c）は，コンパクトCli放）rd－Klein   

2全空間5坤，叫／∫（C上（j，叫×Cエ恒－J，叫）と部分多様休（d）g坤，C）／g（C上（j，C）×C上（和一ブ，C））  
は共にパラ複素構造をもつ（ref▲［K－K】）・その構造に関して，gエ（m，C）／g（C上（j，C）×C上（れ－j，C））から  

g上（m，叫／g（C上（メ，叫×C上（れ－j，叫）への包含写像がパラ正則となっている．その事から，パラ複素部分  
多様体と記述している．  
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形の存在・非存在問題を接続に関する議論のみでは解決出来ないのではないか？という軍  

を示唆する例となる．  

注意14．例12と例13で記載されている空間全てはリー代数的に定まっている．   

余談．テフィン知称空間叩こは，山こ挙げた例のみならず，興味深い鏡映部分多様体が  

多数存在している．その事からも，私はアフィン対称空間内の鏡映部分多様体について理  

解を深めたいと考えている．  
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