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1. Introduction本稿において presymplectic 多様体に対する運動量写像と簡約を考察する。presymplectic 構造は時間依存 Hamiltonian を考えると自然に現れる。実際 (P, ωP ) を symplectic 多様体、H を時間依存 Hamiltonian とする。いま M := M ×R、ω := pr∗1ωP とすると (M,ω) は presymplectic多様体である。

(M,ω) を階数一定、r とする、の presymplectic 多様体とする。各 p ∈ M の接空間の部分空間を Dp := {X ∈ TpM ; i(X)ω = 0} で定め、D =
⋃
p∈M Dp と置くと D は M 上の可積分な接分布と定める。N でこの接分布の積分多様体、M/N で D の定める M の葉層構造の leaf

space を表す。M/N は presymplectic 力学系における物理状態のモジュライ空間と見做せる（4節参照）。一般に M/N は多様体構造を許容しない。ここではこの M/N 上での symplectic 幾何学、特に運動量写像と簡約に係る部分を考察する。M 上での簡約については Echeverŕia-Enŕiquez,

Muñoz-Lecanda and Román-Roy [8] 参照。
2. M/N の幾何学

(M,ω) を presymplectic 多様体とする。p ∈M に対し Dp := {X ∈ TpM ; iXω = 0} とおく。このとき Dp の余次元 codim Dp を ω の p における rank と云い rank ω で表す。以下 ω の rankは M 上一定 r と仮定する。このとき D :=
⋃
p∈M Dp は M 上の接分布を定める。ω は閉微分形式であるから Frobenius の定理により D は integrable（involutive）。N(p) で D の p ∈M を通る極大積分多様体を表す。(P, ωP ) を symplectic 多様体、N を多様体として M := P ×N と定めると、第一成分への射影 pr1 : M → P に関する ωP の引き戻し pr∗1ωP は M 上の presymplectic構造である。逆に、階数一定の presymplectic 構造 ω は局所的にはこのような形になっている。実際、次の Darboux の定理が presymplectic 多様体に対しても成立する：

Lemma 2.1. 任意の p ∈M に対して
ω =

r∑

i,j=1

aij(x
1, . . . , xr)dxi ∧ dxjとなる局所座標系 (U ;x1, . . . , xn) が存在する。次に M/N 上の Hamilton ベクトル場を考える。ΓD := H0(M,C∞(TM/D)) と定め、M 上のベクトル場の集合 X(M) から ΓD への自然な射影を π とする。ΓD にはベクトル場の括弧積 [ , ]



から誘導される積で一般には閉じない。しかしながら
h := {X ∈ ΓD ; iXω = df for some f ∈ C∞(M)},

h̃ := {f ∈ C∞(M) ; iXω = df for some X ∈ ΓD}とおくと (h, [, ]) は自然に Lie 環の構造を持ち、
0 → R → h̃ → h → 0は完全系列となる。よって f ∈ h̃ を Hamilton 函数、対応する X ∈ h を f の Hamilton ベクトル場と呼び、Xf で表す。f ∈ C∞(M/N) で ω の null foliation の各 leaf N に沿って一定な函数 f ∈ C∞(M) の全体を表す。すると f ∈ C∞(M/N) に対し LXf = df を満たす Xf ∈ h が存在する。即ち C∞(M/N) = h̃. 次に f, g ∈ C∞(M/N) に対し f と g の Poisson 積を

{f, g} := ω(Xg ,Xf ) = −Xgf = Xfgにより定めると (C∞(M/N), { , }) は Poisson 環となる。また
[Xf ,Xg] = X{f,g}が成立する。presymplectic 多様体に対し C∞(M) 全体での Poisson 括弧積は定義出来ず、部分環でのみ定義出来る事に注意せよ。次に Lie 群 G の presymplectic 多様体 (M,ω) への作用を定義する。G の Lie 環 g から ΓDへの（反）準同型 g : g→ ΓD が存在するとき、G は (M,ω) に作用していると定める。この作用には一般に軌道が存在しない。実際、x, y, z を R

3 の座標とし、ω := cos ydx ∧ dy + sin ydy ∧ dzとする。ω は 3 次元トーラス T 3 上の 2 形式を定める。更に (T 3, ω) は presymplectic 多様体。このとき D = R(sin y ∂
∂x

+ cos y ∂
∂z

). いま g : Lie(T 2)→ ΓD を
g(e1) :=

∂

∂y
, g(e2) := − cos y

∂

∂x
+ sin y

∂

∂zで定める。ここで e1, e2 ∈ R2 ∼= Lie(T 2) は基底。
[g(e1), g(e2)] = sin y

∂

∂x
+ cos y

∂

∂zから i[g(e1),g(e2)]ω = 0 となる。即ち g : Lie(T 2) → ΓD は準同型であり、T 2 の (T 3, ω) への作用を定める。いま、{g(e1), g(e2), [g(e1), g(e2)]} は 任意の p ∈ T 3 に対し R
3 ∼= TpT

3 の基底を成すが、Rg(e1)⊕Rg(e2) は可積分ではないから、この作用に関する T 3 における T 2 の軌道は一切存在しない。
G が (M,ω) に作用しており、g(g) ⊂ h となっているとき G の作用をHamilton 的作用と呼ぶ。G が Hamilton 的に作用しているとき X ∈ g の Hamilton 函数を µX ∈ h̃ で表す。このとき運動量写像 µ : M → g∗ を

〈X, µ(p)〉 = µX(p), p ∈M,により定める。X ∈ g に対し µX ∈ h̃ であるから、ω の null foliation の各 leaf N は運動量写像
µ で一点に写される。即ち任意の p ∈M に対し N(p) ⊂ µ−1(µ(p)).本節の最後に presymplectic 形式 ω が完全形式の場合を考える。(K,α) を接触多様体としたとき、dα は K 上の exact presymplectic 形式であり、逆に任意の exact presymplectic 形式は “退



化”接触形式と思える。実際、接触多様体に Lie 群が接触形式を保って作用しているとき、この作用は常に Hamilton 的、即ち常に運動量写像が存在する。exact presymplectic 多様体に対してもこれは成立する。実際、Lie 群 G が exact presymplectic 多様体 (M,ω = dα) に ω、従って α を保って作用しているとする。すると運動量写像は g の基底を {X1, . . . ,XdimG} とすると
µ = (−α(X1), . . . ,−α(XdimG))で与えられる。接触構造より誘導される exact presymplectic 形式の運動量写像は接触構造に対する運動量写像と一致する。

Remark 2.2. 本節の話は complex category でも全て成立する。即ち、Mn を複素多様体とし、ω を real d-closed (1, 1)-form with constant rank r とすると、ω の null foliation の leaf は
complex submanifold になり、局所正則座標系 (U, z1, . . . , zr, . . . , zn) で

ω =
√
−1

r∑

α,β=1

aαβ̄(z
1, . . . , zr)dzα ∧ dz̄βとなるものが存在する。Y ∈ H0(M,O(TM/D)) に対し Y に対応する実ベクトル場を Y R とする：Y R = Y + Ȳ . このとき Hamilton 方程式 iY Rω = df は

iY ω = ∂̄fとなり、f ∈ C∞(M/N)R に対する Hamilton ベクトル場 Xf ∈ h が存在する。
3. 簡約本節において presymplectic 多様体の運動量写像に対する簡約の定義を考察する。Lie 群 G が

2 節の意味で presymplectic 多様体 (M,ω) に Hamilton 的に作用していると仮定し、付随する運動量写像を µ : M → g∗ で表す。運動量写像 µ : M → g∗ の正常値の集合を g∗reg で表す。いま
η ∈ g∗reg と仮定し、µ−1(η) の M への包含写像を iη で表す。
Definition 3.1. 以下の３条件を満たす presymplectic 多様体 (Mη, ωη) を (M,ω) の運動量写像 µ に関する reduction と呼ぶ：

(1) 全射 pη : µ−1(η)→Mη が存在、
(2) i∗ηω = p∗ηωη、
(3) これらを満たすもので次元が最小。条件 (3) の代わりに次を課したものを quasi-reduction と呼ぶ：
(3′) dimM − rank ω = dimMη − rank ωη.

presymplectic 多様体の運動量写像 µ に対して η ∈ g∗reg なら、その reduction は常に存在する。実際、µ−1(η) は上の定義の (1),(2) を満たす。
2 節で定義した作用には一般に軌道が存在しないから、簡約を軌道空間として定義する事は出来ない。群が通常の意味で作用しており、軌道空間が定義出来る場合には次のようになる：G をコンパクト Lie 群、g をその Lie 環とし、G が presymplectic 多様体 (M,ω) に “通常の意味で”作用しており、作用により誘導される（反）準同型 g : g→ X(M) と自然な射影 π : X(M)→ ΓD



との合成による t の像は h に含まれるとする。いま µ : M → g∗ を G-同変な運動量写像とし、更に Gη を η ∈ g∗ における余随伴作用の安定化群とする。µ の正常値 η に対して µ−1(η) への Gηの作用は自由であると仮定し、軌道空間を Mη := µ−1(η)/Gη で表す。軌道空間 Mη = µ−1(η)/Gηに対して自然な射影と自然な包含写像をそれぞれ pη : µ−1(η)→Mη と ιη : µ−1(η) →֒M で表す。
Proposition 3.2. Mη 上 ι∗ηω = p∗ηωη を満たす閉２形式 ωη が存在する。これにより軌道空間 (Mη, ωη) はまた presymplectic 多様体である事が判る。また容易に判るとおりこれは quasi-reduction である。しかしながら、一般に (µ−1(η)/G, ωη) は Definition 3.1 の意味での reduction ではない。例えば (P, ωP ) を symplectic 多様体で Hamilton 的に Lie 群 G が作用しているとする。ΦP で付随する運動量写像を表し、P0 = µ−1(0)/G を symplectic 簡約とする。N を（可微分）多様体とし、M = P ×N とおく。G を P には上の Hamilton 作用で、N には自明に作用させると運動量写像 µ は µP ◦ pr1 となる（ここで pr1 は M から第一成分 P への射影）。この運動量写像に関し 0 ∈ g∗ の逆像の軌道空間を考えると明らかに µ−1(0)/G ∼= P0 ×Nとなる。これは Definition 3.1 の (1)、(2)、(3′) を満たすから quasi-reduction であるが、(3) を満たさない。この場合の reduction は M0 := P0 である。
rank ω = dimM、即ち symplectic 多様体の場合は次が成立する：
Proposition 3.3. (M,ω) を symplectic 多様体、µ : M → g∗ をコンパクト Lie 群 G の通常の作用に関する運動量写像とする。0 ∈ g∗reg であり G が µ−1(0) に free かつ proper に作用しているなら、symplectic reduction (µ−1(0)/G, ω0) は Definition 3.1 の意味での reduction ある。
Remark 3.4. Definition 3.1 の reduction に関して一意性は成立しない。実際、reduction M0の有限群による商もまた reduction となる。また、quasi-reduciton についても一意性は成立しない。実際、M := CP 1×R とおき、ω を CP 1 上の Fubini-Study 計量の M への引き戻しとする。このとき dimM − rank ω = 1. いま S1 = {e

√
−1θ; θ ∈ R} の M への作用を、CP 1 には通常通り、R には自明に作用させる。このとき µ−1(0) = S1 × R であるが、M0 = {∗} × S1, ω0 = 0 と

M ′
0 = {∗} × R, ω′0 = 0 と定めると (M0, ω0), (M ′

0, ω
′
0) ともに quasi-reduciton であるが、明らかに M0 と M ′

0 は微分同相ではない。但し {∗} で一点よりなる多様体を表す。
4. Phisical view point

constrained systemの presymplecticによる定式化は Dirac、Bergmannに端を発す（Dirac [7]）。その後 Gotay, Nester and G. Hinds [11]、Gotaya and Nester [9, 10]、Cariñena, Gomis, Ibort

and Román-Roy [6]、Bergvelt and de Kerf [2] などによって Lagrangian formalism、Hamiltonian

formalism が得られた。ここでは本稿で述べた空間 M/N の物理学的側面を見る。
presymplectic 多様体 (M0, ω0) と M0 上の函数 h0 ∈ C∞(M0) に対し、３つ組 (M0, ω0, h0) を

presymplectic dynamical system と云う。(M0, ω0, h0) に対する運動方程式は
iX0ω0 − dh0 = 0, X0 ∈ X(M0),で表される。この方程式が解 X0 を持つとき (M0, ω0, h0) は compatible であると云う。一般に (M0, ω0, h0) は compatible ではない。しかしながら次を満たす (maximal) regular closed sub-

manifold ιM : M →֒M0 が存在する：



• ι∗M (iX0ω0 − dh0) = 0,

• X0 は M に接する（これを X0 ∈ X(M) と書く）.この M を final constraint submanifold と云う。ω := ι∗ω0, h := ι∗h0 とすることにより
(M,ω, h) は compatible presymplectic dynamical system である。いま上の条件を満たす X0 ∈
X(M) は一意ではない。これらの差となるベクトル場を gauge vector field と云い、その積分曲線上の任意の２点 p, p′ を gauge equivalent points or states と云う。このとき p ∼ p′ と定めると ∼ は同値関係である。M/∼ を (moduli) space of physical states と云う。M/∼ は ωの null foliation の leaf space M/N と自然に同一視される。
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[10] M.J. Gotay, J.M. Nester : Annales de l’Institut Henri Poincaré A, 32 (1980), 1—13.
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