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����年に ������ ��	によってコンパクト型対称空間のイソトロピー表現の局所軌道型が調べら

れ，その結果によると，すべての局所軌道型からなる集合は，与えられた対称空間の制限ルート系

によって決定されることが知られている．さらに，
��
� ��	によって階数が低い場合の対称 �空

間の局所軌道型が与えられている．本研究では，半単純対称空間の線形イソトロピー表現の双曲軌

道および楕円軌道の局所軌道型を，半単純対称空間の極大分離的可換部分空間に関する制限ルート

系を用いて分類をする．

	 準備

�を連結半単純 ���群，�を�の ����������とする．�の固定点集合を�� とし，その単位元を

含む連結成分を ����� で表す�

定義 ���� �の閉部分群� に対して，����� � � � �� が成り立つとき，対 �����を半単純対称

対と呼び，さらに商多様体 ��� を半単純対称空間と呼ぶ．

この講演録では，半単純対称対 �����に対して，��� の ���代数をそれぞれ �� �で表したとき，

対 ��� ��も半単純対称対と呼び，�によって誘導される �の ����������も同じ記号 �で表す．この

とき，� � 
���� � �
�が成り立ち，��� の �� における接空間は
���� � �
� ��� ��と同一視さ

れる．但し，�は�の単位元を表す．また，�
� � �� �����を�の随伴表現としたとき，�の


������形式を �� �に制限したものは，�の �
����不変な非退化内積を定める．従って，���

上に擬 �������計量がこの非退化内積を用いて自然に定まる．

半単純対称対 ��� ��に対して，� と可換な ������ ���������� � を �つ固定する．������ � 	に

よって �の存在が示されており，また，このような ������ ����������は �と�
����共役である

ことに注意する．�の��の固有空間，��の固有空間をそれぞれ �� �としたとき，� � �� �が成り

立つ．さらに，�と �は可換であるから，それらの同時固有空間分解� � �������� �������

が成り立つ．

�を �� �の極大可換部分空間 �即ち，�の極大分離的可換部分空間�とする．各 	 � ��に対して，

�� �� �
 � � � ���
 	 � 	���
� �� � �	としたとき，��!!���� �"	および#!$���%&�'���($� �)	

によって* �� �	 � �� 
 �+	 � �� �� �+		 がルート系になることが示されている．この*を極大分

離的可換部分空間 �に関する ��� ��の制限ルート系と呼ぶ．また，�に関する制限ルート空間分解

�



� � �� �
�

��� �� が成り立つ．各 	 � *に対して，�� �� ��� � ���� � �� �� �� ��� � ���� � �

とし，対 �
���� � ���� 
���� � ����を 	の符号と呼び，����	�����	��で表す．

補題 ���� �� の適当な辞書式順序に関する *の正ルート系を *� で表す．このとき，�� �に対し

て，それぞれ次のような直和分解が成り立つ �

� � ����� �
�
����

��� � � ����� �
�
����

��


但し，����� �� �� � �� ����� �� �� � �とする．

注意 �� 一般に，�は �の極大可換部分空間ではないので，�は ����� に等しいとは限らない．ま

た，�の任意の極大分離的可換部分空間は �と �
����共役である．

定義 ���� �上の表現 �
� � � � �����を任意の � � � に対して，�
���� �� �
������ で定義
したとき，この表現を ��� の �表現と呼ぶ．�が �の双曲元であるとき，�を通る �
����軌道

�
�����は双曲的であると呼び，また，�が �の楕円元であるとき，�
�����は楕円的である

と呼ぶ．

補題 ���� 任意の � � �におけるイソトロピー部分代数 �� に対して，次のような直和分解が成り

立つ �

�� � ����� �
�

�������

��


但し，*� �� �	 � * �	��� � +	とする�

定義 ���� �を �の双曲元とする．�におけるイソトロピー部分代数が双曲的主イソトロピー部分

代数であるとは，その局所軌道型がすべての双曲的な�
����軌道の局所軌道型からなる集合の

中で最小のものであるときを呼ぶ．この講演録の最後に，�が単純である古典型対称対の双曲的主

イソトロピー部分代数をまとめておいた．

定義 ���� *の部分集合*� が以下の  条件を満たすとき閉部分系と呼ぶ �

��� 	� � � *� かつ 	� � � *ならば 	� � � *��

���� *� � �*�


各 	 � *� に対して，	の符号を 	 � *の符号として定義する．

*� は明らかに*の閉部分系であることがわかる．


 主定理

定理 �� *� を*の閉部分系とする．このとき，以下の �条件を満たす半単純対称対 ���� ���が存

在する �

��� �� と �� はそれぞれ �と �の部分代数である，
���� ���� ���の制限ルート系は*� に同型である，
����� ���� ���の双曲的主イソトロピー部分代数は ��� ��の双曲的主イソトロピー部分代数のイデア

ルである．

 



証明の概略� �を �� �の極大可換部分空間とする．さらに，��と ��をそれぞれ �を含む �と �の

極大可換部分空間とし，,�をそれらを含む �の極大可換部分代数とする．このとき，,�の複素化 ,��

は �� の������部分代数になる．,�� に関する �� のルート系を�で表し，� � �に関するルート部

分空間を ���で表す．このとき，*
�が*の閉部分系であることから，�� �� �� � � � -� � *� ��+		

は�の閉部分系であることがわかる．但し，-�は �を �に制限したものを表す．�� のキリング形式

を���としたとき，各 � � �に対して�� � ,�� を��������� � ���� ��� � ,�� �によって定める．

このとき，��� �� &.��� ��� �� � ��	������ �
�
� とすると，��� は �� の半単純部分代数であり，

�� の �に関する (��/�������に関して不変であることがわかる．従って，�� �� ��� � �� �� �� �� � �

としたとき，半単純対称対 ���� ���は主張にある �つの条件を満たすことがわかる．

定義 ���� 証明の概略中に構成した ���� ���を*� に対応する対称対と呼び，���*��� ��*���で表す．

さらに，���*��� ��*���の双曲的主イソトロピー部分代数を ���*
��で表す．

定理 	� ����を*の単純ルート系とする．このとき，すべての双曲的な �
����軌道の局所軌道

型からなる集合は次に等しい ��
���*�� � ���������*��	

���0 � ����
�



但し，*� は 0を単純ルート系にもつ*の閉部分系とする．

証明の概略� �	�� 
 
 
 � 	�	 �� ����とする．�を �の双曲元としたとき，�
�����は � と交わるの

で，� � ����� 
 
 
����� ���� 
 
 
 � �� � +� � � ��としても一般性を失わない．但し，���� 
 
 
 � ���

は �	�� 
 
 
 � 	��の双対基底とする．このとき，�	���� 
 
 
 � 	�	は*�の単純ルート系であることが

わかる．従って，補題 ��)と定理 �より，�� � ��*�� � ���������*��を得る．

注意  � ��	 �� � �
���� �� �� �とする．��	 は �� から誘導されるブラケット積に関して実���

代数であり，���	� ��は半単純対称対になる．従って，すべての楕円的な�
����軌道の局所軌道

型からなる集合はすべての双曲的な�
�������軌道の局所軌道型からなる集合に等しい．

� 例

������� �	�"� "� � ����� ��� ��� に対する，すべての双曲軌道の局所軌道型を決定する．まず始め

に，��� ��の双曲的主イソトロピー部分代数は以下のような �つの佐武図形を用いることによって

求められる．

��������
� � �

��������

��������

�� �� ��������
� � �

��������

��������

�� �� �������� �������� �������� �������� ��������

��������

��� �� ��の佐武図形 ��� �� ���の佐武図形 ��� �� ���の佐武図形

即ち，これら �つの佐武図形は �� の 12�'��図形をもとに，各ルートをそれぞれ �� ��� �� に制限

することで得られる佐武図形を表している．従って，双曲的主イソトロピー部分代数の中心部分と

半単純部分はそれぞれ，� と �
�)��� であることがわかる．

次に他の�
����軌道の局所軌道型を求める．��� ��の �に関する制限ルート系*の 12�'��図

形と各ルートの符号はそれぞれ以下のようになる �(3� �)	�．

�



表 �� ������� �	�"� "� � �� の双曲軌道の局所軌道型

0 対応するイソトロピー部分代数
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*の 12�'��図形

定理 �にならって，*の単純ルート系の部分集合として �	�	をとってきた場合を考える．�	�	
を単純ルート系とする *の閉部分系を *� としたとき，���*��� ��*��� � ��	�)� )�� �	��� ���であ

り，さらにその双曲的主イソトロピー部分代数は �	��� ����� �
�)���� であることがわかる �(3� 表

 �．従って，対応するイソトロピー部分代数は � � �	��� )�である．同様にして単純ルート系の

部分集合に対応するイソトロピー部分代数をまとめたものが表 � である．さらにこの場合では，

���	� �� � ������� �	�"� "���� となるので，注意  より，��� ��のすべての楕円軌道の局所軌道型か

らなる集合も上の表 �と等しくなる．

表  � �が単純である古典型対称対の双曲的主イソトロピー部分代数
��� �� 双曲的主イソトロピー部分代数
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��� �� 双曲的主イソトロピー部分代数
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