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§1. 序

連続な世界における現象が微分方程式により記述されるのに対し, 離散
な世界における現象は差分方程式により記述される ([1]). 関数 f : R → R

の微分

f ′(x) = lim
ε→0

f(x + ε) − f(x)

ε

を近似する差分には差分間隔 ε > 0を用いて定義される前進差分および
後退差分

∆+xf(x) =
f(x + ε) − f(x)

ε
, ∆−xf(x) =

f(x) − f(x − ε)

ε

の他, 中心差分や不等間隔差分といった様々なものが現れる. このため,

離散な世界では連続な世界において対応する微分方程式の性質を保つよ
うな適切な差分を考えなければならない.

なお,以下に現れるように差分は数列に対しても定義することができる.

例えば, 数列 {an}に対し前進差分は

∆+nan =
an+1 − an

ε

となる.

最も基本的と思われる例として, Laplace 方程式

uxx + uyy = 0

の離散化について考えてみよう. {um,n}を2重数列とすると,差分 Laplace

方程式はm,nに対する差分間隔を等しく選んでおいた上で

∆−m∆+mum,n + ∆−n∆+num,n = 0

とするのが適切であるといえる. それは上の式は

um,n =
um+1,n + um,n+1 + um−1,n + um,n−1

4

と同値であり, 調和関数のときと同様に平均値の性質や最大値原理が成り
立つからである.



§2. Burgers 方程式

次節で現れる例として, Burgers 方程式

κt = κss + 2κκs

の離散化について述べる. これは非線形な方程式で流体の 1次元衝撃波の
運動を記述するモデルとして知られている. ここで, 拡散方程式

τt = τss

の解 τ に対し Cole-Hofp 変換

κ = (log τ)s

を行うと, κは Burgers 方程式の解となることが分かる. よって, Burgers

方程式の離散化は拡散方程式と Cole-Hopf 変換も込みで考えるのが適切
であろう. そこで, まず差分拡散方程式を

1

ε
(τj,n+1 − τj,n) =

1

δ2
(τj+1,n − 2τj,n + τj−1,n)

により定める. 但し, ε, δ > 0はそれぞれ n, jに対する差分間隔で, 差分
Laplace 方程式の場合に倣い, sに関する 2階微分の離散化は前進差分と
後退差分の両方を用いている. 上の式は変形すれば

τj,n+1 = ατj+1,n + (1 − 2α)τj,n + ατj−1,n

(
α =

ε

δ2

)
と同値である. 差分 Cole-Hopf 変換は差分間隔を 1としておけば

κj,n = log τj+1,n − log τj,n

と定めるべきであるが, 式の表示を簡単にするため, 改めて

κj,n =
τj+1,n

τj,n

とおく. 直接計算することにより, 差分 Burgers 方程式

κj,n+1 = κj,n
ακj+1,n + 1 − 2α + α/κj,n

ακj,n + 1 − 2α + α/κj−1,n

を得る.



§3. 複素双曲線上の曲線の運動

必ずしも離散化を伴わない曲線の運動については歴史は古く例えば [4]

が詳しいが, 離散化を伴う結果は曲線の離散時間発展を定義するための困
難さのため, 恐らく [3]に見られる他は以下に述べる複素双曲線上の曲線
の運動の場合のみのようである ([2]).

複素双曲線上の曲線の運動は

γ = γ(s, t) : I × J → {(z, w) ∈ C2|zw = 1}

と表される. 但し, I, J は区間で, sは曲線のパラメータ, tは時間を表す.

以下, 時間を固定するごとに γ( · , t)ははめ込みであるとする. このとき,

γ = (z, w)とおくと, zw = 1だから,

zs, ws 6= 0

が成り立つ. また,

det

(
γ

γs

)
= det

 z
1

z

zs −zs

z2

 = −2
zs

z
6= 0

だから, γ, γsは 1次独立である. よって, γの時間発展は γ, γsの 1次結合
で表されるはずであるが, zw = 1だから, 関数 µ : I × J → Cを用いて

γt = µγs

と表されることが分かる. このとき, γ, γsは連立線形方程式(
γ

γs

)
s

=

(
0 1

τ 2 κ

)(
γ

γs

)
,

(
γ

γs

)
t

=

(
0 µ

τ 2µ µs + κµ

)(
γ

γs

)

をみたすことが分かる. 但し,

τ =
zs

z
, κ =

τs

τ

とおいた. κは γの曲率のようなものである. 更に, この方程式の積分可
能条件は

τt = τµs + τsµ

となる.



上において µ = κの場合を考えると, 次の (i), (ii) が成り立つ.

(i) κは Burgers 方程式をみたす.

(ii) 離散化を考えることができる.

(i) は直接計算すればよく, (ii) については log z, log wも拡散方程式をみ
たすことから従う.

更に議論を進めると, 高次の運動の離散化やハミルトン系による定式化
を考えることができる.
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