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1 H3内の平均曲率一定曲面
4次元ミンコフスキー空間 E3,1 を エルミート行列 Herm(2)と同一視
すると、3次元双曲空間はH3 = {a ∈ Herm(2) | det a = 1, tr a > 0}
と実現できる。Dを C内の単連結領域とし f をD からH3への共形的
な等長はめ込みとする。この同一視を用いると、曲面 f の動標構 F =

(f, e−u/2fx, e−u/2fy, N), (ここでN は f, fx, fyに直交する単位法線ベク
トル)は SL(2, C) に値を持つ事が分かる。
曲面 fの動標構F は z = x+ iy, ∂z = (∂x − i∂y)/2、 ∂z̄ = (∂x + i∂y)/2、
計量 ds2 = eu(z,z̄)dzdz̄、平均曲率H、ホップ微分Q = 〈fzz, N〉を用いる
と、次の式を満たす事がわかる [1]。

(1.1) Fz = FU, Fz̄ = FV,

U =

(
uz/4

1
2
(H + 1)eu/2

−Qe−u/2 −uz/4

)
, V =

(
−uz̄/4 Q̄e−u/2

−1
2
(H − 1)eu/2 uz̄/4

)
.

また構造方程式は次の様に書ける。

uzz̄ +
1

2
(H2 − 1)eu − 2|Q|2e−u = 0,

Qz̄ =
1

2
Hze

u.

よく知られている様に、平均曲率Hが一定である時、曲面 f に対して
平均曲率Hλ = H, 計量 ds2

λ = eudzdz̄, ホップ微分Qλ = λQ, (λ ∈ S1)で
ある曲面の族 fλ, (λ ∈ S1)が存在する。方程式 (1.1)において、Qを λQ,

Q̄を λ−1Qに置き換えた動標構を Fλで表す。FλはDから ΛSL(2, C) =

{g : S1 → SL(2, C);滑らかな写像 }への写像と考える事ができる。 Fλを
extended framingと呼ぶ。
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Remark. 平均曲率Hは、Nの向きを取り換える事によって一般性を失わ
ずにH ≥ 0と仮定できる。以下の節では、平均曲率H = 1の場合の考察
は除く。

Remark. Extended framing Fλを F̃λ = Fλ−2

( √
λ 0

0
√

λ
−1

)
で置き換えると

F̃λ ∈ ΛSL(2, C)σ := {g(λ) ∈ ΛSL(2, C) | σg(λ) = g(−λ)}である。以下
の節ではΛSL(2, C)の代わりに ΛSL(2, C)σ、Fλの代わりに F̃λを用いて
議論する。

2 H3内の平均曲率一定曲面の generalized Gauss

maps

曲面 f に対して、H3の単位接束 T1H
3 = {(x; v) ∈ TH3 | |v| = 1} =

SL(2, C)/U(1)への写像Φで π ◦Φ = fとなるものを考える (πは T1H
3か

らH3への射影)。これを generalized Gauss mapと呼ぶ。この時、平
均曲率一定曲面の特徴付けとして次の定理が知られている。

定理 2.1 ([3]). H3内の曲面とその generalized Gauss mapについて次の
事は同値である。

(1) 平均曲率Hが一定である。

(2) Generalized Gauss mapはルジャンドル調和写像である。

Remark. (1) T1H
3の計量は、SL(2, C)の killing metricから定まる不定

値計量を考る。

(2) Generalized Gauss mapがルジャンドルであるという条件は〈df,N〉 =

0 と書くことができる。従って、f が曲面である限り generalized

Gauss mapはルジャンドルである。

(3) SL(2, C)/U(1)は4-対称空間である。従って平均曲率一定曲面のgen-

eralized Gauss mapは 4-対称空間 SL(2, C)/U(1)へのルジャンドル
調和写像を定めている。

ΛSL(2, C)σに対して、対合 c1, c2を次で定義する:

c1 : g(λ) ∈ ΛSL(2, C)σ → g
(
1/λ̄

)t−1
∈ ΛSL(2, C)σ,

c1 : g(λ) ∈ ΛSL(2, C)σ → Ad
(

1/
√

i 0

0
√

i

)
g(i/λ̄)

t−1
∈ ΛSL(2, C)σ.
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定理 2.2 ([4], [2]). H3内の平均曲率一定曲面とその extended framing Fλ

をゲージ変換した F̂λについて次が成立する。

(1) 平均曲率がH > 1である時、c1F̂λ = F̂λ.

(2) 平均曲率が 0 ≤ H < 1である時、c2F̂λ = F̂λ.

Remark. extended framing Fλをゲージ変換した F̂λもextended framing

と呼ぶ事にする。

3 Generalized Weierstrass type represen-

tation

最後にH3内の平均曲率一定曲面 (0 ≤ H < 1, H > 1)に対する gener-

alized Weierstrass type representationを簡単に紹介する。

Step1 η(z, λ)を次で定める単連結領域D ⊂ C上の微分形式とする。

(3.1) η(z, λ) =

(
∞∑

k=−1

ηk(z)λk

)
,

ここで λ ∈ C∗、 ηk(z)は sl(2, C)に値を持つ正則一形式とする。ま
た kが偶数 (resp. 奇数)の時、ηk(z)を対角 (resp. 非対角)行列と
する。さらに η−1(z)の右上の成分はD上で消えないと仮定する。

Step2 Cを次の線形常微分方程式の解とする。

(3.2) dC = Cη, C(z∗, λ) = id,

ここで z∗ ∈ Dを初期点とする。

Step3 対合 c1、 c2を用いるとCは次の様に二通りに分解できる。

(3.3) C = FjV+j,

ここで cjFj = Fj, V+j ∈ Λ+SL(2, C)σ := {g(λ) ∈ ΛSL(2, C)σ | g(λ)

は単位円盤内で λに関して正則 }。

定理 3.1 ([2]). F1(resp. F2)は H3 内の平均曲率が一定 H > 1 (resp.

0 ≤ H < 1) である曲面の extended framingになる。

3



Step4 実際、平均曲率一定曲面は次の写像 fjで構成する事ができる (f1

は平均曲率H > 1、f2は平均曲率 0 ≤ H < 1)。

fj := FjF
∗
j .
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