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1 導入

Riemann積分の近似和のうちで Riemann和と台形和の収束の速さを極限で表現する。
講演後、本稿の内容は論文 [4]にまとめた。

1.1 Riemann積分の近似和

有界閉区間 [a, b]の分割1

∆ : a = s0 ≤ s1 ≤ · · · ≤ sn−1 ≤ sn = b

と si−1 ≤ ξi ≤ siを満たす ξiをとり、[a, b]上定義された関数 f のRiemann和を

R(f ;∆, ξi) =
n∑

i=1

(si − si−1)f(ξi)

によって定める。
d(∆) = max{si − si−1 | 1 ≤ i ≤ n}

によって∆の幅 d(∆)を定める。関数 f のRiemann積分を
∫ b

a
f(x)dx = lim

d(∆)→0
R(f ;∆, ξi)

によって定める。f が連続関数のときに Riemann積分が存在することは、微分積分の教
科書にはたいてい書かれていることである。さらにいくつかの教科書では Riemann和の
誤差 ∣∣∣∣

∫ b

a
f(x)dx − R(f ;∆, ξi)

∣∣∣∣

をnが大きくなると 0に近づく量によって上から評価している。しかし、この誤差の極限に
関する考察はあまりみあたらない。もちろん、nを大きくしたときに誤差は 0に近づくが、
その誤差の n倍や n2倍などが極限を持つ場合がある。そのような結果についてMathsci
netで検索してみると、次の Chui [1]の結果のみ発見できた。

1分割の分点の間の不等式に等号を付けたのは、nを決めたときの分割の全体をコンパクトにするためであ
る。
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Chui(1971) [a, b]の n等分割をDnで表す。すなわち、Dnの分点は

si = a +
i

n
(b − a) (1 ≤ i ≤ n)

である。f ′′が存在し有界であり、ほとんどすべての点で連続であるとする。このとき次の
等式が成り立つ。

lim
n→∞

n2

{∫ b

a
f(x)dx − R

(
f ;Dn,

si−1 + si

2

)}

=
(b − a)2

24

∫ b

a
f ′′(x)dx =

(b − a)2

24
(f ′(b) − f ′(a)).

次に下限近似Riemann和R(f ;∆, min)について考える。ここで、minは部分区間 [si−1, si]
において f の最小値を与える ξiをとるものとする。どんな分割∆に対しても

R(f ;∆, min) ≤
∫ b

a
f(x)dx

が成り立つ。分割に下限近似Riemann和を対応させる関数

(s1, . . . , sn−1) 7→ R(f ;∆, min)

は連続関数になることがわかり、nを固定すると R(f ; ∆, min)の最大値を与える∆が存
在する。そこで、この最適な分割を∆#

n で表す。この分割は nに対して一意的に定まると
は限らないが、R(f ;∆,min)は同じ値になるので、R(f ;∆#

n , min)は f と nに対して定ま
る値になる。この近似和に関して次の結果を得た。

定理 1 f は C1級であるとすると、次の等式が成り立つ。

lim
n→∞

n

{∫ b

a
f(x)dx − R(f ;∆#

n , min)
}

=
1
2

(∫ b

a
|f ′(x)|1/2dx

)2

.

関数 f の台形和を

T (f ;∆) =
n∑

i=1

(si − si−1)
1
2
(f(si−1) + f(si))

によって定める。

定理 2 f ′′が存在し有界であり、ほとんどすべての点で連続であるとする。このとき次の
等式が成り立つ。

lim
n→∞

n2

{∫ b

a
f(x)dx − T (f ; Dn)

}

=
(b − a)2

12

∫ b

a
f ′′(x)dx =

(b − a)2

12
(f ′(b) − f ′(a)).
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台形和の最適分割について考える。

(s1, . . . , sn−1) 7→
∣∣∣∣
∫ b

a
f(x)dx − T (f ;∆)

∣∣∣∣

は連続関数になることがわかり、nを固定すると
∣∣∣∣
∫ b

a
f(x)dx − T (f ;∆)

∣∣∣∣ の最小値を与え

る∆が存在する。そこで、この最適な分割を∆t#
n で表す。この分割は nに対して一意的

に定まるとは限らないが、上の近似の誤差は同じ値になるので、
∣∣∣∣
∫ b

a
f(x)dx − T (f ;∆t#

n )
∣∣∣∣

は f と nに対して定まる値になる。この近似和に関して次の結果を得た。

定理 3 f は C2級であるとし、f ′′ ≥ 0また f ′′ ≤ 0を仮定すると、次の等式が成り立つ。

lim
n→∞

n2

∣∣∣∣
∫ b

a
f(x)dx − T (f ;∆t#

n )
∣∣∣∣ =

1
12

(∫ b

a
|f ′′(x)|1/3dx

)3

.

f が凸ではない場合は関数が近似されていなくても台形和はよい近似になっている可能性
があるので、この場合は排除した。
次に述べる曲線の長さと曲面の面積に関する話題は、今回の Riemann積分の近似和の
収束の速さに続いて研究対象にしようと思っている。

1.2 曲線の長さの近似和

曲線の近似折れ線の長さの収束の速さに関して、Gleasonは以下の結果を得ている。こ
れは、今回発表している研究を始めるきっかけの一つである。
内積空間E内の曲線 C : [a, b] → Eの定義域 [a, b]の分割

∆ : a = s0 ≤ s1 ≤ · · · ≤ sn−1 ≤ sn = b

をとり、C(s0), C(s1), C(s2), . . . , C(sn−1), C(sn)を順に線分で結んだ折れ線をCの n近似
折れ線と呼ぶことにする。CがC1級の場合に、d(∆) → 0としたときの近似折れ線の長さ

の極限が存在する。この極限値は
∫ b

a

∣∣∣∣
dC

dt

∣∣∣∣ dt と一致し、C の長さと呼ばれている。これ

らについては多くの微分積分や幾何学の教科書に書かれている。しかし、この近似折れ線
の長さが曲線の長さに収束する速さについて書かれているものはあまりないようである。
この収束の速さに関する次のGleason [3]の結果は、榎本一之さんから 2006年夏に教えて
いただいた。

Gleason(1979) Cを内積空間内のC2級曲線とする。Cの弧長パラメータを sで表し、
曲率を κ(s)で表す。自然数 nを固定すると、Cの最長 n近似折れ線 Pnが存在する。この
とき、C の長さ L(C)の近似 L(Pn)の誤差は次の等式を満たす。

lim
n→∞

n2(L(C) − L(Pn)) =
1
24

(∫

C
κ(s)2/3ds

)3

.
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この結果に関連したRiemann多様体の曲線の長さに関する結果を榎本さんも得ている ([2])。
上の定理を示した Gleasonは、位相多様体になる位相群は Lie群になるかという Hilbert
の第 5問題の解決に貢献したことで有名なGleasonである。彼の曲線の長さに関する論文
は上の結果を示した論文だけのようで、文献だけみると彼にとっては孤立した研究のよう
だ。なぜこのような研究を行ったのかも興味が持たれる。

1.3 曲面の曲面積

曲線の長さを折れ線の長さで近似するのと同様に、曲面を三角形の集まりで近似したと
きの三角形の面積の和で曲面の面積を近似できるかどうかは単純ではない。Schwarzの提
灯は三角形を細かくして数を増しても三角形の面積の和は曲面積に必ずしも収束するとは
限らないことを示している。三角形の頂点をどのように配置するかも問題である。これら
も私にとっての今後の課題である。

2 Chuiの定理の証明の概略

話を Riemann積分の近似和に戻して、Chuiの定理の証明の概略を述べることにする。
[a, b] = [0, 1]の場合を考えれば十分である。次の図のように関数 vn(t)を定める。
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vn(t)は

−1
2

< vn(t) ≤ 1
2
, vn(0) = vn(1) = 0

を満たす有界変動関数になる。[0, 1]上の連続関数 f を vn(t)によって Riemann-Stieltjes
積分すると (以下R-S積分と略記する)、次の等式が成り立つ。

(∗)
∫ 1

0
f(t)dvn(t) =

∑

k=1

f

(
k − 1

2

n

)
− n

∫ 1

0
f(t)dt.

R-S積分の定義の復習をしておこう。区間 [0, 1]の分割

∆ : 0 = a0 ≤ a1 ≤ · · · ≤ an−1 ≤ an = 1
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に対して aj−1 ≤ ξj ≤ aj をとり

σ∆(f) =
n∑

j=1

f(ξj)(vn(aj) − vn(aj−1))

によって、R-S積分の近似和 σ∆(f)を定め、d(∆) → 0のときの極限としてR-S積分を定
める。上の vn(t)に対してはR-S積分を具体的に計算でき、等式 (∗)を得る。(∗)の両辺を
nで割ると

1
n

∫ 1

0
f(t)dvn(t) = R(f ; Dn,中点) −

∫ 1

0
f(t)dt

となる。R-S積分に対しても部分積分の公式があり、f が C1級のときには、

1
n

∫ 1

0
f(t)dvn(t) = − 1

n

∫ 1

0
vn(t)f ′(t)dt

となる。f ′′ が存在する場合、右辺をもう一度部分積分することで、n → ∞の極限を f ′′

の積分を使って表現できて、望む極限の等式を得る。

3 最適分割による近似和

Gleason [3]が示した次の補題は、最適分割による近似和を扱う際に有用になる。

補題 (Gleason) ϕ(t)を [a, b]上定義された 0以上の値をとる連続関数とする。このとき、
任意の自然数 nに対してある分割

a = s0 < s1 < · · · < sn−1 < sn = b

が存在して、
(si − si−1) max

[si−1,si]
ϕ(t) (i = 1, 2, . . . , n)

がすべて等しくなる。そこでこの等しい値を Jnとおくと、次の等式が成り立つ。

lim
n→∞

nJn =
∫ b

a
ϕ(t)dt.

関数の局所的な性質が関数の定義区間全体での積分という大域的な量に極限を通して結び
つくところが、この補題の有用な点である。

C1級関数の次の評価は、いくつかの微分積分の教科書で見ることができる。

補題 [a, b]上定義された C1級関数 f に対して次の等式が成り立つ。
∫ b

a
f(x)dx − (b − a)min

[a,b]
f(x) ≤ 1

2
(b − a)2 max

[a,b]
|f ′(x)|.

上の不等式の右辺の形は積分とはうまくあわないが、

1
2

(
(b − a)max

[a,b]
|f ′(x)|1/2

)2
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とすると区間の長さと関数の値の積が現れる。|f ′(x)|1/2に Gleasonの補題を適用し、上
の不等式を使って評価すると次の不等式を得る。

lim sup
n→∞

n

{∫ b

a
f(x)dx − R(f ; ∆, min)

}
≤ 1

2

(∫ b

a
|f ′(x)|1/2dx

)2

.

定理 1を証明するためにはさらに近似和の誤差の下からの評価が必要になる。

補題 [a, b]上定義された C1級関数 f に対して

ω1(r) = sup
{∣∣ |f ′(x)| − |f ′(y)|

∣∣ | x, y ∈ [a, b], |x − y| ≤ r
}

とおく。部分区間 [p, q] ⊂ [a, b]において f ′(x) 6= 0ならば、ξ ∈ [p, q]に対して存在し次の
不等式が成り立つ。

∣∣∣∣
∫ q

p
f(x)dx − (q − p)min

[p,q]
f(x) − 1

2
(q − p)2|f ′(ξ)|

∣∣∣∣ ≤
1
2
ω1(q − p)(q − p)2.

この補題から局所的な近似和の誤差の下からの評価を得る。それによって定理 1を証明で
きる。
定理 2はChuiの定理の証明と同様の手法で証明することができる。定理 3については、
定理 1より細かい評価が必要になるが、同様の手法で証明できる。
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