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概 要

本稿では，講演者たちがこれまで得てきた，曲面のGauss写像の除外値問題に関する結果につ
いて，その研究の歴史や着想に至った経緯などを交えて紹介する．

1 序：Gauss写像の除外値問題の歴史

曲面のGauss写像の除外値問題の研究は，極小曲面論でよく知られているBernsteinの定理の幾

何的意味付けから始まる．Bernsteinの定理とは，「平面全体で定義された 3次元Euclid空間R3内

のグラフ型極小曲面は平面のみである．」という結果で，極小曲面を表す偏微分方程式が非線形楕

円型であることから，この視点から見れば非自明な結果であるが，Gauss写像という視点から見れ

ば，この曲面が放物型であることを示すことで，Gauss写像は複素平面C上の有理型関数とみなす

ことができ，またグラフ型曲面のGauss写像の像は半球面内に含まれてしまうことから，この結

果が函数論における Liouvilleの定理の帰結であることがわかる．この対応から，NirenbergはR3

内の完備極小曲面のGauss写像の除外値問題において，1変数有理型関数の値分布論の結果に対応

した予想を立てた（これは「Nirenberg予想」と呼ばれていた）．この予想は，その後Osserman

[11]やXavier [19]を経て，藤本坦孝氏 [2]によって，「Gauss写像が 5点以上の除外値をもつ完備極

小曲面は平面である．」という最良の結果が示された．また，この結果を応用することで 3次元双

曲型空間の完備な平均曲率が 1の曲面（CMC-1曲面）の双曲的Gauss写像についても同様の結果

を Z.Yu氏によって得られた [20]．一方，代数的極小曲面（有限絶対全曲率完備極小曲面のこと）

のGauss写像については，Ossermanにより非平坦なものの除外値数は高々3であることが示され

ている [12]が，この評価が最良であるかどうかは現在のところわかっていない．除外値数が 2の

例は幾つか存在するので，多くの研究者によって「この場合の除外値数の評価は 2以下に改良で

きるのではないか？」と予想されている．また，有理型関数のNevanlinna理論のような値分布論

的性質を統一的に説明できる理論がGauss写像に対しては出来上がっておらず，さらに藤本氏と

Ossermanの結果との対応やその幾何的意味がこれまでわかっていなかった．
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講演者たちはこのような課題に対して，幾つか興味深い結果を得ることができた．本稿では，そ

の中で特に重要な結果として次の 2つの結果を紹介する．1つは，代数的極小曲面のGauss写像の

除外値数とその拡張に当たる完全分岐値数の幾何的な量による評価である．この結果は，東北大

学の宮岡礼子先生，名古屋大学の小林亮一先生との共同研究によって得られた結果 [6]の 1つで，

いくつかの位相型において最良の評価になる．また，この評価の上限に現れる比 Rの評価によっ

て，藤本氏と Ossermanの結果がつながっていることがわかり，除外値問題に対して新しい進展

を与えることができた．もう 1つは，3次元双曲型空間H3(−1)内の代数的CMC-1曲面の双曲的

Gauss写像の除外値数・完全分岐値数の評価 [8]である．この結果自体は代数的極小曲面の場合と

変わらないものであるが，この評価の最良性を我々が導入した “完全分岐値数”という量で示す際

に極小曲面のときとは異なる結果を示すことができた．以下，この 2つの結果について詳しく述

べることにする．

2 R3内の代数的極小曲面のGauss写像の除外値数の評価

まず，R3内の極小曲面の基本事項を復習する．詳しいことはOssermanの名著 [13]を参照せよ．

平均曲率が恒等的に 0となる曲面 x : M2 → R3を極小曲面（minimal surface）という．R3内の極

小曲面の特徴として，成分関数の調和性が挙げられる．つまり，ds2をR3のEuclid計量からの誘

導計量，4ds2 をその計量に関するラプラシアンとしたとき，次のことが成り立つ：

4ds2x ≡ 0 .

このことから，コンパクトで境界を持たない極小曲面は存在しないということがわかる．さらに，

極小曲面は複素解析的データにより構成できるということを主張する「Enneper-Weierstrassの表

現公式」が成り立つ．

定理 2.1 (Enneper-Weierstrassの表現公式). M2を開Riemann面，(ω, g)をM2上の正則 1次微

分形式と有理型関数との対で 2つの条件

0 < (1 + |g|2)|ω| < ∞ , (2.1)

Re
∫

c
(1− g2, i(1 + g2), 2g)ω = (0, 0, 0) (∀[c] ∈ H1(M2,Z)) (2.2)

を満たすとすると，

x = Re
∫

γ
(1− g2, i(1 + g2), 2g)ω (2.3)

は，M2上で定義された極小曲面を定め，xの第 1基本形式 ds2, 第 2基本形式 hはそれそれ次の

ように表せる：

ds2 = (1 + |g|2)2|ω|2, h = −ωdg − ω̄dḡ . (2.4)

さらに，gはこの曲面のGauss写像と同一視できる．
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この対 (ω, g)のことをWeierstrass data（W-data）という．式 (2.4)から極小曲面の絶対全

曲率 TA(x)は次のように表せる：

TA(x) :=
∫

M
Kds2dA =

∫

M

4|g′|2
(1 + |g|2)2 |dz|2 . (2.5)

これは Ĉの Fubini-Study計量の引き戻しによるGauss写像の像の面積に他ならない．我々は有限

絶対全曲率をもつ完備極小曲面のことを代数的極小曲面（algebraic minimal surfaces）と呼ぶこ

とにする．このように呼ぶのは，次の結果から来ている．

定理 2.2 (Huber-Osserman). 代数的極小曲面 x : M2 → R3について次のことが成り立つ：

(i) M はコンパクトリーマン面（種数を γ）Mγ から有限個（k個とする）の点 {p1 . . . , pk} を
除いたリーマン面と双正則である．[3]

(ii) この曲面のW-data (ω, g)はMγ 上有理型に拡張される．[12]

次に，代数的極小曲面のGauss写像の除外値数・完全分岐値数に対して得られた講演者たちの

結果を紹介する．ここで，Gauss写像の完全分岐値ならびに完全分岐値数とは次に定義するもの

である．

定義 2.3 (R. Nevanlinna, [10]). 値 b ∈ Ĉが gの完全分岐値（totally ramified value）であるとは，

bが gの除外値か，bの gによる逆像の点がすべて gの分岐点になるときをいう．gの完全分岐値の

集合を {a1, . . . , ar0 , br0+1, . . . , br0+l0} とする．ここで，aiは除外値，biは除外値でない完全分岐

値とする．aiについては νi = ∞, biについては g−1(bi)の各点における gの重複度の最小値を νi

とする．特に νi ≥ 2である．このとき，gの完全分岐値数（totally ramified value number）νgを

νg =
∑

ai,bi

(
1− 1

νi

)
= r0 +

l0∑

i=1

(
1− 1

νi

)

で定義する．

定理 2.4 ([6]). x : M = Mγ \ {p1, . . . , pk} → R3を平面でない代数的極小曲面とし，gをMγ 上

で次数 dとなるこの曲面の Gauss写像とする．Dg を gの除外値数とし，νg をその完全分岐値数

とする．このとき，

Dg ≤ νg ≤ 2 +
2
R

,
1
R

=
γ − 1 + k/2

d
< 1 (2.6)

が成り立つ．特に，Dg < 4となるので，gの除外値数は高々3である．

注意 2.5. 評価式 (2.6)は幾つかの位相型において等号が成り立つ．例えば，(γ, k, d) = (0, 2, 1)の

場合，2 + (2/R) = 2となるが，このときカテノイドがその例となる．また，(γ, k, d) = (0, 3, 2)

の場合，2 + (2/R) = 2.5となるが，このときMiyaoka-Sato曲面 [9]が νg = 2.5なので，等号を満

たす例となる [5].
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注意 2.6. 評価式（2.6）の上限 2 + (2/R)について，“2”の幾何的意味はGauss写像の値域にあた

るRiemann球面のEuler数 “2”である．また，比 “R”は曲面の情報によるもので，特に計量によ

る面積比として幾何的意味付けを与えることができる. また，1/R = 1に対応する曲面のクラスと

して，講演者たちは「擬代数的（pseudo-algebraic）」なるものを定義し，藤本氏と Oseermanの

結果の関係の 1つの解釈を与えることができた [6]．

3 H3(−1)内の代数的CMC-1曲面の双曲的Gauss写像の除外値数の評価

主結果を述べる前に，ここで取り上げる曲面のクラスの基本事項を復習する．R3内の極小曲面

の Enneper-Weierstrassの表現公式に対応する公式が H3(−1)の CMC-1曲面に対して成り立つ．

ここで，H3(−1)は Hermite型モデルH3(−1) = SL(2,C)/SU(2) = {aa∗| a ∈ SL(2,C)} （但し，
a∗ := tā）で考える．

定理 3.1 (Bryant[1], Umehara-Yamada[15]). M̃2を単連結なRiemann面，(ω, g)を M̃2上の正則

1次微分形式と有理型関数の組で，条件

0 < (1 + |g|2)|ω| < ∞

を満たすとする．このとき，基点 z0 ∈ M̃2に対して，

F−1dF =


 g −g2

1 −g


ω, F (z0) = id

で定まる正則写像 F : M̃2 → SL(2,C)ははめ込みとなり，f := FF ∗ : M̃2 → H3(−1)は第 1基本

形式 ds2 = (1 + |g|2)2|ω|2, 第 2基本形式 h = −ωdg− ω̄dḡ + ds2 で定まるCMC-1曲面となる．逆

に，M̃2からH3(−1)への CMC-1はめ込みはすべてこのようにして得られる．

このとき，F を fの持ち上げ (lift)，gを fの第２Gauss写像，(ω, g)を fのWeierstrass data

という．定義域の Riemann面M2が単連結ではないとき，W-data (ω, g)がM2上で一価である

とは限らないが，次に定義する双曲的Gauss写像はM2上一価な有理型関数となる．

定義 3.2. f : M2 → H3(−1)を CMC-1曲面，F : M̃2 → H3(−1)を f の持ち上げとする．この

とき，

G =
dF11

dF21
=

dF12

dF22
, F = (Fij)1≤i,j≤2

を f の双曲的Gauss写像（hyperbolic Gauss map）という．このとき，GはM2上一価な有理型

関数となる．
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上で定義したものの幾何的意味は次のようなことである [1]：

曲面の点 f(p)を出発して，ある方向の単位法線ベクトルを初速度ベクトルとする測地

線と，H3(−1)の理想境界 ∂H3(−1) ∼= S2∞との交点がG(p)となる．

次にこの曲面における「代数的クラス」を定義する．

定義 3.3. 完備CMC-1曲面が，
∫

M
G∗ωF.S. < ∞を満たすとき，この曲面を代数的CMC-1曲面

（algebraic CMC-1 surface）と呼ぶ．

注意 3.4. 条件
∫

M
G∗ωF.S. < ∞は，f の双対曲面 f ] := F−1(F−1)∗が完備かつ有限絶対全曲率

であることを意味している [18]．

定理 3.5 (Bryant, Huber, Umehara-Yamada). 代数的CMC-1曲面 f : M2 → H3(−1)について次

のことが成り立つ：

(i) M はコンパクトリーマン面（種数を γ）Mγ から有限個（k個とする）の点 {p1 . . . , pk} を
除いたリーマン面と双正則である．[3]

(ii) この曲面の双曲的Gauss写像GはMγ 上有理型に拡張される．[1], [18]

このクラスの双曲的Gauss写像の除外値数・完全分岐値数についても次のことが成り立つ．

定理 3.6 ([8]). f : M = Mγ \ {p1, . . . , pk} → R3をホロスフィアでない代数的 CMC-1曲面とし，

GをMγ 上で次数 dとなるこの曲面の双曲的Gauss写像とする．DGをGの除外値数とし，νGを

その完全分岐値数とする．このとき，

DG ≤ νG ≤ 2 +
2
R

,
1
R

=
γ − 1 + k/2

d
< 1 (3.1)

が成り立つ．特に，DG < 4となるので，Gの除外値数は高々3である．

注意 3.7. 完備 CMC-1曲面 f の双曲的 Gauss写像の除外値数の評価に関しては，一般の場合は

Z.Yu [20]（これは最良の結果）が，f が有限絶対全曲率の場合はCollin-Hauswirth-Rosenberg [4]

による結果がある．我々の結果はこれらの結果を踏まえて本質的に重要である「代数的クラス」を

新たに定式化し，かつさらに精密に評価したものである．

注意 3.8. 評価 (3.1)の証明には，本質的には [6]で得られた値分布の状況から得られた不等式と，

[18]で得られたOssermanの不等式を組み合わせることによって得られる．

評価式 (3.1)の等号が成り立つ場合を考える．例えば，(γ, k, d) = (0, 2, 1)の場合，2+(2/R) = 2

となるが，このときカテノイドカズン [1], [15]がその例となる．一方，(γ, k, d) = (0, 3, 2)の場合，

2 + (2/R) = 2.5となり，代数的極小曲面のときはその最良性を示す例が存在したが，この場合，

次のように存在しないことがわかる．これは，極小曲面のときとは異なる値分布論的現象である．
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命題 3.9 ([8], Rossman-Umehara-Yamada[14]). (γ, k, d) = (0, 3, 2)のとき，双曲的Gauss写像の

完全分岐値数が 2.5の代数的 CMC-1曲面の例が存在しない．

このことは，極小曲面とCMC-1曲面の「周期条件（period condition）」の違いから起こってい

るものであるが，これが他の位相型（特に種数 1以上）にもどのような影響を与えるかを調べる

ことは今後の課題である．
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