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概 要

Euclid空間と擬 Euclid空間上の調和多項式とをWick回転によって対応付けることで、擬
Euclid空間上の調和多項式の空間に擬直交群不変な擬内積を与えることができる。これを用い
て球面の標準はめ込みの対応物を擬球面上に構成する。このようにして得られた擬球面の標準
はめ込みは、擬 Riemann幾何における helical immersionとなることを示す。また、Riemann
幾何において、はめ込みが helicalであることと、geodesic normal sectionsを持つこととは同
値であることが知られている。しかし擬 Riemann幾何においては、一般にこの同値性は成り
立たない。両者が同値となる条件を述べる。

1 擬球面の標準はめ込み

体F(CまたはR)上の n + 1変数多項式環をF[x]で表し、Fd[x]で斉 d次多項式全体を表
す。F上の n + 1次一般線型群GL(Fn+1)の Fn+1への自然な作用が引き起こす F[x]への
左作用 (環同型)を L(g)で表す：g = (gij) ∈ GL(Fn+1)に対して

L(g)(1) = 1, L(g)(xi) =
n+1∑
j=1

ĝijxj, ただし、g−1 = (ĝij).

次元 n + 1、指数 tの擬 Euclide空間をRn+1
t で表す。Rn+1

t のラプラス作用素∆Rn+1
t
は

∆Rn+1
t

=
n+1∑
i=1

τi
∂2

∂x2
i

∈ Wn+1(R). ただし、τi :=

−1 for 1 ≤ i ≤ t

+1 for t < i ≤ n + 1.

ここで、Wn+1(R)はR上のn+1次Weyl代数を表す。Rn+1
0 上と同様に、多項式P ∈ R[x]

がRn+1
t 上で調和であることを、P ∈ H(Rn+1

t ) := Ker ∆Rn+1
t
で定め、Rn+1

t 上の斉 d次調
和多項式のなすベクトル空間をHd(Rn+1

t ) := Rd[x] ∩H(Rn+1
t )とおく。このとき、次の性

質は Euclid空間Rn+1
0 上の場合と同様に成り立つ：

• ∆Rn+1
t
は擬直交群O(Rn+1

t )-不変： ∆Rn+1
t

◦ L(g) = L(g) ◦ ∆Rn+1
t

(g ∈ O(Rn+1
t ))

• Hd(Rn+1
t )は, O(Rn+1

t )-不変空間であり、その次元は (2d + n − 1)
(n + d − 2)!

(n − 1)! d!
であ

る。特に、指数 tに依らないことに注意する。

整数 t (0 ≤ t ≤ n + 1)に対して、C[x]上の環同型 ρtを次で定める：ρt = L(
√

In+1
t

−1
).

ここで、
√

In+1
t = (

√
τi δij) ∈ GL(Cn+1). この ρtは R[x] ⊂ Wn+1(R)上に一意的な拡張
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ρ̃をもち、∆Rn+1
0
に対して ρ̃t(∆Rn+1

0
) = ∆Rn+1

t
∈ Wn+1(C) と作用する。さらに、任意の

D ∈ Wn+1(R)に対して、次の図式は可換である：

R[x]
ρt−−−→ C[x]

D

y y eρt(D)

R[x] −−−→
ρt

C[x].

さらに、σs := ρs ◦ ρs = L(In+1
s ), P±

s := Ker (σs ∓ idR[x])とおくと、R[x] = P+
s ⊕ P−

s と
なる。整数 0 ≤ s, t ≤ n + 1に対して σsと∆Rn+1

t
は可換であり

Hd(Rn+1
t ) = H+

d,s(R
n+1
t ) ⊕H−

d,s(R
n+1
t ). ただし、H±

d,s(R
n+1
t ) := P±

s ∩Hd(Rn+1
t ).

以上から、次の補題を得る：

補題 1. ρtはHd(Rn+1
0 )とHd(Rn+1

t )の間に次の対応を与える：

Hd(Rn+1
t ) = Re ρt(Hd(Rn+1

0 )) ⊕ Im ρt(Hd(Rn+1
0 )).

ここで、Reと ImはそれぞれC[x]における実部、虚部への射影を表す。

さらにHd(Rn+1
0 )は、

• 球面 Sn(⊂ Rn+1
0 )上の L2-内積から誘導される内積に関してO(Rn+1

0 )-不変である。

• 次を満たす正規直交系 {Ui}iを持つ：

U1, . . . , Ul(d,t) ∈ H−
d,t(R

n+1
0 ), Ul(d,t)+1, . . . , Um(d,t)+1 ∈ H+

d,t(R
n+1
0 ),

m(d,t)+1∑
i=1

Ui
2 = (x1

2 + · · · + xn+1
2)2.

ここで、m(d, t) + 1 := dimHd(Rn+1
0 ), l(d, t) := dim Im ρt(Hd(Rn+1

0 ))である。

補題 1により

Ui,t := Im ρt(Ui) (i = 1, . . . , l(d, t)),

Ui,t := Re ρt(Ui) (i = l(d, t) + 1, . . . ,m(d, t) + 1)

とおくと {Ui,t}iはHd(Rn+1
t )の基底となる。以上より次を得る：

補題 2. 基底 {Ui,t}iを擬正規直交系とするO(Rn+1
t )-不変擬内積がHd(Rn+1

t )に定まる。

以降、Hd(Rn+1
t )はこの補題の意味で擬内積空間として考える。一般に次元n, 指数 tの

単位擬球面 Sn
t ⊂ Rn+1

t に対して、Rn+1
t 上の斉 d次調和多項式の Sn

t への制限は固有値
−d(n + d − 1)の固有関数となる。Sn

t (k)を次元 n, 指数 t, 曲率 kの擬球面とする。
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定理 3. 任意の d, n, t ∈ Nに対して、擬球面 Sn
t 上の写像 ψn,d,t を次で定める：

Rn+1
t ⊃Sn

t −→ S
m(d,t)
l(d,t) (k(d)) ⊂ Rm(d,t)+1

l(d,t)
∼= Hd(Rn+1

t )

p 7→ (U1,t(p), . . . , Um(d,t)+1,t(p))

このとき、ψn,d,tは擬Riemann等長はめ込みであり、k(d) = d(d + n − 1)/nである。

2 Helical immersion

本講演では、次を満たす曲線 cを擬Riemann多様体M 上の次数 dの螺旋と呼ぶ：

c1 = c′, ⟨ci, ci⟩ = εi ∈ {−1, +1}, ∇c′ci = −εi−1εiλi−1ci−1 + λici+1 (i = 1, . . . , d).

ここで、λ1, . . . , λd−1 ∈ R+, ε0 = λ0 = λd = 0, c0 = cd+1 = 0である。εiを cの第 i符号、
λiを cの第 i曲率とよぶ。簡単の為、Λ := (d; λ1, . . . , λd−1; ε1, . . . , εd)とおき、上の cをΛ

型の螺旋と呼ぶ。

定義 4. M , M̄ を擬Riemann多様体、f : M → M̄ を等長はめ込みとする。
f：Λ型の空間的helical immersion

def⇐⇒ ∀γ :Mの空間的測地線 [f ◦ γ : M̄ のΛ型の螺旋]

f：Λ′型の時間的helical immersion
def⇐⇒ ∀γ :Mの時間的測地線 [f ◦ γ : M̄ のΛ′型の螺旋]

ここで、Λ, Λ′の第 1符号はそれぞれ+1, −1である。

一般の螺旋の型Λ = (d; λ1, . . . , λd−1; ε1, . . . , εd)に対して、Lを次のようにおく：

Λ = (d; λ1, . . . , λd−1; (−1)1ε1, . . . , (−1)dεd).

定理 5. f : M → M̄ を擬 Riemann多様体間の等長はめ込みとする。M が不定値のとき
次は同値である。

(i) f はΛ型の空間的 helical immersionである。

(ii) f はΛ型の時間的 helical immersionである。

光的測地線に対しては次が成り立つ。

命題 6. f : M → M̄を定曲率空間への helical immersionとする。Mが不定値であるとき、
M の各光的測地線 γに対して、f ◦ γは M̄ の等方的な全測地的部分多様体に含まれる。

定理 5より、定義域が不定値なとき helical immersionの次数は、値域の次元と指数によ
り抑えられることが分かる。

系 7. f : M → M̄ が次数 dの helical immersionであり、M が不定値のとき

d ≤ min

{
m − 1 + (−1)[(m−1)/2]

2
, 4l

}
.

ここで、m = dim M̄ , l = min{ind M̄, dim M̄ − ind M̄} である。
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系 8. Lorentz多様体間の helical immersionの次数は 4以下である。

したがって、高次の helical immersionを許容するには、M̄は高次元で neutralな指数に
近いことが必要である。さらに、M̄ が定曲率空間のとき、helical immersionの次数は上
の系で与えられたものより強い制限を受ける：

命題 9. 定曲率空間 M̄ への helical immersion f : M → M̄ の次数は、M が不定値のとき
次をみたす。

d ≤ min

{
codim f +

1 + (−1)[codim f/2]

2
, 4s + 2

}
.

ただし、s = min{coind f, codim f − coind f} (coind f = ind N − ind M)である。

系 10. Lorentz多様体間のhelical immersionの次数は、値域が定曲率のとき2以下である。

球面上の標準はめ込みψn,d,0 = ψn,dは次数 dの helical immersionとなっていることが知
られている。値域が正定値であることから、その型を次のようにおける:

Λ0 := (d; λ1, . . . , λd−1; +1, . . . , +1).

このとき、前節で得た擬球面の標準はめ込みに関して次が成り立つ：

定理 11. 任意のn, d, t ∈ N (n ≥ 2; d ≥ 1; 0 ≤ t ≤ n)に対して、ψn,d,tはhelical immersion

であり、その型は次表の通り：

ψn,d,0 ψn,d,1 · · · ψn,d,n−1 ψn,d,n

(+) Λ0 Λ0 · · · Λ0 —

(−) — Λ0 · · · Λ0 Λ0

ここで、(+)は空間的 helical immersionとしての型、(−)は時間的 helical immersionとし
ての型を表す。

3 Geodesic normal sectionsを持つはめ込み

Riemann幾何において、はめ込みが helicalであることと、geodesic normal sectionsを
持つこと (後述)とは同値であるが知られている [1]。擬 Riemann幾何においても helical

immersionは geodesic normal sectionsを持つ [2]が、一般にこの逆は成り立たない (例 13)。
まず、擬Riemann幾何における normal sectionを定義する。
本節では M̄を定曲率擬Riemann多様体とし、f : M → M̄は擬Riemann等長はめ込み、

UM := U+M ∪ U−M をM の単位球面束とする。点 p ∈ M と単位接ベクトル u ∈ UpM

に対して、次をおく：

E(p, u) := Span{f∗(u)} ⊕ Span{T⊥
p M} ⊂ Tf(p)M̄.
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このとき、M の全測地的部分多様体 E ∋ f(p)で、Tf(p)E = E(p, u)であるものが存在
しする。さらに、共通部分 f(M) ∩ E は局所的に正則曲線 βuを定める。この曲線 βuに
βu(0) = p, β′

u(0) = uを満たす弧長変数を与えた曲線を (p, u)に対する normal section

とよぶ。

定義 12. f が geodesic normal sectionsを持つ def⇐⇒ ∀u ∈ UM [βuがM 内で測地線]

例 13. g1, . . . , gsをRn
t 上の多項式に対して、f を

f : Rn
t → Rn+2s

t+s
∼= Rs

s ⊕ Rn
t ⊕ Rs

0; p 7→ (g1(p), . . . , gs(p), p , g1(p), . . . , gs(p))

とおく。min{deg gi | i = 1, . . . , s} ≥ 2のとき、fは helical immersionでないが、geodesic

normal sectionsを持つはめ込みである。

自然数 kに対して TM 上の関数を次で定める：

(GkB)(v) := det
(
⟨(Di−2B)(vi), (Dj−2B)(vj)⟩

)
1≤i,j≤k

, (v ∈ TM).

ただし、Bは f の第 2基本形式であり、DiBは Levi-Civita接続に関する i階微分である。
また、(D−1B)(v) := v, (D0B) := Bと約束する。このとき、次が成り立つ。

命題 14. f が geodesic normal sectionsを持つとき、任意の k ∈ Nに対してGkBはU+M

上定数である。

命題 14から、geodesic normal sectionsを持つはめ込み f に対して、GkB ̸= 0 (k =

1, . . . , r)であり、Gr+1B ≡ 0であるような自然数 rが一意的に定まる。この rを f の非退
化次数と呼ぶことにする。

定理 15. 定曲率空間への擬Riemann等長はめ込みに対して次は同値である。

(1) 次数 dの helical immersionである。

(2) geodesic normal sectionsを持ち、その非退化次数は dであり d-planarである。
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