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1. 序論

本講演はリーマン多様体から球面への極小はめ込みに関する「高橋
の定理」[4]をグラスマン多様体への調和写像に関する定理に拡張する
ことを目的とする。
まず、リーマン多様体から球面への調和写像に関する「高橋の定理」

を思い出すことにする。そのために (M, g)をリーマン多様体、SN−1を
N − 1次元球面としてSN−1はユークリッド空間RN に単位球面として
等長的に埋め込まれていると仮定する。RN の正規直交基底 e1, · · · , eN

に関する座標関数を (x1, x2, · · · , xN)とおく。M から SN−1への写像

f : M → SN−1 ⊂ RN

を考える。簡単のため、写像 f による座標関数のM への引き戻しも
(x1, x2, · · · , xN)と書くことにする。このとき、「高橋の定理」は以下の
ようになる。

定理 1.1. 写像f : M → SN−1に対する次の２条件は互いに同値である。
(1) f : M → SN−1は調和写像である。
(2) M上のある関数 h ∈ C∞(M)が存在して、任意のA = 1, · · · , N
に対して、

∆xA = hxA

が成立する。ここで、∆は (M, g)のラプラス作用素を表す。
この条件の下、関数 hは h = 2e(f)をみたす。ただし e(f)は f のエネ
ルギー密度

e(f)(x) :=
1

2
|df |2 =

1

2

n∑
i=1

|df(ei)|2, n = dim M

である。

この定理の証明では、f(x)をRN に値を持つ関数と考え、位置ベク
トル f(x)の微分を考えることがひとつの重要な観点であった。
次にリーマン多様体からグラスマン多様体への写像を問題にする。記

号を固定するために、グラスマン多様体の幾何学を復習する。W をN
次元実、もしくは複素ベクトル空間とし、W 内の p次元部分空間から
なるグラスマン多様体をGrp(W )とおく。（W が実ベクトル空間のとき
にはW は向きを持つと仮定し、向きを込めた部分空間からなるグラス
マン多様体も考えることにするが、記号が煩雑になることを避けるた
め、区別しないことにする。）
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S → Grp(W )を同語反復ベクトル束とすれば、S → Grp(W )は自然
にW をファイバーとして持つ階数Nの自明束W → Grp(W )の部分束
とみなせる。したがって、商ベクトル束として、Q → Grp(W )を得る。

0 → S
iS−→ W

πQ−→ Q → 0.

ここでは、ベクトル束Q → Grp(W )を普遍商束ということにする。
ここで、W にその係数体に応じて、内積、もしくはエルミート積（簡

単のため、以後スカラー積という）を入れる。すると、Grp(W )にはリー
マン対称空間としての構造が入るが、さらにベクトル束 S → Grp(W ),
Q → Grp(W )にもファイバー計量 gS, gQが入る。また、W → Grp(W )
の積接続を利用すれば、S → Grp(W ), Q → Grp(W )にも接続が導入
されるが、これは標準接続といわれるものと一致する。
球面SN−1をグラスマン多様体GrN−1(R

N) とみなしたときには、同
語反復束S → SN−1は接ベクトル束 TSN−1 → SN−1 であり、普遍商束
Q → SN−1は階数1の実自明束である。また、標準埋め込みSN−1 → RN

を考えれば、普遍商束は法ベクトル束ともみなせる。このとき、位置
ベクトル f(x)は、普遍商束のリーマン多様体への引き戻し束の切断と
みなせることに注意する。すると、その微分はどのように解釈できる
だろうか？
そのためにベクトル束の第２基本形式を定義する。ベクトル空間Wの

スカラー積を用いて定義されるベクトル束としての準同型を πS : W →
S, iQ : Q → W とおく。前者は直交射影であり、後者は S → Grp(W )
のW → Grp(W ) における直交補空間をとることにより得られるW →
Grp(W ) の部分束 S⊥ → Grp(W )と普遍商束を同一視することにより
得られる。
さて、S → Grp(W )の切断 sを iS(s)と同一視することにより、W

に値をもつ関数とみなし、

H(s) := πQdiS(s)

と定義すれば、Hはベクトル束Hom (S,Q)に値をもつ 1-形式となる。
H ∈ Ω1 (Hom (S, Q)) をベクトル束の第２基本形式という [2]。同様
にしてK := πSdiQ ∈ Ω1 (Hom (Q,S)) も定義される。また、準同型
πQ : W → Qにより、ベクトル空間W はまた、Q → Grp(W )の切断の
なす空間とみなせることに注意する。
つぎに写像 f : M → Grp(W )が与えられたと仮定する。写像 f によ

り、グラスマン多様体上のベクトル束やその計量、接続、第２基本形
式を引き戻すことにする。すると、この誘導接続とM のリーマン計量
により、引き戻し束 f ∗Q → M の切断に作用するラプラス作用素∆が
定義される。また、ベクトル空間W は、引き戻し束 f ∗Q → M の切断
のなす集合ともみなせる。
再び球面 SN−1を例にとる。切断 f(x)の微分は接ベクトル束に値を

とることを考えれば、df = diQf = Kf である。また、RN の内積 (·, ·)
を利用すれば、xA = (eA, f(x))なので、座標関数の引き戻しは引き戻
し束 f ∗Q → M の切断 xAf(x)と同一視される。このようにして、「高
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橋の定理」をベクトル束とその切断、および切断に作用するラプラス
作用素を利用することによって言い換えることが可能となる。
ここで、第２基本形式H,Kを使って、

A :=
n∑

i=1

Hei
Kei

: f ∗Q → f ∗Q

なるベクトル束としての準同型を定義し、平均曲率作用素ということ
にする。

定理 1.2. W にスカラー積を導入したときに、写像 f : M → Grp(W )
に対する次の２条件は互いに同値である。

(1) f : M → Grp(W )は調和写像である。
(2) W に属する任意の切断 t ∈ Γ(f ∗Q)に対して、t(x) = 0ならば、

(∆t)(x) = 0が成り立つ。
この条件の下、∆t = −At であり、2e(f) = −trace Aが成り立つ。

もう少し「高橋の定理」に似せるためには、さらに仮定を必要とする。

定理 1.3. 定理 1.2の仮定に加えて、引き戻し束 f ∗Q → M はホロノ
ミー既約であるとする。このとき、次の２条件は互いに同値である。

(1) f : M → Grp(W )は調和写像であり、かつある関数 hが存在し
てA = −hIdとなる。

(2) ある関数hが存在して、Wに属する任意の切断 tに対して、∆t =
htとなる。

この条件の下、2e(f) = (N − p)hが成り立つ。

もはや、言うまでもないことだが、球面の場合には引き戻し束f ∗Q →
M は階数 1なので、ホロノミー既約であり、平均曲率作用素Aは関数
と同一視される。したがって、上の定理において、「ホロノミー既約性」
と「A = −hId」という条件は自動的にみたされることになるので言及
不要となる。かくして、定理 1.3は定理 1.1と一致する。
本講演ではこの定理の応用について、とくに [1]の拡張にも言及した

い。なお、証明の細部に関しては [3]を参照していただきたい。

2. 準備

まずは、グラスマン多様体のベクトル束の第２基本形式に関する補
題を紹介する。

補題 2.1. ベクトル束の第２基本形式HおよびKは平行であり、

gQ(Hs, t) = −gS(s,Kt), s ∈ S, t ∈ Q

をみたす。

実グラスマン多様体のときには、その接ベクトル束は S∗ ⊗ Q →
Grp(R

N) と同型であり、また複素グラスマン多様体の場合には、そ
の正則接ベクトル束がS∗⊗Q → Grp(C

N)と同型になる。したがって、
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（正則）接ベクトル束のファイバー計量 gGrは gS∗ ⊗ gQ となる。また、
実グラスマン多様体の場合には、

H ∈ Ω1 (Hom(S, Q)) = Γ (S ⊗Q∗ ⊗ S∗ ⊗Q)

であるが、H = IdS ⊗ IdQであることがわかる。
複素グラスマン多様体の場合には、HはHom(S, Q)に値をとる (1, 0)

形式であるので、

H ∈ Ω1,0 (Hom(S, Q)) = Γ (S ⊗Q∗ ⊗ S∗ ⊗Q)

となり、やはりH = IdS⊗ IdQであることがわかる。Kも同様であり、
K = −IdS ⊗ IdQとなる。
すると、ファイバー計量 gGrはまた別の表示を持つことがわかる。

補題 2.2.
gGr = −traceQHK = −traceSKH.

さて、次に n次元リーマン多様体 (M, g) からグラスマン多様体への
写像 f : M → Grp(W ) が与えられているとする。ベクトル空間W に
スカラー積を導入し、グラスマン多様体に序論で説明したさまざまな
幾何構造を考えることにする。
とくに、平均曲率作用素A ∈ End (f ∗Q) の持つ性質を列挙する。

補題 2.3. 平均曲率作用素 Aは非正な対称作用素、もしくはエルミー
ト作用素である。

実際、Aの定義と補題 2.1から、任意の t ∈ f ∗Qに対して、

gf∗Q(At, t) = −
n∑

i=1

gf∗S(Kei
t,Kei

t) = gf∗Q(t, At)

である。

補題 2.4. 写像 f : M → Grp(W )のエネルギー密度 e(f)は

2e(f) = −traceA

をみたす。

補題 2.2より、

2e(f) =
n∑

i=1

gGr(df(ei), df(ei)) = −
n∑

i=1

trace Hdf(ei)Kdf(ei) = −trace A

となる。
最後に、f : M → N をリーマン多様体間の写像としたときに、df ∈

Ω1(f ∗TN) に対する微分∇df を写像 f の第２基本形式といい、

τ(f) := trace∇df =
dim M∑

i=1

(∇ei
df)(ei)

をテンション場という。テンション場が恒等的に消える（τ(f) ≡ 0）と
きに、f : M → N は調和写像であるといい、第２基本形式が恒等的に
消える（∇df ≡ 0）ときに、写像 f : M → Nは全測地的であるという。
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3. 主定理

グラスマン多様体への写像 f : M → Grp(W ) が与えられているとし
て、ベクトル空間W にスカラー積を導入する。
写像に対する変分問題がベクトル束の第２基本形式を利用して書き

換えられることを見るために、ベクトル束の第２基本形式の引き戻し
Hのノルムの２乗を計算する。そのために、u1, u2, · · · , upを f ∗S → M
の局所正規直交枠であるとする。補題 2.1, 2.2を利用すれば、

|H|2 =
n∑

i=1

p∑
α=1

gf∗Q (Hei
uα, Hei

uα) = −
n∑

i=1

tracef∗S Kei
Hei

=gGr (df(ei), df(ei)) = 2e(f)

となる。さらに計算すれば、

∇H = H∇df , −δ∇H = Hτ(f)

が成立することがわかる。Hがグラスマン多様体上では、IdS⊗ IdQと
同一視できたことを考慮することにより、次を得る。

命題 3.1.

∇H = 0 ⇐⇒ ∇df = 0, δ∇H = 0 ⇐⇒ τ(f) = 0.

さて、次にベクトル束の全射準同型πQ : W → Qにより、W ⊂ Γ(Q)
とみなすことができたが、切断を引き戻すことにより、

f ∗πQ : W → Γ(f ∗Q),

w 7→ f ∗πQ(w), w ∈ W

が得られる。ここで、一般に f ∗πQの単射性は期待できないので、W ⊂
Γ(f ∗Q) とは言えないことに注意する。しかし、w ∈ W は f ∗Q → M
の切断 f ∗πQ(w) を定義するので、 f ∗πQ(w)をW に属する f ∗Q → M
の切断と言うことにする。
ところで、W がスカラー積を持つ場合には、別にベクトル束の全射

準同型 πS : W → Sを定義できた。これを利用することにより、

f ∗πS : W → Γ(f ∗S)

も定義できる。
したがって、w ∈ W は二つの切断、t ∈ Γ(f ∗Q)と s ∈ Γ(f ∗S)を与

える。このとき、切断 sと tをw ∈ W に対応する切断という。
すると、w ∈ W に対応する切断 sと tに対して、dw = 0であること

から、
∇s = −Kt, ∇t = −Hs

が成り立つことがわかる。この式から、W に属する f ∗Q → M の切断
tに対して、

∆t−Hτ(f)s + At = 0

が成り立つことを導くことができる。定理 1.2はこの式からすぐに導か
れる。
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球面の時には引き戻し束 f ∗Q → M の階数が 1であることから全く
問題とならなかったが、f ∗Q → M は誘導接続に対して、一般にはホ
ロノミー既約ではない。そこで、誘導接続のホロノミー群に対応する
f ∗Q → M の部分束への分解

f ∗Q = V1 ⊕ · · · ⊕ VL

を f ∗Q → M のホロノミー分解ということにする。各部分束への直交
射影を πl : f ∗Q → Vlとおく。

定義 3.2. 任意の l = 1, 2, · · · , Lに対して、πlA = Aπlが成立している
ときに、平均曲率作用素A ∈ Γ (Hom f ∗Q) はホロノミー分解と適合し
ているという。換言すれば、Aがホロノミー分解と適合しているとは、
ベクトル束の準同型として、

A = A1 + A2 + · · ·+ AL, Al ∈ Γ (Hom Vl)

が成り立つことである。

すると次の定理を得る。

定理 3.3. 定理 1.2の仮定に加えて、平均曲率作用素 Aが引き戻し束
f ∗Q → M のホロノミー分解 f ∗Q = V1 ⊕ · · · ⊕ VL と適合していると仮
定する。このとき、次の２条件は互いに同値である。

(1) f : M → Grp(W )が調和写像であり、かつAl = −hlIdVl
をみた

す L個の関数 hl(l = 1, · · · , L)が存在する。
(2) L個の関数 hl(l = 1, · · · , L)が存在し、W に属する任意の切断 t
に対して、

∆πl(t) = hlπl(t)

が成り立つ。
この条件の下、

2e(f)(x) =
L∑

l=1

qlhl(x),

が成立する。ただし、qlは Vl → M の階数である。

定理 1.3はこの定理の系として得られる。
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