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極大面

L3を (+,+,−)型の 3次元Minkowski空間とする. L3内の空間的曲面で, 平均曲率が
恒等的に消えているものを極大曲面という. 完備な極大曲面は平面に限られることが知
られている ([1]) が, ある種の特異点を許容しその上で改めて完備性を定めることで, 完
備な例が豊富に存在し大域的に興味深い性質を持つことが分かってきている ([2, 3, 9]).
極大曲面は, 3次元 Euclid空間 R3内の極小曲面と類似の表現公式をもつ. すなわち,

M をRiemann面, gをM 上の有理型関数, φをM 上の正則 1形式で, (|g|−1 + |g|)2|φ|2
がM 上の正定値計量を定め, かつ |g|は恒等的には 1にならないものとする. このとき,
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φ : M −→ L3 (1)

は特異点をもつ極大曲面になる ([5]).
このような曲面を極大面と呼ぶ ([9]). (g, φ)をXのWeierstrass data, gをXのGauss
写像という. XによるM への誘導計量は ds2 =

(|g|−1 − |g|)2 |φ|2/4 で与えられる. 従っ
て, Xの特異点集合は {p ∈ M ; |g(p)| = 1}となる. R3の極小曲面と L3の極大面とは局

所的に類似の性質を多く持つが, 大域的には様々な違いが生ずる. 例えば [6]では, 極小
曲面にはない極大面独自の例が構成されている.

定義 1 ([9]). X : M → L3 を極大面, ds2 を X によるM への誘導計量とする. M 上

のコンパクトな台をもつ対称 (0, 2)テンソル場 T が存在して, ds2 + T がM の完備な

Riemann計量になるとき, X を完備な極大面と呼ぶ.

X : M → L3を完備な極大面, (g, φ)をそのWeierstrass dataとする. このときあるコン
パクトRiemann面M と有限個の点 p1, . . . , pn ∈ M が存在して, M はM −{p1, . . . , pn}
と双正則になる ([9]). p1, . . . , pnは X のエンドに対応する (コンパクトな極大面は存在
しない). さらに, gと φはM に有理型に拡張される.
本稿の目的は向き付け不可能な極大面の考察である.

定義 2. M ′を向き付け不可能な曲面とする. X ′ : M ′ → L3が向き付け不可能な極大面

であるとは, Riemann面M と二重被覆 π : M → M ′が存在して, X = X ′ ◦ π : M → L3

が極大面になることである. さらにX が完備のとき, X ′は完備であるという.

本稿の内容は, Fraccisco J. López氏 (グラナダ大学) との共同研究の成果 [4]による.
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X ′ : M ′ → L3 を向き付け不可能な極大面, π : M → M ′ をM ′ の二重被覆とする.
(g, φ)を向き付け可能な極大面X = X ′ ◦ πのWeierstrass dataとする. I : M → M を

πに関する反正則デッキ変換とすると, M の各点 pに対してX ◦ I(p) = X(p) が成り立
つ. これは

g ◦ I =
1
ḡ
かつ I∗φ = φ̄. (2)

が成り立つことと同値である.

Gauss写像

定義 3. X ′ : M ′ → L3 を向き付け不可能な極大面, π : M → M ′ をM ′ の二重被覆と
する. gを向き付け可能な極大面X = X ′ ◦ πの Gauss写像とする. C ∪ {∞}上の変換
A : C∪{∞} → C∪{∞}をA(z) = 1/z̄で定める. また, p0 : C∪{∞} → (C∪{∞})/〈A〉
を自然な射影とする. このとき,

M
g−−−−→ C ∪ {∞}

π

y
yp0

M ′ ĝ−−−−→ (C ∪ {∞})/〈A〉
が可換となる共形写像 ĝ = M ′ → (C ∪ {∞})/〈A〉 が一意に存在する. この ĝを X ′ の
Gauss写像と呼ぶ.

向き付け不可能な極大面X ′ : M ′ → L3が完備ならば, ĝはM ′の各エンドに共形的に
拡張される. さらに ĝの写像度は g : M → C ∪ {∞}の写像度と等しくなる.

主結果

向き付け不可能な完備極大面のGauss写像に関して, 次の結果を得た.

定理 4 ([4]). X ′ : M ′ → L3を向き付け不可能な完備極大面, ĝ : M ′ → (C ∪ {∞})/〈A〉
をX ′のGauss写像とする. このとき, ĝの写像度は 4以上の偶数になる.

注意 5. R3の向き付け不可能な完備極小曲面の場合は, ĝの写像度とM ′のコンパクト
化の Euler数との偶奇が等しくなることが知られている ([7]).

定理を示すために, 次の 2つの事実を用いる.

事実 6 ([7]). M1, M2を境界のないコンパクト 2次元多様体とし, p : M1 → M2を分岐

被覆とする. χ(M2)が奇数ならば, χ(M1) ≡ deg p (mod 2)が成り立つ.

事実 7 ([8]). M をコンパクト Riemann面, I : M → M を固定点のない反正則対合と

する. このとき, M 上の有理型関数 hで h ◦ I = −1/h̄をみたすものが存在する.
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定理の証明の概略. π : M → M ′ をM ′ の二重被覆, I : M → M を πに関する反正則

デッキ変換, gを向き付け可能な極大面X = X ′ ◦ πのGauss写像とする. M のコンパク

ト化をM で表す. 事実 7により h ◦ I = −1/h̄をみたすM 上の有理型関数 hが存在す

る. そのような hを 1つとる. 必要ならばMöbius変換 L(z) = (z + a)/(āz − 1)との合
成を考えることにより, hは gの零や極で零も極ももたないと仮定できる. そこでM 上

の有理型関数GをG(p) = g(p)h(p) (p ∈ M)で定めると,

G ◦ I = (gh) ◦ I = (g ◦ I)(h ◦ I) = (1/ḡ)(−1/h̄) = −1/Ḡ

であるから, 事実 6により

χ(M ′) ≡ deg h (mod 2), χ(M ′) ≡ deg G (mod 2)

が成り立つ. deg G = deg(gh) = deg h + deg gであるから

deg h ≡ deg h + deg g (mod 2).

よって deg ĝ = deg gは偶数になる. さらに deg ĝ = 2の例が存在しないことも示すこと
ができる.

例

ĝの写像度が 4で, M ′がMöbiusの帯またはKleinの壺から 1点を除いたもののとき,
我々は極大面の構成と分類を行った.

例 8 (Möbiusの帯). M = C− {0}, I(z) = −1/z̄とする.

(i) Weierstrass data (g, φ)を

g = z3 z − 1
z + 1

, φ = i
z2 − 1

z2
dz

で定めると (1)はM 上 well-definedであり, (g, φ)は (2)をみたす. よって π : C ∪
{∞} → RP2 = (C∪{∞})/〈I〉を自然な射影としてX ′ : M ′ = RP2−{π(0)} → L3

をX = X ′ ◦ πで定めると, X ′ : M ′ → L3は向き付け不可能な完備極大面を定める

(図 1の左参照).

(ii) Weierstrass data (g, φ)を

g = z
(rz − 1)(sz − 1)(tz − 1)

(z + r)(z + s̄)(z + t̄)
,

φ = i
(rz − 1)(z + r)(sz − 1)(z + s̄)(tz − 1)(z + t̄)

z4
dz

で定める. ただし r > 0, s, t ∈ C− {0}は定数で

r2 + s2 + t2 + 4rs + 4st + 4tr = 0
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かつ

(r2 − 1)
{
(|s|2 − 1)(|t|2 − 1)− st̄− s̄t

}
= r

{
(|s|2 − 1)(t + t̄) + (|t|2 − 1)(s + s̄)

}

をみたすものとする. このとき (1)はM 上 well-definedであり, (g, φ)は (2)をみ
たす. よって (i) と同様にX ′を定めるとこれは向き付け不可能な完備極大面を定
める (図 1の右参照).

図 1: Möbiusの帯型の極大面. 左: 例 8の (i). 右: 例 8の (ii) (r = 1, s = e2πi/3,
t = e−2πi/3).

定理 9 ([4]). deg ĝ = 4でMöbiusの帯型の極大面はこれらの例に限る.

例 10 (Kleinの壺−{1点 }). r ∈ R− {0}を定数として,

M =
{

(z, w) ∈ (C ∪ {∞})2 ; w2 = z
rz − 1
z + r

}

とおく. M は種数 1のコンパクト Riemann面である. M = M − {(0, 0), (∞,∞)}とす
る. I : M → M を I(z, w) = (−1/z̄,−1/w̄)で定める.

g = w
z + 1
z − 1

, φ = i
z2 − 1

z2
dz

とすると, (g, φ)は (2)をみたし, さらに (1)がM 上 well-definedになるような r が 2
つ存在する. よって π : M → RP2#RP2 = M/〈I〉を自然な射影として X ′ : M ′ =
(RP2#RP2)−{π(0, 0)} → L3をX = X ′ ◦ πで定めると, X ′ : M ′ → L3は向き付け不可

能な完備極大面を定める (図 2参照).

定理 11 ([4]). deg ĝ = 4で 1つのエンドをもつ Kleinの壺型の極大面は, この 2つに
限る.
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図 2: 1つのエンドをもつKleinの壺型の極大面. 左: r ≈ 0.17137. 右: r ≈ 0.691724.
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