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概 要

本稿では，3次元双曲型空間の完備平坦波面の大域的性質として，双曲的Gauss写像の分岐評
価とそのことを応用として得られる除外値数の評価を紹介する．

1 序

3次元双曲型空間H3の平坦曲面の研究はこの十年で大きく進展した．実際，Gálvez, Mart́ınez

とMilán [GMM]はH3の平坦波面に対するWeierstrass型の表現公式を与えた．また，國分雅敏

氏，梅原雅顕氏と山田光太郎氏は，[KUY1], [KUY2]において，ある種の特異点を許した平坦波面

と呼ばれるクラスの大域的性質を与えた（波面の微分幾何的性質については [SUY]を見よ）．特に，

双曲的Gauss写像による平坦波面の表現公式や完備なクラスにおける Osserman型不等式など双

曲的Gauss写像の性質が平坦波面の大域的性質に大きくかかわることを示す結果を与えた．また，

この他にも平坦波面における特異点の判定条件 [KRSUY]やそのエンドの挙動 [KRUY2]，焦面の

性質（[Ro], [KRUY1]）など興味深い結果が出されている．しかし，これまで双曲的 Gauss写像

の値分布についての結果は存在していなかった．

我々はこれまで曲面の Gauss写像の値分布論的性質を調べてきた．特に，Nevanlinna [Ne]に

よって定義された，除外値数の拡張に当たる完全分岐値数について，[Ka1]では 2.5となる代数的

極小曲面が存在することを指摘し，[KKM]では，R3の（擬）代数的極小曲面のGauss写像の完

全分岐値数に，[Ka2]では，4次元Euclid空間R4の（擬）代数的極小曲面のGauss写像に，そし

て [Ka3]では，H3の（擬）代数的CMC-1曲面の双曲的Gauss写像に，それぞれ幾何的量による

上限を与えた．

本稿では，H3の完備平坦波面の双曲的 Gauss写像の値分布論的性質として，[Ka4]で示した，

その写像の完全分岐値数の幾何的量による評価式を与える．また，その結果を応用することで，い

くつかの位相型において，双曲的Gauss写像の除外値数の上限を与えることができるので，その

結果も合わせて紹介する．
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2 準備：3次元双曲型空間の平坦波面とその完備性

本節では，主結果を理解する上で必要なH3の完備平坦波面の基本的な性質について復習する．

詳細については，[GMM]， [KRSUY]， [KRUY1]， [KRUY2]， [KUY1]， [KUY2] を参照せよ．

L4を 4次元 Lorentz-Minkowski空間とし，その Lorentz内積を

〈(x0, x1, x2, x3), (y0, y1, y2, y3)〉L = −x0y0 + x1y1 + x2y2 + x3y3 .

で定めることとする．このとき，3次元双曲型空間H3は L4の双曲面

H3 = {(x0, x1, x2, x3) ∈ L4 | − (x0)2 + (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = −1, x0 > 0}

と見ることができる．実際，L4からの Lorentz内積を誘導することで，H3は単連結完備で断面

曲率が−1の Riemann多様体となる．単位接ベクトル束 T 1H3 ⊂ H3 × S3
1 ⊂ L4 × L4 （ここで，

S3
1 = {x ∈ L4 | 〈x, x〉L = 1}とする）となるので，H3の波面は次のように定義される．

定義 2.1. 2次元多様体MからT 1H3へのLegendreはめ込みL，つまり，L = (f, n) : M → L4×L4

で次の 3つの条件を満たす写像を考える：

(1) 〈f, f〉L = 1，〈f, n〉L = 0，〈n, n〉L = 0 .

(2) Lがはめ込みである．

(3) L∗(contact form) = 0，つまり，〈df, n〉L = 0 .

この Legendreはめ込み L = (f, n)のH3への射影 f を波面（フロント，front）と呼ぶ．

M からH3へのはめ込みは明らかに波面である．また，特異点を持つ場合にも波面となる例が

沢山存在するので，波面は通常の曲面よりも広いクラスである．そこで，波面における平坦性を

次のように定義する．

定義 2.2. 波面 f : M → H3が平坦（flat）であるとは，特異点を除いた部分ではGauss曲率が 0

となるときをいう．

平坦波面は第二基本形式に同調する複素構造をもつ．以下，Mをこの複素構造を用いてRiemann

面とみなす．

次に双曲的 Gauss写像を定義する．波面 f : M → H3に対して，f ± nはそれぞれ光的ベクト

ルとなる．そこで，f ± nの定める理想境界 ∂H3 の元を [f ± n]と書く．∂H3 は Riemann球面

C ∪ {∞}と同一視することができるので，[f ± n] : M → C ∪ {∞}とみなすことができる．これ
を双曲的Gauss写像（hyperbolic Gauss map）と呼び，[f ± n]をそれぞれG，G∗と書くことと

する．平坦波面についてはさらに次のことが成り立つ．

定理 2.3. 平坦波面 f : M → H3の双曲的Gauss写像G，G∗はともにM 上の有理型関数となる．

最後に平坦波面における完備性とその大域的性質を紹介する．
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定義 2.4. f : M → H3を平坦波面，ds2を f の第一基本形式とする．このとき，M 上コンパクト

な台をもつ対称 (0, 2)テンソル場 T が存在して，ds2 + T がM 上の完備なRiemann計量となると

き，f は完備（complete）であるという．

この定義による完備性の特徴として，特異点集合がコンパクトであることや任意の発散路が無

限大の長さをもつことが挙げられる．また，平坦波面 f : M → H3が完備なとき，種数 γのコン

パクトRiemann面Mγと有限個（k個）の点 p1 . . . , pk ∈ Mγが存在し，M はMγ\{p1 . . . , pk}と
正則同型となる（[Hu], [GMM], [KUY2]）．この有限個の点が波面 f のエンドに対応する．エン

ドが正則（regular）であるとは，双曲的Gauss写像がそのエンドで有理型に拡張できるときをい

う．すべてのエンドが正則のとき，次のOsserman型不等式が成り立つ．

定理 2.5 (Kokubu-Umehara-Yamada [KUY2]). f : M = Mγ\{p1 . . . , pk} → H3を完備平坦波面

とし，そのエンドがすべて正則であるとする．d，d∗をそれぞれG, G∗のMγ上の次数とする．こ

のとき，

d + d∗ ≥ k

が成り立つ．さらに等号成立するとき，すべてのエンドが埋め込みとなる．

3 主結果：双曲的Gauss写像の分岐評価とその応用

主結果を述べる前に，有理型関数の完全分岐値数の定義を確認する．

定義 3.1 (Nevanlinna [Ne]). hをRiemann面M 上の有理型関数とする．値 b ∈ C ∪ {∞}が hの

完全分岐値（totally ramified value）であるとは，bが hの除外値か，bの hによる逆像の点がすべ

て hの分岐点になるときをいう．hの完全分岐値の集合を {a1, . . . , ar0 , br0+1, . . . , br0+l0} とする．
ここで，aiは除外値，biは除外値でない完全分岐値とする．aiについては νi = ∞, biについては

h−1(bi)の各点における hの重複度の最小値を νiとする．特に νi ≥ 2である．このとき，hの完

全分岐値数（totally ramified value number）νhを

νh =
∑

ai,bi

(
1− 1

νi

)
= r0 +

l0∑

i=1

(
1− 1

νi

)

で定義する．

この数は，Nevanlinna理論における欠除指数（defect）に対応するものである（詳しくは，[JR],

[Ne], [NO], [Ru]を参照せよ）．我々は，H3の完備平坦波面の双曲的Gauss写像の完全分岐値数

について，次の幾何的量による評価を得ることができた．

定理 3.2 ([Ka4]). f : M = Mγ\{p1 . . . , pk} → H3を完備平坦波面とし，その双曲的 Gauss写像

をG，G∗とする．今，GとG∗がともに非定数で，νG > 2かつ νG∗ > 2 ならば，

1
νG − 2

+
1

νG∗ − 2
≥ k

2γ − 2 + k
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が成り立つ．

この結果の興味深い点は，評価式の右辺の幾何的量に双曲的Gauss写像の情報が現れず，すべ

て曲面の位相的量で表されていることである．証明は，我々が [KKM]で得られた分岐評価をG，

G∗に適用し，先に紹介したOsserman型不等式（Theorem2.5）と組み合わせることで得られる．

この評価を幾つかの位相型に適用することで，次のような双曲的Gauss写像の除外値数による非

存在定理を示すことができる．

系 3.3 ([Ka4]). f : M = Mγ\{p1 . . . , pk} → H3を完備平坦波面とし，その双曲的 Gauss写像を

G，G∗とし，DG, DG∗ をそれぞれG，G∗の除外値数とする．このとき，次のことが成り立つ．

(1) γ = 0で，DG ≥ 4かつDG∗ ≥ 4となる完備平坦波面は存在しない．

(2) γ = 1で，DG ≥ 5かつDG∗ ≥ 5となる完備平坦波面は存在しない．

これらの結果が最良の評価であるかどうかは重要な問題であるが，まだわかっていない（[Ka4]

では，最良の評価が成り立つときの完備平坦波面の位相的条件を与えている）．
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