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本研究は橋本英哉先生との共同研究である.

1 目的

四元数 H の直和を O = H ⊕H , ε = (0, 1) とおく. O に次の積構造を導入した代数を

ケーリー代数とよぶ. (a + bε)(c + dε) = (ac− d̄b) + (da + bc̄)ε, ここに a, b, c, d ∈ Hを表

す. ” ¯ ” は H の共役を表す. O は非可換で非結合的で交代的な可除代数となる.

O の積を保つ自己同型群として G2 を

G2 = {g ∈ SO(8) | g(uv) = g(u)g(v) for ∀u, v ∈ O}

と定義する. g(1) = 1 よりG2 ⊂ SO(7) であり, G2 は 14次元のコンパクトな例外型単純

Lie群となることが知られている.

可符号 6次元多様体 M からケーリー代数の純虚数部分

Im O = {x ∈ O | < x, 1 >= 0} ∼= R7

への 2つのはめ込みを ϕ : M ↪→ Im O, ϕ′ : N ↪→ Im O とする. ϕ と ϕ′ が SO(7)-合同

であるとは h ∈ SO(7), b ∈ R7 , ψ : M → N : orientation preserving diffeo, が存在して,

h ◦ ϕ + b = ϕ′ ◦ ψ を満たすことである. SO(7) を G2 に変更した時G2-合同とよぶ. G2-

合同ならば SO(7)-合同になることに注意する.

本研究の目的はリーマン等質な超曲面 ϕ : M ↪→ Im O に対して次の商空間 (G2-合同類

の為すmoduli空間) を考えることである.

{g ◦ ϕ : M ↪→ Im O|g ∈ SO(7)}/ ∼G2

2 G2-合同定理

C ⊗R O の基底を

N =
1

2
(1−√−1ε), E1 = iN, E2 = jN, E3 = −kN,

N̄ =
1

2
(1 +

√−1ε), Ē1 = iN̄ , Ē2 = jN̄ , Ē3 = −kN̄,

とおく. このとき (ε, E, Ē)は C⊗R Im O の基底となる. ここに E = (E1, E2, E3), Ē =

(Ē1, Ē2, Ē3) を表す. Lie群 G2 の EndR(Im O) への表現 ρ : G2 ↪→ EndR(Im O) を
∀u ∈ Im O に対して

ρ(g)(u) = g(u)
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と定義する. 群作用 ρ(g) を complex linear に拡張し
(
u f f̄

)
=

(
ρ(g)(ε) ρ(g)(E) ρ(g)(Ē)

)

と定めると, (u, f, f̄) は G2 上の M7×7(C) に値を持つC∞ 級関数となる.

Proposition [Bryant] G2 の Maurer Cartan form は

d
(
u f f̄

)
=

(
u f f̄

)



0 −√−1tθ̄
√−1tθ

−2
√−1θ κ [θ̄]

2
√−1θ̄ [θ] κ̄




となる. ただし θ = t
(
θ1 θ2 θ3

)
はM3×1(C) に値をもつ 1-form , κ は su(3) に値をも

つ 1-form を表す.

2つの超曲面 (M, ϕ), (N, ϕ′) が SO(7)-合同ならば

gM = ψ∗gN , IIϕ = ψ∗IIϕ′

を満たす. また逆も成立する.

はめ込み ϕ : M ↪→ Im O に対して,単位法ベクトル場 ξ と O の積を用いてM 上の概

複素構造 J を ∀X ∈ TpM (p ∈ M) に対して ϕ∗(JpX) = ϕ∗(X)ξ と定める.

2つの超曲面 (M, ϕ), (N, ϕ′) がG2-合同ならば

gM = ψ∗gN , IIϕ = ψ∗IIϕ′ , Jϕ = ψ∗
−1 ◦ Jϕ′ ◦ ψ∗,

ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 = ψ∗(ω1′ ∧ ω2′ ∧ ω3′)

を満たす. また ωi, ωi′ (i = 1, 2, 3) はそれぞれM 上と N 上の fi, fi
′ の dual 1-form,

ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 と ω1′ ∧ ω2′ ∧ ω3′ はそれぞれM 上と N 上の complex volume form を表す.

Theorem 1 (M, ϕ), (N, ϕ′) を２つの Im O 内の超曲面とする. M から N への ori-

entation presreving diffeo ψ が存在して,

gM = ψ∗gN , Jϕ = ψ∗
−1 ◦ Jϕ′ ◦ ψ∗, ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 = ψ∗(ω1′ ∧ ω2′ ∧ ω3′)

を満たすとき (M, ϕ) と (N, ϕ′) は G2-合同である.

3 G2-orbits

6次元球面 S6, 5次元球面 S5 は等質空間として

S6 ∼= G2/SU(3), S5 ∼= SU(3)/SU(2)

と表示することができる. これより, Im O 内の oriented o.n.2-frames の為す Stiefel 多様

体 V +
2 (Im O) は

V +
2 (Im O) ∼= G2/SU(2)

( ∼= SO(7)/SO(5)
)

2



Im O 内の oriented 2-palne の為す Grassmann 多様体 G+
2 (Im O) は

G+
2 (Im O) ∼= G2/U(2)

( ∼= SO(7)/SO(2)× SO(5)
)

と表示できる. R7内のoriented o.n.3-framesの為す Stiefel多様体V +
3 (R7) ∼= SO(7)/SO(4),

R7 内の oriented 3-palne の為す Grassmann 多様体G+
3 (R7) ∼= SO(7)/SO(3)× SO(4) は

一般にはG2 の軌道としては表示できない. ここでは G+
3 (R7) を以下のように G2 で軌道

分解する. 任意の 3次元ベクトル空間 V ∈ G+
3 (R7)とし, その正規直交基底を {e1, e2, e3}

とする. この時 g ∈ G2 が存在して,

g(i) = e1, g(j) = e2

を満たす.

(1) g(k) 6= e3 ならば dim
(
spanR{g(k), e3}

)
= 2 である. このとき

< g(k), u >= 0

を満たす単位ベクトル u ∈ spanR{g(k), e3} を取ることができる. < g(k), e3 >=

cos θ (0 < θ < π) とおくと

e3 = cos θ · g(k) + sin θ · u
となる. u ∈

(
spanR{g(i), g(j), g(k)}

)⊥
なので, 特に u = g(ε) とおくことができ,

e3 = g(cos θ · k + sin θ · ε)
となる.

(2) g(k) = e3 は θ = 0 の場合に対応する. このとき V = spanR{e1, e2, e3} は
associative plane となり, G2 の軌道として表示できる.

従って

V = span{g(i), g(j), g(cos θ · k + sin θ · ε)}
を得る.

Theorem 2 ϕk : Sk ×R6−k ↪→ Im O を Im O 内のリーマン等質な超曲面 (一般化され

た柱面)とする. ただし, Sk は原点を中心とする半径１の k 次元球面を表し, Rm は m

次元ユークリッド空間を表す. このとき次が成立する. ここで, tr(tĀA), tr(tB̄B) は第 2

基形式の J に関する分解の (2, 0)part と (1, 1)part の長さを表す.

1. 誘導される概複素構造はただ 1つ, かつ, 等質な超曲面

(M,ϕk) Aut(M, J, g) Iso+(M) tr(tB̄B) tr(tĀA)

R6 R6 o SU(3) R6 o SO(6) 0 0

S1 ×R5 U(2)nR5 SO(2)× (SO(5)nR5) 1/16 1/16

S5 ×R1 SU(3)×R1 SO(6)×R1 9/16 1/16

S6 G2 SO(7) 3/4 0
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2. 誘導される概複素構造はただ 1つ, かつ, 等質ではない超曲面

(x1, x2, y0, y1q) ∈ R2 × S4 (q ∈ S3, y0
2 + y1

2 = 1) に対して ϕ4 : R2 × S4 → Im O

を ϕ4(x1, x2, y0, y1q) = y0i + x1j + x2k + y1qε と定義する. このとき

tr(tB̄B) = (3 + y2
0)/2, tr(tĀA) = y2

1/2.

ここで, Iso+(R2 × S4) = (R2 o SO(2)) × SO(5) であり, Aut(R2 × S4, J, g) =

R2 o U(2) である.

3. 誘導される概複素構造の族は変形を持ち, かつ, それらはすべて等質な超曲面

(qiq̄, y0, y1, y2, y3) ∈ S2 ×R4 (q ∈ S3) に対して, 変形するパラメーターを α (0 ≤
α ≤ π/3) とし, 写像 (ϕ2)α : S2 ×R4 → Im O を

(ϕ2)α(qiq̄, y0, y1, y2, y3)

= cos α(qiq̄) + sin α(qiq̄)ε

+ y0ε + y1(− sin αi + cos αiε) + y2(− sin αj + cos αjε) + y3(− sin αk + cos αkε),

と定義する. このとき

tr(tB̄B) = (1 + cos2 3α)/2, tr(tĀA) = (1− cos2 3α)/2.

ここで, Iso+(S2 × R4) = SO(3) × (SO(4) n R4) であり, Aut(S2 × R4, J, g) =

Sp(1)nR4 である.

注意 上記の {α | 0 ≤ α < π/3} がG2-合同類の為すmoduli空間に対応する.

4. 誘導される概複素構造の族は変形を持ち, それらは等質ではない超曲面 (ただし,

α = 0 の時は等質である )

(q0, q1, q2, q3, x1, x2, x3) ∈ S3 × R3 に対して, 変形するパラメーターを α(0 ≤ α ≤
π/2) とし, 写像 (ϕ3)α : S3 ×R3 → Im O を

(ϕ3)α(q0, q1, q2, q3, x1, x2, x3) = x1(cos αi + sin αiε) + x2j + x3k

+ q0(− sin αi + cos αiε) + (q1i + q2j + q3k)ε,

と定義する. ただし q0
2 + q1

2 + q2
2 + q3

2 = 1. このとき

tr(tB̄B) = {2(1− q1
2) sin2 α + 3}/16, tr(tĀA) = {−2(1− q1

2) sin2 α + 3}/16.

ここに A =
√

1− q0
2 sin2 α. 従って S3 ×R3 上の誘導される概エルミート構造は

0 < α < π/2 のとき等質ではない.

注意 上記の {α | 0 ≤ α < π/2} がG2-合同類の為すmoduli空間に対応する.
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