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論文 [5]において Y.-G. Ohは Hermite対称空間内の Lagrange部分多様体についてタイト性の
概念を定義し，複素射影空間CPn内の大域的にタイトな Lagrange部分多様体は全測地的なRPn

に限ることを示した．一方，大域的なタイト性の無限小版である局所的なタイト性については，竹
内-小林 [8]がコンパクト型 Hermite対称空間の実形は局所的にタイトであることを示している．
Düistermaat [1]は竹内-小林の結果をシンプレクティック幾何の観点から拡張し，コンパクトな等
質Kähler多様体の実形は局所的にタイトであることを示している．
本稿で，Ohによるタイト性の概念を等質 Kähler多様体の場合に拡張し，旗多様体 Fn(Cn)内

の実旗多様体として与えられる実形 Fn(Rn)とその正則等長変換群による像との交叉を決定する．
その帰結として，Fn(Rn)が大域的にタイトな Lagrange部分多様体であることを示す．本研究は
入江博氏（東京電機大学）との共同研究である．

1 実形の大域的タイト性

Lagrange部分多様体 Lは連結，コンパクト，境界なしで埋め込まれたものとする．Oh [5] によ
る大域的タイト性の概念は，次のように等質Kähler多様体で考えるのが自然である．

定義 1.1. (M = G/K,ω, J)を等質 Kähler多様体とし，LをM の Lagrange部分多様体とする．
Lと gLが横断的に交わるようなM の任意の正則等長変換 g ∈ G について

#(L ∩ gL) = SB(L,Z2) (1.1)

が成り立つとき，Lは大域的にタイト (globally tight)であるという．ここで，SB(L,Z2)は Lの
Z2係数のベッチ数の和を表す．
また，恒等変換に近い g ∈ Gで Lと gLが横断的に交わるものについて常に (1.1)が成り立つと

き，Lは局所的にタイト (locally tight)であるという．

Lagrange部分多様体のタイト性の概念をこのように定義する動機として，次の Lagrage交叉理
論におけるArnold-Giventalの不等式がある．

定理 1.2 (Oh [6, 7], Fukaya-Oh-Ohta-Ono [2]). G/K をコンパクトな等質 Kähler多様体とし，
LをG/K の半正な実形とする．Lと ϕ(L)が横断的に交わるような任意の Hamiltonイソトピー
ϕ ∈ Ham(G/K)に対して，不等式

#(L ∩ ϕ(L)) ≥ SB(L,Z2)

が成り立つ．
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つまり，大域的タイトな Lagrange部分多様体は正則等長変換で動かす範囲においてはArnold-

Giventalの不等式の等号を満たす．
ここで，Lagrange部分多様体のタイト性に関して，現在までに得られている結果をまとめてお

く．まず，複素射影空間内の (局所的および大域的)タイトな Lagrange部分多様体はOh [5]によ
り分類されている．また，論文 [4]では 2次元の複素 2次超曲面 Q2(C) ∼= S2(1) × S2(1)のタイ
トな Lagrange部分多様体を分類した．他に大域的タイトな Lagrange部分多様体の例としては，
Howard [3]がRPn ⊂ CPn の大域的タイト性を示している．最近，田崎 [10]はQn(C)の実形の交
叉を決定し，その大域的タイト性を示した．さらに，田中-田崎 [9]はコンパクト Hermite対称空
間の実形の大域的タイト性を証明している．今回の旗多様体の例は，Hermite対称空間の実形以
外での大域的にタイトな Lagrange部分多様体の例となる．

2 旗多様体の実形の交叉と大域的タイト性

Cn内の複素部分空間の列 V1, V2, . . . , Vn−1が dimC Vi = i (i = 1, 2, . . . , n − 1)かつ V1 ⊂ V2 ⊂
· · · ⊂ Vn−1 ⊂ Cnを満たすとき，(V1, V2, . . . , Vn−1)を Cnの旗と呼び，Cn内の旗全体のなす集合
を Fn(Cn)と表す．Fn(Cn)には U(n)が推移的に作用し，等質空間として Fn(Cn) ∼= U(n)/Tnと
表される．ここで，Tn ∼= U(1)× · · ·U(n)は U(n)の極大トーラスである．Fn(Cn)には等質空間
U(n)/TnからKähler多様体の構造が誘導され，これを旗多様体と呼ぶ．
一方，Rn内の部分空間の列W1,W2, . . . ,Wn−1が dimRWi = i (i = 1, 2, . . . , n− 1)かつW1 ⊂

W2 ⊂ · · · ⊂ Wn−1 ⊂ Rnを満たすとき，(W1,W2, . . . ,Wn−1)をRnの旗と呼び，Rn内の旗全体の
なす集合を Fn(Rn)と表す．Fn(Rn)には O(n)が推移的に作用し，Tn ∩ O(n) ∼= (Z2)

nがイソト
ロピー部分群になる．したがって，Fn(Rn)には等質空間O(n)/(Z2)

nから多様体構造が誘導され，
これを実旗多様体と呼ぶ．
U(n)には行列の各成分の複素共役をとる作用として対合的な自己同型 σ̃が定まる．これは極大

トーラスTnを保存することから，U(n)/Tnの反正則な対合的等長変換σを誘導する．O(n) ⊂ U(n)

が σ̃の固定点集合であるから，σによる U(n)/Tnの固定点集合はO(n)/(Tn ∩O(n)) となる．つ
まり，Fn(Rn)は Fn(Cn)の実形である．
実形 Fn(Rn)の Fn(Cn)への埋め込みは各部分空間の複素化により

Fn(Rn) −→ Fn(Cn)

(V1, . . . , Vn−1) 7−→ (V C
1 , . . . , V C

n−1)

と記述できる．

補題 2.1. V を Cnの Lagrange部分空間とする． このとき，Rnの正規直交基底 v1, · · · , vnおよ
び θ1, · · · , θn ∈ Rが存在して，

V = {e
√
−1θ1v1, . . . , e

√
−1θnvn}R

と表すことができる．

証明 U(n)/O(n)の極大トーラスの共役性による．

この補題を用いると，実形 Fn(Rn)と合同な Lagrange部分多様体は

gFn(Rn) = Fn(gRn), g ∈ U(n)

2



と表される． ここで，補題 2.1より，Rnの正規直交基底 v1, · · · , vnおよび θ1, · · · , θn ∈ Rが存在
して，gRn = {e

√
−1θ1v1, . . . , e

√
−nθnvn}R と表すことができる．これより，Fn(Rn)と Fn(gRn)が

横断的に交われば，その交叉 Fn(Rn) ∩ Fn(gRn) には集合{(
{vi1}C, {vi1 , vi2}C, . . . , {vi1 , . . . , vin−1}C

) ∣∣∣ {i1, i2, . . . , in} = {1, 2, . . . , n}
}
⊂ Fn(Cn) (2.1)

が含まれる．この要素の個数は n!である．
実は，交叉は上のものに限ることがわかる．

定理 2.2. 旗多様体 Fn(Cn)において，実形 Fn(Rn)と Fn(gRn) が横断的に交わるならば，その交
叉 Fn(Rn) ∩ Fn(gRn) は (2.1)に一致する．

証明 旗多様体Fn(Cn)において，実形Fn(Rn)とFn(gRn)が横断的に交わるとする．点 (V1, . . . , Vn−1) ∈
Fn(Rn)と点 (W1, . . . ,Wn−1) ∈ Fn(gRn)を任意に取る．この 2点が Fn(Cn)で一致しているとき，
それが交点集合 (2.1)に含まれることを示せばよい．いま，

Fn(Cn) ⊃ Fn(Rn) ∩ Fn(uRn) :横断的

∈ ∈

(V C
1 , . . . , V C

n−1) = (WC
1 , . . . ,W

C
n−1)

である．
まず，第 1成分 V1,W1に着目する．0でないベクトル z1 ∈ V1と w1 ∈ W1をとり

z1 =

n∑
i=1

zi1vi (zi1 ∈ R)

w1 =

n∑
i=1

wi
1v1 (wi

1 ∈ R)

と表す．このとき，V C
1 = WC

1 より，0でない c1 ∈ Cが存在して

c1z1 = w1

となる．したがって，
c1z

i
1 = wi

1e
√
−1θi (i = 1, 2, . . . , n)

となる．z11 , . . . z
n
1 のうち少なくとも 1つは 0ではないので，今 zi11 ̸= 0であるとする．このとき，

ある j(̸= i1)について zj1 ̸= 0であると仮定すると

c1 =
wi1
1

zi11
e
√
−1θi1 =

wj
1

zj1
e
√
−1θj

となる．ここで，zi1, w
i
1 (i = 1, 2, . . . , n)は実数であるから θi1 = θj (mod π) となる．必要ならば

vj を−vj に取りかえることにより θi1 = θj (mod 2π)としてよい．しかしこのとき

gRn = e
√
−1θi1{vi1 , vj}R ⊕ {e

√
−1θ1v1, . . . ,

i1
⌣ , . . . ,

j
⌣ , . . . , e

√
−1θnvn}R

となり，Fn(Rn)と Fn(gRn)が横断的であることに反する．したがって，横断的であるならばすべ
ての j(̸= i1)について zj1 = wj

1 = 0となり

V C
1 = WC

1 = {vi1}C
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となる．
次に，第 2成分 V2,W2に着目する．V1 ⊂ V2, W1 ⊂ W2であるから，0でないベクトル

z2 =

n∑
i=2

zi2vi ∈ V2 (zi2 ∈ R, zi12 = 0)

w2 =

n∑
i=2

wi
2e

√
−1θivi ∈ W2 (wi

2 ∈ R, wi1
2 = 0)

をとり

V2 = {v1, z2}R
W2 = {e

√
−1θ1v1, w2}R

と表すことができる．このとき，V C
2 = WC

2 より，0でない c2 ∈ Cが存在して

c2z2 = w2

となる．したがって，
c2z

i
2 = wi

2e
√
−1θi (i = 1, 2, . . . , n)

となる．z12 , . . . z
n
2 のうち少なくとも 1つは 0ではないので，今 zi22 ̸= 0 (i2 ̸= i1)であるとする．こ

のとき，ある j(̸= i2)について zj ̸= 0であると仮定すると，上の議論と同様にして，Fn(Rn)と
Fn(gRn)が横断的であることに反することが示される．したがって，横断的であるならばすべて
の j(̸= i2)について zj2 = wj

2 = 0となり

V C
2 = WC

2 = {vi1 , vi2}C

となる．
以下，帰納的に交叉が (2.1)に一致することがわかる．

系 2.3. 旗多様体 Fn(Cn)の実形 Fn(Rn)は大域的にタイトな Lagrange部分多様体である．

L = Fn(Rn) ∼= O(n)/(Z2)
n の Poincaré多項式 P (Fn(Rn))は

P (Fn(Rn)) =

n∏
i=1

1− si

1− s

で与えられるから，
SB(L,Z2) = n!

である．よって，定理 2.2より，Lと gLが横断的に交わるならば

#(L ∩ gL) = n! = SB(L,Z2)

となり，L = Fn(Rn) は Fn(Cn)の大域的タイトな Lagrange部分多様体であることが示された．

3 あとがき

湯沢研究集会での講演時は，旗多様体 Fn(Cn)の実形 Fn(Rn)が大域的にタイトであるという結
果について，積分幾何を使った別の方法で証明を与えた．湯沢研究集会での講演の後，田崎博之先
生より有益なコメントをいただき，実形の大域的タイト性だけでなく交叉の配置も明らかになっ
た．ここで用いた証明はさらに一般化することができ，広義の旗多様体の実形についても大域的
タイト性を示すことができる．これに関して現在，田崎先生および入江氏と共同で研究を進めて
いる．
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