
Tchebychev作用素の消えない中心アファイン極小曲面

藤岡敦 (一橋大学)

§1. 序
中心アファイン極小超曲面はWang ([10]) により, Euclid空間内の非退
化中心アファイン超曲面に対する中心アファイン計量の面積積分の停留
超曲面として定義された, 中心アファイン微分幾何における研究対象であ
る. Wang自身は中心アファイン計量が定値な場合に上の面積積分の第一
変分を計算し, 原点を中心とする固有アファイン超球面は中心アファイン
極小超曲面であることを示した他, 第二変分も計算し, 中心アファイン計
量が負定値な原点を中心とする固有アファイン超球面は安定で, 原点を中
心とする楕円面は不安定であることを示した.

以下では曲面の場合に局所的に考えるが, このような状況, 即ち中心ア
ファイン極小曲面についてですら, 本質的に新しい例は余り知られていな
い. また, Schiefが [7]において示したように, 中心アファイン極小曲面は
可積分系理論的な側面ももつ.

§2. 中心アファイン微分幾何
まず, 3次元Euclid空間R3内の曲面を領域DからR3への写像 f とし
て表しておき, (x1, x2)を局所座標とする. Euclid微分幾何ではR3に標
準内積 〈 , 〉が備わっていると考えるから, 曲面 f に対する単位法ベクト
ル場 nを定めることができる. このとき, Gaussの公式はChristoffel記号
Γk

ij (i, j, k = 1, 2) を用いて

fxixj
= Γ1

ijfx1 + Γ2
ijfx2 + 〈fxixj

, n〉n (i, j = 1, 2)

と表される.

一方, アファイン微分幾何ではR3はアファイン空間であり, nに代わっ
て曲面と横断的に交わるベクトル場を考えることになる. このようなも
のとして曲面の位置ベクトルを選ぶことのできる曲面が中心アファイン
曲面である. よって, fが中心アファイン曲面のとき, 中心アファイン曲面
としてのGaussの公式は上とは異なる Christoffel記号 Γ̃k

ij (i, j, k = 1, 2)

及び中心アファイン計量とよばれる (0, 2)テンソル場 hを用いて

fxixj
= Γ̃1

ijfx1 + Γ̃2
ijfx2 − h(∂xi

, ∂xj
)f (i, j = 1, 2)

と表される.



中心アファイン曲面は中心アファイン計量が非退化, 定値, 不定値の場
合に応じて, それぞれ非退化, 定値, 不定値であるという. 上の 2式と nの
内積を取ることにより, 中心アファイン曲面が定値, 或いは不定値である
ことは Euclid Gauss曲率がそれぞれ正, 或いは負であることと同値であ
ることが分かる.

§3. 中心アファイン極小曲面
簡単のため f を不定値中心アファイン曲面とする. 局所座標として漸
近線座標 (x, y)を選んでおき, f の Euclid Gauss曲率K 及び f の原点か
らの Euclid支持関数 d = 〈f, n〉 を用いて

ρ = −1

4
log

(
−K

d4

)
とおく. このとき, ρは原点を固定する等積アファイン変換, 即ち等積中
心アファイン変換で不変な量となる. 中心アファイン計量の面積積分に対
する第一変分を計算することにより, f が中心アファイン極小であること
は ρxy = 0であることと同値であることが分かる.

或いは, f を非退化中心アファイン曲面, ∇̃を中心アファイン曲面 f の
誘導する接続, ∇̂を f の中心アファイン計量 hの Levi-Civita接続とする.

このとき, 差テンソルとよばれる (1, 2)テンソル場C及び中心アファイン
Tchebychevベクトル場とよばれるベクトル場 T が

C = ∇̃ − ∇̂, T =
1

2
trhC

により定められ, f が中心アファイン極小であることは中心アファイン
Tchebychev作用素 ∇̂T のトレースが消えることと同値であることが分
かる.

また,

T = gradhρ

が成り立つことが分かり, T = 0であることは ρが一定であることと同値
となる. Tzitzéicaは [8]において, ρが一定であるという性質が中心アファ
イン変換で不変であることを示し, ρが一定となる曲面を S曲面と名付け
たが, これは原点を中心とする固有アファイン球面に他ならない.

§4. 中心アファイン極小曲面の例
まず, 原点を中心とする固有アファイン球面は T = 0で特徴付けられる
中心アファイン極小曲面である. 特に, 原点を中心とする楕円面, 一葉双



曲面, 二葉双曲面は中心アファイン極小曲面である. また, 原点を頂点と
する楕円放物面, 原点を鞍点とする双曲放物面からそれぞれ原点を除いた
ものは T = 0ではないが ∇̂T = 0となる中心アファイン極小曲面である.

更に, Liu-Wang ([4]) は ∇̂T = 0となる中心アファイン曲面を分類し, 中
心アファイン極小曲面の例を与えた.

§5. Tchebychev作用素の消えない例
Vrancken ([9]) は ∇̂T 6= 0で T が ∇̂T の固有ベクトルとなる定値中心
アファイン極小曲面がある 1階の常微分方程式の解を用いて記述される
ことを示したが, 具体的な曲面の形は与えていない.

筆者は [1]において, 中心アファイン曲面の不変量の 1つである 3次微
分にある種の対称性を仮定し, 中心アファイン計量の曲率 κが一定の中心
アファイン極小曲面を分類し, その中で ∇̂T 6= 0となるものを具体的に得
た. この例は κ = 1で、不定値な場合は

f =

(
e−u

u
cos v,

e−u

u
sin v, 1 − 1

u

)
と表され, Vranckenが調べた性質をみたすことが分かる.

また、[2]においては κが一定で ∇̂T が対角化可能でない中心アファイ
ン極小曲面を, また [3]においては κと Pick関数 J が一定の中心アファ
イン極小曲面を分類した. なお, Pick関数は §3において現れた記号を用
いて,

J =
1

2
‖C‖2 =

1

2
hkrh

iphjqCk
ijC

r
pq

により定められる. 上の二つの分類のどちらにおいても ∇̂T の消えない
新しい中心アファイン極小曲面の例を二つ得ることができた.

一つめは κ = 1, J = 0で,

f = A′(u) + vA(u)

と表される線織面である. 但し, Aは det

 A

A′

A′′

が 0でないR3値関数

である.

二つめは κ = 0, J = −1で,

f(x, y) =

(
∞∑

n=0

ϕn,1(x)yn,
∞∑

n=0

ϕn,2(x)yn,
∞∑

n=0

ϕn,3(x)yn

)



と表されるものである. 但し, (x, y)は x0 6= 0となる (x0, 0)の周りにおけ
る漸近線座標, ϕ0,1, ϕ0,2, ϕ0,3は微分方程式

xϕ′′′ + ϕ′′ − ϕ = 0

の線形独立な解で, 更に

ϕn+1,i =
x

n + 1
ϕ′′

n,i (i = 1, 2, 3)

である.

複素線積分を用いて

Gm,n
p,q

(
z

∣∣∣∣∣a1, . . . , ap

b1, . . . , bq

)
=

1

2πi

∫
L

m∏
j=1

Γ(bj + s)
n∏

j=1

Γ(1 − aj − s)

q∏
j=m+1

Γ(1 − bj − s)
p∏

j=n+1

Γ(aj + s)

z−sds

により定められるMeijerのG関数はmax{p, q}階の微分方程式{
(−1)p−m−nz

p∏
j=1

(
z

d

dz
− aj + 1

)
−

q∏
j=1

(
z

d

dz
− bj

)}
G(z) = 0

をみたし, 多くの初等関数や特殊関数を表すことができることで知られて
いる. 但し, m,n, p, qは 0 ≤ m ≤ q, 0 ≤ n ≤ pをみたす整数で, z 6= 0

である. パラメータ a1, . . . , ap, b1, . . . , bqに対する条件や積分経路Lの他,

MeijerのG関数に関する詳しいことについては [5]や [6]を参照されたい.

特に, 上の 3階微分方程式の解は

ϕ(x) = c1G
2,0
0,3
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x2

8
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1
2
, 1

2
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)
+ ic2G

1,0
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(
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)

+ c3G
1,0
0,3

(
−x2
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0, 1
2
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)
(c1, c2, c3 ∈ R)

によりあたえられる. なお,右辺の第 2項と第 3項は一般化超幾何関数 0F2

を用いて表すことができる.
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