
Calibrateされた部分多様体のグラフ表示

今城洋亮 (京都大学 D1)∗

本稿は部分多様体論・湯沢 2010(11月 25日, 26日, 27日)の講演記録である．

m, nを 1 < m < nなる整数とする．n次元 Euclid空間 Rn を考える．

定義 1 (Harvey and Lawson [2]). φ : Rn × . . .Rn︸ ︷︷ ︸
m

→ R を歪対称 m 重線型形式とする．そのとき，φ が

calibrationであるとは
sup

v1,...,vmは Rnの正規直交系をなす
φ(v1, . . . , vm) = 1

が成り立つことをいう．mを φの次数と呼ぶ．

定義 2 (Harvey and Lawson [2]). φ を Rn 上の次数 m の calibration とする．S ⊂ Rn を向き付けられた

m 次元部分空間とする．そのとき，S が φ 部分空間であるとは、S の向きに適合する任意の正規直交基底

(v1, . . . , vm)に対して
φ(v1, . . . , vm) = 1

が成り立つことをいう．

定義 3 (Harvey and Lawson [2]). φを Rn 上の次数 m の calibrationとする．M ⊂ Rn を向き付けられた

m次元部分多様体とする．そのとき，M が φ部分多様体であるとは、M の各点 xにおいて接空間 TxM が φ

部分空間であることをいう．

φ部分多様体を φに関して calibrateされた部分多様体とも呼ぶ．

定理 1 (Harvey and Lawson [2]). φを Rn 上の次数 mの calibrationとする．M ⊂ Rn を φ部分多様体と

する．そのとき，M は極小部分多様体である．

0 < b < aなる実数 a, bに対し，Rn の開集合 A(b, a)を次のように定義する．

A(b, a) = {x ∈ Rn|b < |x| < a}.

Rn \ {0}上のベクトル場 V を次のように定義する．

V (x) =
x

|x|
, x ∈ Rn \ {0}.

Rn のm次元部分空間 S に対し，Rn から S への射影を PS と表す．

定義 4. a, bを 0 < b < aなる実数とする．M を A(b, a)のm次元部分多様体とする．そのとき, M のエネ

ルギーを次の非負実数または無限大として定義する．

(M のエネルギー) =

∫
x∈M

1

|x|m
∣∣PTxM⊥

(
V (x)

)∣∣2 dµ(x). (1)

∗ 本研究は科研費 (課題番号:22-699) の助成を受けたものである。
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ただし，TxM
⊥ は TxM ⊂ Rn の直交補空間を表し，dµはM の体積要素を表す．

命題 2. a, bを 0 < b < aなる実数とする．S ⊂ Rn をm次元部分空間とする．M = S ∩A(b, a)とおく．そ
のとき，

(M のエネルギー) = 0.

証明. S ⊂ Rn は部分空間であるので，V は S に接する．すなわち，

V (x) ∈ TxS, x ∈ S.

定義により TxM = TxS, x ∈M であるので，

V (x) ∈ TxM, x ∈M.

すなわち，
PTxM⊥

(
V (x)

)
= 0, x ∈M.

定義式 (1)により，
(M のエネルギー) = 0.

0 < b < aなる実数 a, bおよび Rn の部分空間 S が与えられたとき，C1 級函数

f : S ∩A(b, a) → S⊥

に対し，f のグラフ Graph(f)および f の C1 ノルム |f |C1 を次のように定義する．

Graph(f) =
{ |x|√

|x|2 + |f(x)|2
(
x+ f(x)

) ∣∣∣ x ∈ S ∩A(b, a)
}
,

|f |C1 = sup
x∈S∩A(b,a)

(
|f(x)|+ |df(x)|

)
.

注意 1. Graph(f)は A(b, a)の C1 級部分多様体である．

定理 3 (原論文 [4]の Theorem 6.2). φを Rn 上の次数mの calibrationとする．S ⊂ Rn を φ部分空間とす

る．a, b, cを 0 < c < b < a < 1なる実数とする．そのとき，ある δ > 0が存在して以下が成り立つ．

M が A(c, 1)の閉じた φ部分多様体であって，

(M のエネルギー) ≤ δ (2)

が成り立ち，ある C1 級函数 f : S ∩A(a, 1) → S⊥ が存在して

Graph(f) =M ∩A(a, 1),
|f |C1 ≤ δ

(3)

が成り立つならば，ある C1 級函数 g : S ∩A(b, 1) → S⊥ が存在して

Graph(g) =M ∩A(b, 1). (4)
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注意 2. 最後の結論 (4)を次のように置き換えても定理 3は正しい．

Graph(g) =M ∩A(b, 1),

g|S∩A(a,1) = f.

注意 3. M に関する上記の命題について，仮定が成り立つようなM は常に存在する．すなわち，任意の δ > 0

に対し，A(c, 1)の閉じた φ部分多様体M が存在して条件 (2),(3)が成り立つ．実際，M = S ∩ A(c, 1)とお
けば，命題 2により (2)が成り立ち，また f = 0とおけば (3)が成り立つ．

定理 3の証明の概略. 定理 3に述べられているような δ > 0が存在しないと仮定する．注意 3を考慮すると，

A(c, 1)の閉じた φ部分多様体の列 (Mi)i=1,2,... であって以下の性質を持つものが存在する．

まず，
lim
i→∞

(Miのエネルギー) = 0 (5)

が成り立ち，また，各 i = 1, 2, . . . に対し，ある C1 級函数 fi : S ∩A(a, 1) → S⊥ が存在して

Graph(fi) =Mi ∩A(a, 1),
lim
i→∞

|fi|C1 = 0
(6)

が成り立つが，いかなる i = 1, 2, . . . および, いかなる C1 級函数 g : S ∩A(b, 1) → S⊥ に対しても

Mi ∩A(b, 1) 6= Graph(g) (7)

が成り立つ．

補題 4. Mi, i = 1, 2, . . . の体積は有界である．すなわち，

sup
i=1,2,...

(Miの体積) <∞.

補題 4の証明については後に触れる．補題 4を認めると，Allardのコンパクト性定理 [1, Theorem 5.6]に

より，(Mi)i=1,2,... は varifoldの意味で収束部分列 (Mij )j=1,2,... を持つ．そこで，

M∞ = lim
j→∞

Mij (8)

とおく．M∞ は rectifiable varifoldである．(Mi)i=1,2,... の性質 (5), (6)により，

(M∞のエネルギー) = 0, (9)

M∞ ∩A(a, 1) = S ∩A(a, 1) (10)

が成り立つ．(より正確には，rectifiable varifoldに対してもエネルギーは定義 4と同様に定義され，その上

で等式 (9)が成り立つ．また，式 (10)は varifoldとしての等式である．) これらの性質 (9), (10)から

M∞ = S ∩A(c, 1)

が導かれる．(この式も varifoldとしての等式である．) M∞ の定義 (8)により, (Mij )j=1,2,... は S ∩ A(c, 1)
に varifoldとして収束する．Allardの regularity定理 [1, Theorem 8.19]により，(Mij )j=1,2,...は S∩A(c, 1)
に局所 C1 収束する．このことは (Mi)i=1,2,... の性質 (7)に矛盾する．

したがって，定理 3は正しい．
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なお，講演では述べなかったが，以下では補題 4の証明の概略を述べる．

補題 4の証明の概略. まず，φを Rn 上の微分形式とみなす．Rn \ {0}上のm− 1次微分形式 ψ を次が成り

立つように定義する．
mrm−1ψ = ∂ryφ.

ただし，rは Rn \ {0}上の原点からの距離函数である．このとき，r方向の微分 ∂r は Rn \ {0}上のベクトル
場を定めることに注意する．ベクトル場 r∂r に沿う Lie微分を φにほどこすことにょり，次のことが分かる．

φ = d(rmψ)

= mrm−1dr ∧ ψ + rmdψ
(11)

Harveyと Lawsonの補題 [2, Lemma 5.11 Equation (5.13) p65]を ψ を用いて書き直すことによって，次の

ことが分かる．

M を A(c, 1)の閉じた φ部分多様体とするとき，

(M のエネルギー) =

∫
M

dψ.

さらに，c′′, c′, c′′ < c′ が r|M :M → (c, 1)の正則値であるならば，Stokesの定理により，

(M ∩A(c′′, c′)のエネルギー) =

∫
M∩{x:|x|=c′}

ψ −
∫
M∩{x:|x|=c′′}

ψ.

特に， ∫
M∩{x:|x|=c′}

ψ ≥
∫
M∩{x:|x|=c′′}

ψ. (12)

一方，φ部分多様体の定義により，

(M の体積) =

∫
M

φ.

この式の右辺に (11)を代入すると，

(M の体積) =

∫
M

mrm−1dr ∧ ψ + rmdψ

=

∫ 1

c

mrm−1dr

∫
M∩{x:|x|=r}

ψ +

∫
M

rmdψ.

(13)

さてM は (5), (6)に相当する性質を持つとしてよい．(13)の右辺第一項は (12)および (6)により評価され

る．(13)の右辺第二項は (5)により評価される．これが補題 4の証明の概略である．

定理 3 は Simon [7, Lemma 3 p561] の補題の類似物である．Simon は孤立特異点を持つ極小部分多様体

の孤立特異点における接錘の一つが重複度 1 の滑らかな錘であるとき，それが唯一の接錘であることを証明

した．

定理 3 ではエネルギーが重要な役割を果たす．エネルギーの定義 4 は Hofer [3] のアイデアに基づいてい

る．擬正則曲線は calibrateされた部分多様体の例であるが，Hofer [3, pp 534–539]はあるエネルギーを導入

して擬正則曲線の bubble offを制御した．定義 4は Hoferのエネルギーの一般化である．

calibrateされた部分多様体の例としてスペシャルラグランジュ部分多様体がある．Lee [6]および Joyce [5]

はスペシャルラグランジュ部分多様体の錘型孤立特異点の解消を行った．定理 3はこのような特異点の解析

に応用できると考えられる．
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