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定義 1. リーマン多様体 (M, g)上のRk値関数 f : M → Rkが等径関数であ
るとは、f = (f1, · · · , fk)とおいたときに、

(1) ⟨dfi, dfj⟩ = Fij(f1, · · · , fk)
(2) ∆fi = Gi(f1, · · · , fk)

となる関数 Fij, Gi : Rk → R が存在することである。

(G,K)をコンパクト型の既約対称対であるとする。ただし、コンパクトリー
群Gは単連結であり、その閉部分群Kは連結であるとする。コンパクト対称
空間G/K 上のベクトル束とその切断を利用して、以下のように関数を定義
する。
まず、W をG不変スカラー積をもつ、主軌道が余次元 1の球面となるGの

既約表現とする。次にその表現を部分群K に制限して得られるK 表現を考
え、W をK既約表現に分解する。

W = U0 ⊕ V0, dim U0 = p, dim V0 = q.

（W 自身がK既約表現となる場合も存在するが、このような場合は除く。）等
質ベクトル束を U := G ×K U0, V := G ×K V0とおく。Frobeniusの相互律
より、

W ⊂ Γ(U), Γ(V )

とみなせる。そこで、w ∈ W (|w| = 1)に対応する U → G/K, V → G/Kの
切断をそれぞれ、s ∈ Γ(U), t ∈ Γ(V )とおく。w ∈ W の固定部分群をH ⊂ G
とおく。
このとき、(V → G/K,W )による誘導写像 [2]

i : G/K → Grp(W ), i(gK) = gU0 ⊂ W

が等長写像となるようにG/Kの計量を入れる。すると、i : G/K → Grp(W )
は全測地的部分多様体となり、また n = dim G/K とすれば、W が実表現の
場合には、W はベクトル束 U → G/K, V → G/K の切断に作用するラプラ
ス作用素の固有値 n

p
, n

q
に対応する固有空間となる。W が複素表現の場合に

は、W は固有値 n
2p

, n
2q
に対応する固有空間となる [2]。

関数 |s|2 : G/K → Rを考察する。

S0 :=
{
x ∈ G/K | |s|2 = 0

}
, SM :=

{
x ∈ G/K | |s|2 = 1

}
とおく。

定理 2. [1] 関数 |s|2 : G/K → Rの臨界点のなす集合は S0 ∪ SM となる。S0,
SM ともにH-軌道であり、G/Kの全測地的部分多様体となる。



次に、c ∈ (0, 1)とすれば、上の定理より、cは |s|2の正常値である。

補題 3. 以下の３つの場合を除いて、Sc := (|s|2)−1
({c})もH-軌道となる。

（したがってHのG/Kへの作用は余等質次元 1の作用となる。）

(G/K,W ) : (SU(n)/SO(n),Cn) ,
(
Sp(n)/U(n),C2n

)
,

(
Gr4(R

9), S9

)
.

ここで、S9は Spin(9)の実スピン表現である。それぞれのH作用の主軌道の
余次元は 2, 3, 2となる。

定理 4. H の G/K への作用が余等質次元 1の場合には、|s|2 は等径関数と
なる。 ∣∣d|s|2∣∣ =

2|s||t|
√

n
pq

, W : 実表現,

|s||t|
√

n
pq

, W : 複素表現.

∆|s|2 =

{
2nN
pq

(
|s|2 − p

N

)
, W : 実表現,

nN
pq

(
|s|2 − p

N

)
, W : 複素表現.

(dim W = N .) さらに、Scの主曲率も |s|2の関数として具体的に記述できる。
ただし、主曲率は対称空間と表現W によってその表示が変化する。

定理 5.
(
Grp(R

N),RN
)
の場合、Scの主曲率は

|s|
|t|

, −|t|
|s|

, 0,

となり、その重複度はそれぞれ q − 1, p − 1, (p − 1)(q − 1)となる。

定理 6.
(
Grp(C

N),CN
)
の場合、Scの主曲率は

1√
2|s||t|

(|s|2 − |t|2), |s|√
2|t|

, − |t|√
2|s|

, 0,

となり、その重複度はそれぞれ 1, 2(q − 1), 2(p− 1), 2(p− 1)(q − 1)となる。

定理 7.
(
Grp(H

N),HN
)
の場合、Scの主曲率は

1

2|s||t|
(|s|2 − |t|2), |s|

2|t|
, − |t|

2|s|
, 0,

となり、その重複度はそれぞれ 3, 4(q − 1), 4(p− 1), 4(p− 1)(q − 1)となる。

定理 8. (Gr4(R
7), S7)の場合、Scの主曲率は
√

3

12

1

|s||t|

{
3(|s|2 − |t|2) ±

√
9 − 4|s|2|t|2

}
, 0,

となり、その重複度はそれぞれ 3, 3, 5となる。

定理 9. (G2/SO(4),R7)の場合、Scの主曲率は

1√
6

1

|s||t|

{
(|s|2 − |t|2) ±

√
1 − |s|2|t|2

}
, −

√
2

3

|t|
|s|

, 0,

となり、その重複度はそれぞれ 2, 2, 1, 2となる。



例外的な３つの場合には、さらに関数を定義することによって、Rk値等径
関数を構成できる（kはそれぞれの余等質次元を表す）。なお、これらの場合、
主軌道は等焦点部分多様体ではない。

補題 10. エルミート対称空間 (Sp(n)/U(n),C2n) の場合、H = Sp(n − 1)な
ので、その中心化群は Sp(1) となる。このとき、Sp(1)作用に対する運動量写
像 µ : Sp(n)/U(n) → sp(1)が等径関数となる。

これらの場合にも、H ⊂ H̃ ⊂ Gなる部分群が存在し、H̃のG/Kへの作用
が余等質次元 1となる。この作用に対しても等径関数 f̃ を構成できる。この
f̃ と H̃の出現は偶然ではなく、W と関連した表現、ベクトル束とその切断を
使って代数的、幾何学的に説明される。

例. (Sp(n)/U(n),C2n) の場合、H̃ = Sp(1) × Sp(n − 1)となり、対応する等
径関数 f̃ は |µ|2 : Sp(n)/U(n) → Rである。

最後に二つのファイブレーション π1 : G → H\G, π2 : G → G/Kを利用し
て、ラドン変換を以下のように定義する。すなわち、f ∈ C∞(G/K)に対し
て、R(f) ∈ C∞(H\G)をHの正規化されたHaar測度 dµを利用して、

R(f)(x) =

∫
π−1
1 ({x})

π∗
2fdµ

と定義する。

定理 11. H のG/Kへの作用が余等質次元 1の場合には、|s|2のラドン変換
は単位球面 SN−1 ⊂ W 上の主曲率が２種類の等径関数となる。

定理 12. SU(n)/SO(n) (n = 3) 上の等径関数 f̃ のラドン変換は、野水 [3]に
より定義されたCn内の単位球面 S2n−1上の等径関数となる。対応する等径
超曲面は４種類の主曲率を持つ。

定理 13. Sp(n)/U(n)上の等径関数 |µ|2 : Sp(n)/U(n) → Rのラドン変換は単
位球面 S4n−1 ⊂ C2n上の主曲率が４種類の等径関数となる。

定理 14. Gr4(R
9) 上の等径関数 f̃ のラドン変換は、スピン表現 S9内の単位

球面 S15上の主曲率が４種類の等径関数となる。対応する等径超曲面は等質
ではない（尾関‐竹内の例 [4]）。
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