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概要

O’Neill-Stielの定理により，3次元球面内の完備な外的平坦曲面 (ガウス・クロネッカー曲率
が常に消える曲面)は全測地的なものに限ることが知られているが，ある種の特異点を許容す
ると非自明な例が数多く存在する．本講演では，それらの分類結果を紹介する．分類の応用と
して，双対性と焦面に関する結果も述べる．

1 背景
3 次元双曲空間 H3 の平坦曲面 (断面曲率が常に消える曲面) で完備なものはホロ球面と測地
線のチューブとなり，自明なものに限ることが知られているが [21, 22]，ある種の特異点を許
容した平坦曲面である平坦フロントで完備なものを考えると，非自明な例が数多く存在する．
Gálvez-Martı́nez-Milán [2] により H3 の平坦曲面の正則関数を用いた表示が発見され，Kokubu-

Umehara-Yamada [14]によりその平坦フロントへの拡張が構成された．その結果，近年 H3 の平坦
フロントの大域的研究が盛んに行われている [8, 9, 10, 12, 13, 15]．

3次元ユークリッド空間 R3 の平坦曲面についても，Hartman-Nirenbergの定理 [3, 16]により完
備なものは柱面となり，自明なものに限ることが知られている．しかし，以下に定義されるある種
の特異点を許容した平坦曲面，平坦フロントで完備なものには非自明な例が数多く存在する．C∞-

写像 f : M2 → R3 が平坦フロントであるとは，各点 p ∈ M2 に対し，その近傍 U ⊂ M2 と C∞-写
像 ν : U → S 2 が存在して，〈d f (T M), ν〉 = 0，rank(dν) ≤ 1かつ ( f , ν) : U → R3 × S 2 がはめ込み
であるものをいう．さらに，平坦フロント f : M2 → R3 が完備であるとは，M2 上のコンパクト
な台を持つ 2 階の対称共変テンソル T が存在し，ds2 + T が M2 上の完備な計量となるときをい
う．このような完備平坦フロントは完備平坦曲面の一般化であり，非自明な例が数多く存在する．
Murata-Umehara [17]はそれらを研究し，次の結果を得た．

事実 1.1 ([17]). 完備平坦フロント f : M2 → R3 は，特異点集合が空でないならば臍点を持たず，
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向き付け可能であり余向き付け可能である．それらは変曲点を持たない正則閉曲線 ξ̂ : S 1 → S 2 と
S 1 上の 1次微分形式 αで ∫

S 1
ξ̂α = 0

を満たすものと対応する．さらに， f の全てのエンドが埋め込みであるならば， f のカスプ辺でな
い特異点は少なくとも 4つ存在する．

ここで，R3 の平坦曲面は外的平坦曲面 (Gauss-Kronecker 曲率が常に消える曲面) とも考えら
れ，上記の R3 の平坦フロントのような理論が他の空間型の外的平坦曲面についても移植されるこ
とが期待される．H3 の完備な外的平坦曲面には非自明な例が数多く存在する [18, 1, 5]，しかし，
O’Neill-Stiel[19]の定理から球面 S 3 の外的平坦曲面は完備ならば全測地的となり，自明なものに
限る．そこで，S 3 の外的平坦フロントを考えると，完備，より強く閉である非自明なものが数多
く存在する．本講演では，そのような S 3 の外的平坦閉フロントを研究した結果を紹介する．

2 主結果
本節では，主結果を理解するために必要な S 3 の外的平坦フロントの定義や，関連する対象を紹
介する．3次元球面 S 3 を特殊ユニタリ群 SU(2)と同一視する :

S 3 = SU(2) = {X ∈ H ; det X = 1}
(
ただし H =

{(
z −w̄
w z̄

)
; z, w ∈ C

})
.

ここで H は四元数体と同型である．また，H に内積 〈A, B〉 := trace(AB−1)/2 (ただし A, B ∈ H)を
与えるとき，4次元ユークリッド空間 R4 と等長的である．単位接ベクトル束

T1S 3 =
{
(p, v) ∈ S 3 × S 3 ; 〈p, v〉 = 0

}
⊂ H × H

は標準的接触形式 (Liouville形式) Θを持つ．S 3 への自然な射影を πとするとき，S 3 のフロント
は次のように定義される．

定義 2.1 (フロント). 2次元多様体 M2 から S 3 への C∞-写像 f : M2 → S 3 がフロント (front)であ
るとは，各点 p ∈ M2 に対し，その近傍 U ⊂ M2 と Legendreはめ込み L : U → T1S 3 が存在して，
π ◦ L = f となるときをいう．

曲面，つまり M2 から S 3 へのはめ込みは，その (局所的に定義される)単位法線ベクトル場 νを
用いて定まる写像 L = ( f , ν)が Legendreはめ込みを与えるので，フロントである．また，特異点
(すなわち rank(d f )p ≤ 1となる点 p ∈ M2 )をもつ場合にもフロントとなる例が存在するので，フ
ロントははめ込まれた曲面よりも広いクラスである．
フロント f : M2 → S 3 の Legendreリフト L = ( f , ν)の第 2成分として定まる S 3 への写像 νを
単位法線ベクトル場という．また，p ∈ M2 がフロント f の臍点であるとは，rank(dν)p = 0となる
ときをいう．フロントにおける外的平坦性を次のようにして定義する．
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定義 2.2 (外的平坦フロント). フロント f : M2 → S 3 が外的平坦 (extrinsically flat)であるとは，そ
の単位法線ベクトル場 νが常に退化しているときをいう．

S 3 の大円の運動の軌跡として得られるフロントを線織的であるといい，線織的な外的平坦フロ
ントを可展的という．
外的平坦フロント f : M2 → S 3 が閉であるとは，M2 が境界のないコンパクト 2次元多様体であ
るときをいう．主定理はそれらの分類を与える．

主定理. 全測地的でない S 3 の外的平坦閉フロントは，S 2 の閉曲線のペア (γ1(s), γ2(s))で

(2.1) κ1(s) > −κ2(s), sは弧長パラメータ , 長さが有理比

を満たすものと 1対 1に対応する (ただし各 k = 1, 2に対し，κk は γk の測地的曲率)．

この対応は，以下のように具体的に表される．北極からの立体射影 πN により，S 2 をリーマン球
面 C ∪ {∞}と同一視する．このとき，条件 (2.1)を満たす S 2 の閉曲線のペア (γ1(s), γ2(s))に対し，
µk(s) = πN(γk(s))とし

Mk(s) :=
1√

1 + |µk |2

[
1 µk(s)

−µ̄k(s) 1

]
, σ(t) :=

[
eit 0
0 e−it

]
(k = 1, 2)とするとき，写像

(2.2) f (s, t) = M1(s)σ(t) M2(s)−1 ∈ SU(2) = S 3

は外的平坦閉フロントを与える．逆に，すべての外的平坦閉フロントはこのようにして得られる．

3 応用
双対性について

測地線の空間 L(S 3)をグラスマン多様体 G̃r2(R4)と同一視するとき，R4 での直交補空間を与え
る写像

G̃r2(R4) 3 Π 7−→ Π⊥ ∈ G̃r2(R4)

は，直交双対測地線を定める．これを用いて，線織面に対してその双対線織面が定義される．
この双対性に関する先行研究を紹介する．可展面のあるクラスとして，接線曲面と呼ばれるもの
がある．すなわち，S 3 の曲線の接線方向に測地線を伸ばしてできる線織面である．Izumiya-Nagai-

Saji [7]は，S 3 の線織面や可展面に現れる特異点を研究し，その中で接線曲面の双対線織面は接線
曲面であることを示している．
しかし，一般の可展面の双対線織面は可展面であるかどうかは不明である．そこで，筆者は主定
理を得るために用いた手法を適用して，この問題が肯定的に解決されることを示した．すなわち，
可展面の双対線織面は可展面である．また，外的平坦閉フロントで，その双対と合同なもの，すな
わち自己双対外的平坦閉フロントも分類することができた．

3



系 1. 自己双対外的平坦閉フロントは，有理長を持つ球面卵形線と 1対 1に対応する．

焦面について

一般に，外的平坦フロントと平坦フロントは異なる性質を持つ．例えば，平坦フロントの平行フ
ロントは平坦フロントであるが，外的平坦性は平行フロントをとる操作で保たれない．しかし，類
似する性質として，平坦性も外的平坦性も焦面をとる操作で不変であることがわかった．ここで，
焦面とはフロントの平行曲面の特異点の軌跡である．Σ3 = R3, S 3, H3 の平坦フロントに対して，
その焦面は平坦フロントを与えることが知られている (Σ3 = H3 の場合は [20], Σ3 = R3 の場合は
[17], Σ3 = S 3 の場合は [11]参照)．

Kokubu-Rossman-Umehara-Yamada [12]は H3 の平坦フロントの焦面を研究した．その中で，焦
面の逆問題，すなわち “与えられた平坦フロントに対して，それを焦面に持つような平坦フロント
は存在するか”という問題を考え，それは常に解けることを示した．さらに，完備な平坦曲面であ
るホロ球面と測地線のチューブを焦面に持つ平坦フロントを分類した．
同様の問題を S 3 の外的平坦フロントについて考えると，焦面の逆問題には，解が存在しない場
合があることがわかった．

系 2. 全測地的曲面を焦面に持つような，外的平坦フロントは存在しない．
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