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概 要
calibrated submanifoldの概念は 1982年にHarvey, Lawson により導入さ

れた。これらは SYZ予想によりmirror symmetryにおいて重要な役割を果た
すと考えられている。
以下ではmoment mapによる手法を用いて、calibrated submanifoldの一

種である special Lagrangian submanifoldを非平坦なCalabi-Yau多様体上に
構成する。

1 Calibrated geometry

Calibrated geomeryはHarvey, Lawson により、次の事実の一般化として導入さ
れた。[1]

Fact 1.1. (Wirtinger inequality)

(M,J, ω) を m 次元Kähler多様体とする。このとき任意の 1 ≤ k ≤ m, p ∈ M,

向き付けられた 2k 次元部分空間 V ⊂ TpM に対して次が成立。

ωk

k!
|V ≤ volV

この不等式は α ≤ 1が存在して ωk

k!
|V = α · volV となることを意味する。

一方N ⊂ M を k次元複素部分多様体とすると、ωk

k!
|V = volV が成り立つ。特に

N がコンパクトな場合、上の不等式よりコンパクト複素部分多様体はそのホモロ
ジー類の中で体積を最小にすることがわかる。

Definition 1.2. (M, g)をm次元Riemann 多様体とする。また φ をM 上の k次
閉微分形式とする。(1 ≤ k ≤ m)

このとき φ がM上の calibration であるとは、任意の p ∈ M, 向き付けられた
k 次元部分空間 V ⊂ TpM に対して次が成立するときをいう。

φ|V ≤ volV

また向き付けられた k次元部分多様体N ⊂ M に対して、NがMの calibrated

submanifold(φ-submanifold) であるとは、次が成立するときをいう。

φ|V = volV
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以下 φにホロノミー群 Hol(g)による対称性を仮定する。すると以下のような
calibrated submanifoldが考えられる。

Hol(g) (⊂) U(m) SU(m) G2

(M, g) Kähler Calabi-Yau G2

φ ωk/k! Re(Ω) φ ∈ Ω3

(ω:Kähler form) (Ω:hol. volume form) ∗φ ∈ Ω4

(φ:G2-structure)

φ-submanifolds k-dim complex special Lagrangian (co)associative

submanifolds submanifolds submanifolds

特に special Lagrangian submanifoldは、次のようにある微分形式の制限が消える
ことで特徴付けられることが知られている。

Fact 1.3. (M, J, ω, Ω) を m 次元Calabi-Yau 多様体とし、L⊂M を実 m 次元の
向きづけられた M の部分多様体とする。
このとき、LがM の special Lagrangian submanifold ⇔ ω|L = 0, ImΩ|L = 0

この特徴づけを用いて、以下のような方法で具体的構成を考える。

2 Construction of SL submanifolds

◆構成の概要
コンパクトLie群 Gが、(2m+2)次元Calabi-Yau多様体 (M, J, ω, Ω)にCalabi-

Yau構造を保って作用しているとする。
このとき、G-軌道に横断的な曲線 γ : (−ϵ, ϵ) → M で次の性質をみたすものを
構成する。 {

ω|G·γ = 0

ImΩ|G·γ = 0

この構成法は Ionel, Min-Oo [2]に基づく。

◆ ω|G·γ = 0

moment map の存在を仮定する。
次の基本的な事実から、ω|G·γ = 0 となるためにはG · γ は moment map の level

set に入っていなければならないことがわかる。

Fact 2.1. g∗ を G の Lie 環の双対空間とし、Z (g∗) を余随伴作用により保たれる
g∗ の元全体とする:

Z (g∗) := {ξ ∈ g∗|Ad#(g)ξ = ξ (∀g ∈ G)}.
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また (M, ω) はシンプレクティック多様体で、コンパクト Lie 群GがM に ωを
保って作用しており、moment map µ : M → g∗が存在するとする。
このときL ⊂ M を任意の連結なG不変 Lagrangian submanifold (i.e. ω|L = 0)

とすると、c ∈ Z(g∗)が存在して以下が成り立つ。

L ⊂ µ−1(c).

◆ Im Ω|G·γ = 0

µ−1(c)内のG軌道の次元を実m次元と仮定する。
T (G · γ) = T (G-orbit) ⊕ Rγ̇ であるから {v1, · · · , vm}を T (G-orbit)の局所的な
基底とすると、Im Ω|G·γ = 0となるためには γに関する以下の微分方程式を解け
ばよい:

ImΩ(v1, · · · , vm, γ̇) = 0.

また、例えば以下のような状況では更に強いことがいえる。

Proposition 2.2. 上の状況で、M を単連結、Gをm次元 torus Tmとする。
このとき任意の基底 X = {X1, · · · , Xm} ⊂ tm に対して、ある Tm不変な滑らか
な関数 fX ∈ C∞(M) が存在して次が成り立つ：

ImΩ(X∗
1 , · · · , X∗

m, ·) = dfX . (2.1)

ここでX∗
i はXi ∈ tmの生成するM 上の実ベクトル場である。

またこのとき

ImΩ(X∗
1 , · · · , X∗

m, γ̇) = d(fX ◦ γ) = 0

であるから、任意の c ∈ (tm)∗, c′ ∈ Rに対して

Lc,c′,X := µ−1(c) ∩ f−1
X (c′)

はM の Tm不変 special Lagrangian submanifoldとなる。

Remark 2.3. これらはTm不変 special Lagrangian submanifoldの中で極大である。
すなわち任意の連結 Tm 不変 special Lagrangian submanifold Lは、ある c ∈

(tm)∗, c′ ∈ R, 基底 X ⊂ tmが存在して L ⊂ Lc,c′,X となる。

Remark 2.4.

(µ, fX) : M → U
open
⊂ (tm)∗ × R

は各ファイバーが Tm 不変 special Lagrangian submanifoldであるような fibration

になる。（特異ファイバーも存在する。）
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この構成法を次の場合に適用し、非平坦な Calabi-Yau多様体上の special La-

grangian submanifold を構成できる。

Theorem 2.5. M を Einstein定数が正である複素m 次元 toric Kähler Einstein

多様体とする。ここで toricとは、TmがM にKähler構造を保って効果的に作用
している時をいう。このとき次が成り立つ。

1. M の標準束KM にはCalabi-Yau 構造 (JKM
, ωKM

, ΩKM
)が入る。

2. M上の Tm作用から、自然にKM 上の Tm作用が誘導される。この作用に関
してmoment map µ : M → (tm)∗ が定まる。

3. 任意の基底X = {X1, · · · , Xm} ⊂ tmに対して、上記 (2.1)のような関数 fX

が存在する。

4. 任意の実数A1, · · · , Am+1に対して、KM 内の極大な special Lagrangian sub-

manifoldsは次式で与えられる。{
< µ, Xi >= Ai (1 ≤ i ≤ m)

fX = Am+1

証明の概要
Proof of 1:

◆正則体積要素 ΩKM
の構成

余接束上のシンプレクティック形式と同様の手法で構成する。
α ∈ Ωm(KM)を tautological formとし、ΩKM

= dα ∈ Ωm+1(KM)とする。
局所的には以下のように書ける。(z1, · · · , zm) をM の局所座標（およびKM 上
への引き戻し）とし z を dz1 ∧ · · ·∧dzmに関するファイバー座標とする。このとき

α = zdz1 ∧ · · · ∧ dzm

ΩKM
= dz ∧ dz1 ∧ · · · ∧ dzm.

◆Ricci平坦計量 ωKM
の構成 (Calabi ansatz)

KM − {0切断 }上で 以下の形を仮定する。

ωKM
= π∗ωM + ddcF (t)

π : KM → M は自然射影、F ∈ C∞(R), t = log r, rは 0切断からの距離を表す。
この仮定のもと、Calabi-Yau 多様体となるための条件を課すと、この場合F は
具体的に求まる。解の形から ωKM

が 0切断上に滑らかに伸びることも確かめら
れる。

Proof of 2:
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ωM が Einstein計量であることを用いると、ωKM
はKM − {0切断 }上で exact

formであることがわかる。（Einstein定数は 2とした。）

ωKM
= π∗ωM + ddcF (t)

= d(dc(t + F (t)))

これよりmoment map µ : KM− {0切断 } → (tm)∗ が次のように定まる。

< µ, X >= dc(t + F (t))(X̃∗)

これが 0切断に伸びることも容易に確かめられる。
Proof of 3:

ΩKM
= dαおよび torusの可換性から次が成り立つ。

ImΩ(X∗
1 , · · · , X∗

m, γ̇) = ±d(Im(α(X∗
1 , · · · , X∗

m))).

fX = ±Im(α(X∗
1 , · · · , X∗

m))とすればよい。

Proof of 4:章の始めに述べた構成法を適用すればよい。

Remark 2.6. (Y 7, ϕ)をG2多様体とする。
∗ϕ ∈ Ω4(Y )に対応する calibrated submanifoldとして coassociative submanifold

が考えられた。このとき Special Lagrangian submanifold 同様以下のように
ある微分形式の制限が消えることが知られている。

L4 ⊂ Y : coassociative submanifold ⇒ ϕ|L = 0

この類似性から、同様の手法を用いての coassociative submanifold の構成が考
えられ、現在研究中である。
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