
複素二次超曲面の実形のHamilton体積最小性について∗

酒井 高司（首都大学東京理工学研究科）

Kähler多様体内の Lagrange部分多様体の Hamilton変形の下での変分問題は Y.-G. Oh

[6]により研究が始められた．Kähler多様体 (M,J, ω)の Lagrange部分多様体Lは，任意の
Hamilton微分同相写像 ϕ ∈ Ham(M,ω)について

vol(ϕL) ≥ vol(L)

をみたすときHamilton体積最小であるという．Hamilton体積最小な Lagrange部分多様体
の非自明な例として知られているものは非常に少なく，KleinerとOh [6]による CPn内の
RPnと入江博氏・小野肇氏との共同研究 [3]で示した S2 × S2内の S1 × S1だけであった．
コンパクト型Hermite対称空間G/Kの対合的反正則等長変換 σの固定点集合として与え

られる全測地的 Lagrange部分多様体 LはG/K の実形と呼ばれる．コンパクト型Hermite

対称空間の実形は分類が与えられており，複素二次超曲面

Qn(C) = {[z] ∈ CPn+1 | z20 + z21 + · · ·+ z2n+1 = 0} ∼= SO(n+ 2)/(SO(2)× SO(n))

の実形は Sk,n−k = (Sk × Sn−k)/Z2 (k = 0, 1, . . . , [n/2])と合同になる．S1,1 ∼= S1 × S1 ⊂
S2 × S2 ∼= Q2(C) のHamilton体積最小性の一般化として，Qn(C)の実形 Sk,n−k に対して
次のようなHamilton変形の下での体積評価を与えることができる．

定理 1 ([4]). Qn(C)の実形 Sk,n−kは任意のHamilton微分同相写像 ϕ ∈ Ham(Qn(C), ω)に
ついて

vol(ϕSk,n−k) ≥ vol(S0,n)

をみたす．特に，Qn(C)の実形 S0,n ∼= SnはHamilton体積最小である．

定理 1を証明するために，まず Lagrange部分多様体の交点数に関する Arnold-Givental

不等式の一般化が必要になる．Arnold-Givental 不等式はシンプレクティック多様体内の
Lagrange部分多様体 Lとその Hamilton変形 ϕLの交点数の評価式である．論文 [4]では
ある条件の下でコンパクト型Hermite対称空間の互いに合同とは限らない 2つの Lagrange

部分多様体L0とL1の組みに対するFloerホモロジーを求め，それにより次のようなArnold-

Givental不等式の一般化を得た．

命題 2 (一般化されたArnold-Givental不等式). G/K を既約なコンパクト型Hermite対称
空間とし，L0と L1をG/K の実形とする．このとき，L0と ϕL1が横断的に交わるような
任意のHamilton 微分同相写像 ϕ ∈ Ham(G/K,ω)について，

(i) G/K = GC
2m(C4m) (m ≥ 2)で，L0はGH

m(H2m)と合同，L1はU(2m)と合同な場合は

#(L0 ∩ ϕL1) ≥ 2m,

(ii) それ以外の場合は

#(L0 ∩ ϕL1) ≥ min{SB(L0,Z2), SB(L1,Z2)} (1)

が成り立つ．ここで，SB(Li,Z2) (i = 0, 1)は Liの Z2係数 Betti数の和を表す．
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また，Qn(C)は Rn+2内の向き付けられた 2次元部分空間全体のなす実Grassmann多様
体 G̃n(Rn+2)と同一視され，次のような LêによるGrassmann多様体における積分不等式が
成り立つ．

定理 3 (Lê [5]). 複素二次超曲面Qn(C) ∼= G̃n(Rn+2)内の実 n次元部分多様体N に対して∫
SO(n+2)

#(gSn ∩N)dµSO(n+2)(g) ≤ 2
vol(SO(n+ 2))

vol(Sn)
vol(N) (2)

が成り立つ．

定理 1の証明 (2)においてN = ϕSk,n−k (k = 0, 1, . . . , [n/2])とおくと，(1)より

vol(ϕSk,n−k) ≥ vol(Sn)

2vol(SO(n+ 2))

∫
SO(n+2)

#(gSn ∩ ϕSk,n−k)dµSO(n+2)(g)

≥ vol(Sn)

2vol(SO(n+ 2))

∫
SO(n+2)

2dµSO(n+2)(g)

= vol(Sn).

注意 4. Gluck-Morgan-Ziller [2]はnが 4以上の偶数のとき，Qn(C)の実形Snはホモロジー
類の中で体積最小であることを示している．一方，Qn(C)の奇数次のホモロジーは消えてい
るので，nが奇数の場合には実形 Snはホモロジー類の中で体積最小にはならない．定理 1

は，nが奇数の場合にHamilton体積最小な Lagrange部分多様体の新しい例を与えている．

注意 5. 既約なコンパクト型Hermite対称空間の実形のHamilton安定性はOh [6], Amarzaya-

大仁田 [1]により決定されており，Qn(C)の実形Sk,n−kはn−2k ≤ 2の場合に限りHamilton

安定となる．S0,n ⊂ Qn(C)および S1,1 ⊂ Q2(C)以外の場合に，これらHamilton安定な実
形がHamilton体積最小になるかどうかは未解決である．
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