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1 はじめに
本講演はAugsburg大学の Peter Quast氏との共同研究 [26]に基づいている。
Riemann多様体 (M, g)の各点 x ∈ M に対して、点対称とよばれる、xを孤立
不動点としてもつような対合的等長変換 sx : M → M が存在するとき、(M, g)は
Riemann対称空間とよばれる。Riemann対称空間 (M, g)がRiemann多様体とし
て既約ならば、Riemann計量 gは定数倍を除いて一意的であることが知られてい
る。以下、Riemann対称空間を単にM と表す。点対称の存在から、Riemann対
称空間M には等長変換群 I(M)が推移的に作用し、特に、M が連結ならば I(M)

の単位元連結成分 I0(M)が推移的に作用する。したがって、G = I0(M)とおく
と、M はGの等質空間としてM = G/K と表すことができる。ここで、K はあ
る点 o ∈ M におけるイソトロピー部分群である。以下では、特にことわらない限
りRiemann対称空間は連結とする。Riemann対称空間M = G/Kにおいて、Gが
コンパクト半単純 Lie群のとき、M はコンパクト型とよばれる。また、Gが非コ
ンパクト半単純 Lie群でK がGの極大コンパクト部分群のとき、M は非コンパ
クト型とよばれる。コンパクト Lie群は両側不変Riemann計量に関してRiemann

対称空間である。SU(n)はコンパクト型であるが、U(n)は（コンパクトではある
が）コンパクト型ではない。Riemann対称空間Mの全測地的部分多様体Nの各点
x ∈ N において、M における xでの点対称 sxはN を保ち、N の点対称を誘導す
る。したがって、NはRiemann対称空間である。Riemann対称空間の全測地的部
分多様体の分類に関しては、部分的な結果はあるが（Wolf ([33]), Chen-長野 ([2],

[3]), 井川‐田崎 ([7]), 木村‐田中 ([8]), Klein ([9], [10], [11], [12]) など）未解決で
ある。
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2 対称R空間
M = G/Kをコンパクト型Riemann対称空間とし、oを原点とする。すなわち、

K = {g ∈ G | g ·o = o}である。このとき、Kの作用の oにおける微分は、oでの接
ベクトル空間 To(M)の線形変換であり、これはKの線形イソトロピー表現とよば
れる。コンパクトRiemann対称空間P があるコンパクト型Riemann対称空間の線
形イソトロピー表現の軌道として実現できるとき、Pを対称R空間とよぶ。例えば、
Grassmann多様体Gr(Kn) (K = R,C,H)は、 それぞれ SU(n)/SO(n) (K = R)、
SU(n) (K = C)、SU(2n)/Sp(n) (K = H)の線形イソトロピー軌道である。ここ
でGr(Kn)はKnの r次元K部分空間全体からなるGrassmann多様体を表す。
対称R空間は、長野正が I0(M)を含む非コンパクト Lie群の作用を許容するコ
ンパクトRiemann対称空間として導入した ([20])。その後、竹内勝が多くの基本
的かつ重要な研究を行った ([28], [29], [30]など)。竹内は対称 R空間を、コンパ
クト型Hermite対称空間の実形（対合的反正則等長変換の不動点集合の連結成分）
として特徴付けた。また、Loosは対称R空間を、極大トーラスの単位格子が互い
に直交し長さの等しい基底によって生成される、という性質で特徴付けた ([18],

[19])。さらに、対称 R空間は、外的対称空間 (Euclid空間の部分多様体で、各点
でアフィン法空間に関する鏡映で不変なもの）として特徴付けられる (Ferus [6],

Eschenburg-Heintze [5])。対称R空間は小林‐長野により分類された ([13])。その
リストは例えば [1]の 311ページにある。

3 鏡映部分多様体
Riemann多様体Mの対合的等長変換の不動点集合の連結成分は鏡映部分多様体
とよばれる。定義により、鏡映部分多様体は全測地的部分多様体である。D. S. P.

Leungは単連結既約コンパクト型Riemann対称空間の鏡映部分多様体の分類を与
えた ([14], [15], [16], [17])。
Riemann対称空間M において、点対称は対合的等長変換である。τ をM の任
意の対合的等長変換とし、N = F (τ,M)(p)を τ の不動点集合の pを含む連結成分
とすると、N はM の鏡映部分多様体である。このとき、N⊥ := F (sp ◦ τ,M)(p)も
Mの鏡映部分多様体で、spが Tp(M)に−idとして作用することから、点 pにおけ
るN およびN⊥の接ベクトル空間は互いに直交補空間である。このように、鏡映
部分多様体は常にN とN⊥の対として現れる。特に、M がコンパクト対称空間の
とき、o ∈ M に対して定まるN = F (so,M)(p)およびN⊥ = F (sp ◦ so,M)(p)はそ
れぞれ極地および子午空間とよばれ、M の幾何構造を反映する全測地的部分多様
体であることが知られている（Chen‐長野 ([2], [3], [4]), 長野 ([21], [22]), 長野‐
田中 ([23], [24], [25]))。
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4 凸性
Riemann多様体Mの全測地的部分多様体Nが凸であるとは、任意の2点x, y ∈ N

に対してNにおける距離 dN(x, y)がMにおける距離 dM(x, y)に一致すること。言
い換えると、x, y ∈ N を結ぶN における最短測地線がM においても最短である
こと。

コンパクトRiemann対称空間M の点 o ∈ M に対して、C̃o(M)でM における
oの接最小跡を表す。次の命題は酒井によるコンパクトRiemann対称空間の最小
跡に関する結果 ([27]) から得られる。

命題 4.1 (田崎 [32]) M1,M2をコンパクトRiemann対称空間とし、M1はM2の全
測地的部分多様体とする。i = 1, 2に対して (Gi, Ki)をMiに対応するRiemann対
称対でG1 ⊂ G2, K1 ⊂ K2を満たすものとする。o ∈ M1を原点とする。gi = ki+mi

をGiの Lie環 giの標準分解とする。miの極大可換部分空間 aiを a1 ⊂ a2を満た
すように取り、Aiを aiに対応するMiの極大トーラスとする。このとき、もし

C̃o(A1) = a1 ∩ C̃o(A2)

が成り立つならば
C̃o(M1) = m1 ∩ C̃o(M2) (1)

が成り立つ。したがって、M1の最短測地線はM2においても最短である。特に、
M1の階数がM2の階数に等しいならば (1)が成り立つ。

系 4.2 コンパクトRiemann対称空間の極大階数全測地的部分多様体は凸である。

5 主定理
定理 5.1 (Quast-田中 [26]) 対称R空間の鏡映部分多様体は凸である。

証明には命題 4.1 と次の田中‐田崎の結果を使う。

命題 5.2 (Loos [19], 田中‐田崎 [31]) M2を対称R空間とし、o ∈ M2を原点と
する。τ をM2の対合的等長変換で τ(o) = oを満たすものとする。M1を τ による
不動点集合の oを含む連結成分とする。命題 4.1のようにmiの極大可換部分空間
aiを a1 ⊂ a2を満たすように取る。このとき、a2の直交基底 e1, . . . , erで次の条件
を満たすものが存在する。

(i) Γ(M2, a2) := {X ∈ a2 | Expo X = o} = spanZ{e1, . . . , er},
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(ii) ∃p, q ∈ Z, 0 ≤ 2p ≤ q ≤ r, s.t.


(dτ)o(e2j) = e2j−1 (1 ≤ j ≤ p)

(dτ)o(ej) = ej (2p+ 1 ≤ j ≤ q)

(dτ)o(ej) = −ej (q + 1 ≤ j ≤ r)

(iii) a1 =
{∑r

j=1 xjej | x2j−1 = x2j (1 ≤ j ≤ p), xq+1 = · · · = xr = 0
}
.

定理 5.1の証明の概略を述べる。M2を対称R空間、M1をその鏡映部分多様体
とする。i = 1, 2に対してMiの極大トーラスAiをA1 ⊂ A2を満たすように取る。
命題 4.1によりA1がA2において凸ならばM1はM2において凸である。したがっ
て、A1の任意の 2点を結ぶA2における最短測地線をA1の中で取れることが言え
ればよい。gi = ki +miをMiに対応する標準分解とし、Aiに対応する極大可換部
分空間 ai ⊂ miを取る。A1の任意の 2点のうち一方は原点 oと仮定してよい。任意
の x ∈ A1に対して ExpoX = xとなるX ∈ a1を取る。γ(t)を γ(0) = o, γ(1) = x

を満たすA2の最短測地線とすると、ある X̃ ∈ X + Γに対して γ(t) = ExpotX̃と
なる。ここで Γ = {H ∈ a2 | ExpoH = o}はA2の単位格子である。このとき、命
題 5.2により Γは a2の直交基底 e1, . . . , erによって生成され、a1の元は

∑r
j=1 xjej

(1 ≤ j ≤ pに対して x2j−1 = x2j, xq+1 = · · · = xr = 0) と表される。したがって

X̃ =
r∑

j=1

(xj + d0j)ej

(1 ≤ j ≤ pに対して x2j−1 = x2j, xq+1 = · · · = xr = 0, 1 ≤ j ≤ rに対して d0j ∈ Z)

であり

dM2(o, x)
2 = ∥X̃∥2 =

r∑
j=1

(xj + d0j)
2∥ej∥2

となるが、γ(t) = ExpotX̃が最短測地線であることから

r∑
j=1

(xj + d0j)
2 = min

{
r∑

j=1

(xj + dj)
2
∣∣∣ r∑

j=1

djej ∈ Γ

}

となる。X =
∑r

j=1 xjej ∈ a1と各 jに対して (xj + d0j)
2は (xj + dj)

2を最小にする
ことから X̃ ∈ a1がわかる。よってA1は凸である。

定理 5.1において対称R空間の仮定を外すと次のような反例がある。CをSU(3)
の中心とし π : SU(3) → SU(3)/C を自然な射影とする。τ : SU(3) → SU(3)を
複素共役とすると τ は SU(3)の対合的等長変換でその固定点集合は SO(3)であ
る。SO(3)と Cは単位元のみを共有するので πの SO(3)への制限は単射であり、
π(SO(3))は SO(3)に同型である。さらに、τ はCを保つので SU(3)/Cの対合的
等長変換を誘導し、その固定点集合は π(SO(3))である。SU(3)/Cは対称R空間
ではない。そして、このとき SU(3)/Cの鏡映部分多様体 π(SO(3)) ∼= SO(3)は凸
ではないことが具体的に測地線を調べることによってわかる。
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