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概 要
1983 年，Eells-Lemaire により調和写像の一般化である 2重調和写像の概念
が導入された. この 2重調和論の中で最も興味深い問題の 1つに Chen 予
想及び一般化された Chen予想がある．この記録集において，Chen予想に
対しては，immersed submanifold が proper (すなわち，コンパクト集合の
preimageもコンパクト)の条件のみで肯定的解決を与えたこと，及び一般化
されたChen予想に対しては，完備リーマン多様体N，その断面曲率が下か
ら−L(1 + distN (·, q0)2)

α
2 (for some L > 0, 2 > α ≥ 0 and q0 ∈ N) により

押さえられているとき，N 内の properな部分多様体に対して肯定的解決を
与えたことを述べる．

1. Chen予想
x : Mm → Enを isometric immersion とする. このとき，平均曲率ベクトル場Hは次
のようにかける.

H =
1

m
∆x.

ここに，∆は (non-positive) Laplacian を表している. このとき，2重調和部分多様体
が定義できる (cf. [4])．

定義 1 (2重調和部分多様体). Mm が En内の2重調和部分多様体であるとは次を満た
すときをいう.

∆H =
1

m
∆2x = 0.

注意 1. H = 0のとき，Mは極小であるという.

2重調和部分多様体に対し，1988 年 B. Y. Chen 氏は次の予想を発表した (cf. [4]).

予想 1 (Chen予想). En内の2重調和部分多様体Mは極小である.

注意 2. 部分多様体Mの完備性は仮定されていない.

Chen 予想に対する主な肯定的結果は以下のとおりである:

1.E3内の曲面 (cf. [4])

2.E4内の超曲面 (cf. [8], [6])

3.平均曲率一定のとき (cf. [16])

4.Mが compact のとき (cf. [9])
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この予想にはMの完備性が仮定されておらず局所的な問題であるためMの完備性
を仮定し，大域的な問題を考えることは興味深い問題である. まず，2重調和部分多様
体の条件より次の補題が得られる.

補題 1. MがEn内の2重調和部分多様体であるとき，次の不等式が成り立つ．

∆|H|2 ≥ 2m|H|4．

従って，Cheng-Yauのgeneralized maximum principleを用いてH = 0を示すことが
できる (cf. [5]). しかし，この場合Ricci曲率の下からの有界性が必要になり，そのた
めには第 2基本形式のノルムに条件を付けなければならず非常に人工的な条件となる.

そこで，proper mapの仮定を付けることにより，Cheng-Yauの generalized maximum

principle を用いることなく次の結果を得ることができた.

定理 2 ([1]). ユークリッド空間内のproperな2重調和部分多様体は極小である．

注意 3. properな 2重調和部分多様体とは isometric immersion x : M → Enが proper

map であるときを言う．
properの仮定は完備性より強いことに注意しておく．

2. 一般化されたChen予想
φ : (M, g) → (N, h)をm次元リーマン多様体 (M, g)からn次元リーマン多様体 (N, h)

への isometric immersion とする．このとき，2重調和部分多様体の概念は以下のよう
に与えられる．

定義 2. φ : (M, g) → (N, h)が2重調和部分多様体であるとは次の方程式を満たすもの
を言う．

∆φH +
m∑

i=1

RN(H, dφ(ei))dφ(ei) = 0,

ここに，∆φ :=
m∑

i=1

(∇φ
ei
∇φ

ei
−∇φ

∇eiei
)であり, RNはN上の曲率テンソルを表す．すな

わち，N上のベクトル場X,Y, Z に対して，RN(X,Y )Z := [∇N
X ,∇N

Y ]Z −∇N
[X,Y ]Z.

Chen予想は次のように一般化された.

予想 3. (N, h)をリーマン多様体，その断面曲率KNを非正とする．このとき，N内の
2重調和部分多様体は極小である.

一般化されたChen予想に対しても多くの研究結果がある．主な肯定的結果は以下の
とおりである:

1.H3(−1)内の曲面 (cf. [3])

2.H4(−1)内の超曲面 (cf. [2])

3.平均曲率一定のとき (cf. [16])

4.Mが compact のとき (cf. [9])



しかし，最近この一般化されたChen予想に対し，Y. L. Ou と L. Tang により反例
が与えられた (cf. [17])．これらから，部分多様体の完備性を仮定した次の予想は興味
深い問題であるといえる．

予想 4. (N, h)をリーマン多様体，その断面曲率KNを非正とする．このとき，N内の
完備2重調和部分多様体は極小である．

この予想に対し，N. Nakauchiと H. Urakawaは論文 [15]において次の結果を得て
いる．

定理 5 ([15]). Nをリーマン多様体，その断面曲率KNを非正とする．このとき，∫
M

|H|2dvg < ∞,

であるならばN内の完備2重調和部分多様体Mは極小．

2重調和部分多様体の条件から次の補題を得る．

補題 2. Nをリーマン多様体，その断面曲率KNを非正とする．このとき，φ : Mm → N

が2重調和部分多様体であるならば次の不等式が成り立つ．

∆|H|2 ≥ 2m|H|4．

この補題を用いて次の結果を得た．

定理 6 ([12]). Nを完備リーマン多様体，その断面曲率KNを非正とする．このとき，
KNが polynomial growth bound of order α < 2 from below を持つならば N 内のproper

な2重調和部分多様体は極小である．

KN が polynomial growth bound of order α from belowを持つとは次を満たすとき
をいう: 完備リーマン多様体N , α ≥ 0に対し，

KN ≥ −L
(
1 + distN (·, q0)

2)α
2 , for some L > 0 and q0 ∈ N.

これより特に次の系を得る．

系 1. Hn (−1) 内のproperな2重調和部分多様体は極小である．

[証明の概要]

G. Y. Jiang によりM が compactのときは解決されているため (cf. [9])，M は non-

compactを仮定する．x0 ∈ Mにおいて，H (x0) 6= 0 を仮定して矛盾を導く．次の関数
を評価していくことを考える．

f (x) =
(
ρ2 − r (φ (x))2)2

u (x) , x ∈ M ∩ φ−1
(
Bρ

)
,

ここに，r (φ (x)) = distN (φ (x) , q0) , (q0 ∈ N), u (x) = |H (x) |2, Bρ = {q ∈ N | r (q) ≤
ρ}.



仮定より φは proper map であるからM ∩ φ−1
(
Bρ

)
は compact. また，x ∈ M ∩

φ−1
(
∂Bρ

)
においてf (x) = 0 であるから，fはp ∈ M ∩ φ−1

(
Bρ

)
で最大値 (f (p) > 0)

をとる．ここでfはN上の距離関数を含んでいるため，(i)φ (p) /∈ C (q0) (C(q0)は q0の
cut locus) のとき，(ii)φ (p) ∈ C (q0) のときに場合分けをして考える．

(i)のときはpにおいて，∇f = 0, ∆f ≤ 0とできるので，これを評価していくと，N

の断面曲率に関する仮定から c > 0 (cはρに依らない)が存在して，

f (x0) ≤ f (p) ≤ c
(
1 + ρ2

)α+6
4 .

これより，

|H (x0) |2 = u (x0) ≤
c (1 + ρ2)

α+6
4(

ρ2 − r (φ (x0))
2)2 −−−−−−→

ρ↗∞, α<2
0.

従って，H (x0) 6= 0に矛盾．
(ii)の場合は，上述した関数 fを修正することを考える．まず，Bρの中心 q0とφ(p)

を最短測地線で結び，測地線上において q′ /∈ C(q0)をとる．そして，q′を頂点とする
φ(p)の円錐形近傍U(q′)を考える．このとき，q′からのU(q′)上の距離関数を

r (φ (x)) := distU(q′) (φ (x) , q′) ,

と定義する．これを用いて fを次のように修正する．

f (x) :=
(
ρ2 − {r (q′) + r (φ (x))}2

)2

u (x) , x ∈ M ∩ φ−1 (U (q′)) .

簡単な議論により， {
f (p) = f (p) ≥ f (x) ≥ f (x) ,

q′ /∈ C (q0) ⇒ φ (p) /∈ C (q′) .

あとは (i)と全く同様の手法で矛盾を得ることができる．
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