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概要

本稿は研究集会「部分多様体論・湯沢 2013」での講演の要約である. 本稿では, 階数 2

の Grassmann多様体 Gr2+n
2 (K) (ただし, K = R, C, H) の等方表現から得られる球面内

の等質等径超曲面を定義する等径関数を, シンプレクティック線型空間 V (K) = Kn ⊕Kn

上のある Hamilton 作用の運動量写像の重みつきノルム 2 乗として表せることを説明

する.

1 球面内の等径超曲面

球面 Sn 内の等径超曲面とは, (Sn, ⟨ , ⟩) 上の等径関数 φ : Sn → R のレベル集合とし
て定義される余次元 1の部分多様体である. 球面 Sn 内の任意の等径超曲面に対して, そ

の等径関数は以下を満たす Rn+1 上の g 次斉次多項式関数 φ の Sn 上の制限として得ら

れることが知られている: ∥gradφ(P )∥2 = g2 ∥P∥2g−2
,

∆φ(P ) =
m2 −m1

2
g2 ∥P∥2 .

(1.1)

ここで, g は M の異なる主曲率の個数で, g ∈ {1, 2, 3, 4, 6} である. また, mi は主曲率を

λ1 < λ2 < · · · < λg としたときの λi (i = 1, 2) の重複度である. このような斉次多項式

を Cartan-Münzner多項式という.
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等径超曲面の基本的性質等については尾関-高木-竹内 [8] や宮岡 [6] 等を参照していた

だきたい. 4つの主曲率をもつ, 球面内の等径超曲面のうち, 現在知られているものは, 以

下に挙げる階数 2の対称空間の等方表現の主軌道として得られるものと, OT-FKM型等

径超曲面と呼ばれる, Clifford代数の表現から構成されるものである ([9], [2]):

(1) SO(2 + n)/SO(2)× SO(n),

(2) SU(2 + n)/S(U(2)×U(n)),

(3) SO(10)/U(5),

(4) E6/U(1)× Spin(10),

(5) Sp(2 + n)/Sp(2)× Sp(n),

(6) SO(5)× SO(5)/ SO(5).

このうち, (1), (2), (5)が階数 2の Grassmann多様体 (の等質空間表示) である.

我々は, 4つの主曲率をもつ, 球面内の等径超曲面と運動量写像の関係を調べている. 実

際, 4 つの主曲率をもつ, 球面内の等径超曲面と運動量写像の関係について, 階数 2 のコ

ンパクト Hermite 対称空間の等方表現の場合は講演者 ([3], [5]) によって, OT-FKM 型

の場合はスピン表現から得られる運動量写像との関係が宮岡礼子氏によって示されている

([7]). この両者が関係あれば, その関係を利用して球面内の等径超曲面の統一的かつ幾何

学的な方法による分類を行うことができるのではないかと期待している.

本稿の主定理は以下である:

主定理 (F. [4]). K = R, C, H に対して V (K) = Kn ⊕ Kn とし, 標準的なシンプレク

ティック形式 ω を入れる. このとき, Lie群 K := SO(2)×U(1,K)× SU(n,K) は V (K)

に Hamilton的に作用し, その運動量写像を µ : V (K) → k とすると, k 上の重みつきノル

ム ∥·∥a,b,c で, ∥µ∥2a,b,c が 4次 Cartan-Münzner多項式になるものが存在する.

2 運動量写像

本節では, 運動量写像の定義とその性質について簡単にまとめる. Hamilton 作用や運

動量写像に関する詳細なことは Audin [1] を参照していただきたい.

定義 2.1. 2n次元 C∞-多様体 M と, M 上の微分 2-形式 ω で, dω = 0 かつ ω∧n ̸= 0 な

るものの組 (M,ω) をシンプレクティック多様体といい, ω を M のシンプレクティック

形式という.
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定義 2.2. Lie群 K のシンプレクティック多様体 (M,ω) への作用がHamilton的であ

るとは, 以下を満たすことをいう:

(1) K-作用はシンプレクティック形式 ω を保つ,

(2) 運動量写像 µ : M → k∗ が存在する.

ただし, k∗ は K の Lie代数 k の線型空間としての双対空間である. ここで写像 µ : M →
k∗ が運動量写像であるとは,

(i) (dµ)P (Q)(ξ) = ωP (ξ̃P , Q) for P ∈ M , Q ∈ TPM , ξ ∈ k,

(ii) µ(a.P ) = a.µ(P ) for P ∈ M , a ∈ K

を満たすときをいう. ここで ξ̃ は以下で定義される M 上のベクトル場である:

M ∋ P
ξ̃7−→ d

dt
exp(tξ).P

∣∣∣∣
t=0

∈ TPM. (2.1)

運動量写像の性質 (ii)は, 運動量写像は K-同変写像であることを意味する.

シンプレクティック線型空間 R2n 上の線型 Hamilton作用の運動量写像は簡単に計算

できる:

命題 2.3. (R2n, ω) に Lie群 K が線型かつ Hamilton的に作用しているとする. このと

き, 以下で与えられる写像 µ : R2n → k∗ は K-作用の運動量写像である:

µ(v)(ξ) =
1

2
ω(ξ.v, v) for v ∈ R2n, ξ ∈ k. (2.2)

ただし, k は R2n に K-作用の微分表現を通じて作用するものとする.

3 主定理とその証明の概略

本節では, 主定理の詳細な主張を述べ, その証明の概略を与える.

K = R, C, H とし, Kn 上の Euclid内積 ⟨−,−⟩0 を

⟨x, y⟩0 := Re(txy) for x, y ∈ Kn (3.1)

で定める. また, V (K) := Kn ⊕Kn 上のシンプレクティック形式 ω を

ω((x1, x2), (y1, y2)) := ⟨x1, y2⟩0 − ⟨x2, y1⟩0 for (x1, x2), (y1, y2) ∈ V (K) (3.2)
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で定める. Lie群 K := SO(2)×U(1,K)×SU(n,K) の V (K) への作用を以下で定義する:

SO(2)× V (K) → V (K); (

(
a −b
b a

)
, (x1, x2)) 7→ (ax1 + bx2,−bx1 + ax1), (3.3)

U(1,K)× V (K) → V (K); (ξ, (x1, x2)) 7→ (ξx1, ξx2), (3.4)

SU(n,K)× V (K) → V (K); (A, (x1, x2)) 7→ (Ax1, Ax2). (3.5)

ここで, U(1,K), SU(n,K) はそれぞれ以下の通り:

U(n,K) =
{
X ∈ Mn(K)

∣∣ tXX = In

}
,

SU(n,K) =
{
X ∈ U(n,K)

∣∣ det(X) = 1
}
.

ただし, SU(n,H) = Sp(n) とする (K = H の場合, 行列式が意味をもたないため).

このとき, 次が主定理の詳細な主張である:

定理 3.1 (F. [4]).

(1) 上で定めた K-作用は Hamilton作用である.

(2) K-作用の運動量写像を µ = µ1+µ2+µ3 : V (K) → k = so(2)⊕u(1,K)⊕su(n,K)

とする. このとき, k 上の重み付き K–不変ノルム ∥ · ∥a,b,c で,

∥µ(P )∥2a,b,c := a ∥µ1(P )∥2so(2) + b ∥µ2(P )∥2u(1,K) + c ∥µ3(P )∥2su(n,K) (3.6)

が 4 次の Cartan–Münzner 多項式になるものが存在する. ただし, g = so(2),

u(1,K), su(n,K) に対して

⟨x, y⟩g := ReTr(tXY ) for X,Y ∈ g. (3.7)

証明の概略. K = R, C, H の各々に対して, 以下のステップを実行すればよい:

(1) K-作用の運動量写像 µi (i = 1, 2, 3) を計算する,

(2) µ の重みつきノルム 2乗 fa,b,c(x1, x2) := ∥µ(x1, x2)∥2a,b,c を計算する,

(3) ∥grad fa,b,c(x1, x2)∥2, ∆fa,b,c(x1, x2) を計算する,

(4) 上記の結果と Cartan-Münzner多項式の条件を比較する.

注意 3.2.

(1) a, b, c の値はそれぞれ以下の通り:

K R C H

(a, b, c) (−4, ∗, 16) (−4,
64(n+ 2)

n
,−16) (−4,−16,−16)
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ただし, K = R の場合, µ2(P ) = 0 となるので, b = ∗ とした.

(2) 定理 3.1 で得た Cartan-Münzner多項式は, 尾関-竹内 [10] で計算されているもの

と本質的には同じものである (違いは k∗ 上の K-不変内積の取り方と計算方法であ

る). また, K = R, C の場合の結果は論文 [3], [5]の結果に一致する.

(3) K = C, H の場合の K-作用はともに, 階数 2の Grassmann多様体

Gr2+n
2 (C) = SU(2+ n)/S(U(2)×U(n)), Gr2+n

2 (H) = Sp(2+ n)/Sp(2)× Sp(n)

の等方表現とは異なる群作用である.
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