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Euclide空間Rn+kの接束TRn+k ≃ Rn+k⊕Rn+kには, Rn+kからの標準的な内積が定まり,また,

(X,Y ) ∈ TpRn+k⊕TuRn+k for z = (p, u) ∈ Rn+k⊕Rn+kに対し,複素構造JをJ(X,Y ) = (−Y,X)

と定めることで, 自然に複素 Euclide空間 Cn+k と同一視することができる. 以下では常にこの同

一視のもと TRn+kをCn+kと見なす. Nnを Euclide空間Rn+k内の部分多様体とする. N の法束

νN := {(p, u) ∈ TRn+k; p ∈ N,u ⊥ TpN}が TRn+k 内の標準的なシンプレクティック形式 ωに

関してラグランジュ部分多様体になることはよく知られている. 本稿では, こうして得られるラグ

ランジュ部分多様体の外在的性質について得たいくつかの結果 (論文 [3])を紹介する.

1 Cn+k内の法束の極小性, H-極小性

LmをCm内の連結で向き付けられたラグランジュ部分多様体, すなわちω|L = 0かつ dimL = m

となる部分多様体とする. Lのラグランジュ角 θとは, S1値関数 θ : L → S1 = R/2πZであって

次の関係式により定義されるものを言う:

e
√
−1θ(p) = dz1 ∧ . . . ∧ dzm(e1, . . . , em)(p),

ここで, e1, . . . , emは接空間 TpLの正規直交底である. Lの平均曲率ベクトルをH とし, 平均曲率

形式 αH ∈ Ω1(L)を αH := ω(H, ·)|Lで定義する. このとき, 一般に次の等式が成り立つことが知

られている:

αH = −dθ.(1)

この等式から, 直ちに, LがCm内で極小であることは, θが定値関数であることと同値であること

が分かる. 今の場合, Lの極小性は Lがある phaseに関する特殊ラグランジュ部分多様体であるこ

とと同値であることに注意する ([1]). 特殊ラグランジュ部分多様体はホモロジー類内で体積最小

という顕著な性質を持つことが知られている. 一方, 極小部分多様体の一つの拡張概念として, ハ

ミルトン極小 (H-極小)性がある. これはあらゆるコンパクサポートをもつハミルトン変形 (ハミ

ルトンベクトル場により生成される無限小変形)のもとでの体積汎関数の停留値をとる部分多様体
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として特徴付けられ, Y.G.Oh[7]により導入された概念である. LがH-極小であるための必要十分

条件は δαH = 0を満たすことであり, (1)より∆θ = 0と同値である. 例えば, 標準的なトーラス

Tmや平行な平均曲率ベクトルを持つラグランジュ部分多様体は H-極小である. H-極小ラグラン

ジュ部分多様体は, ラグランジュ部分多様体のハミルトンイソトピー類内で「よい」代表元を与え

るものとして期待されているが, (特殊ラグランジュ部分多様体を含め) Cm内に多くの族が知られ

ているわけではない. 本稿の一つの目的は, 法束の構成法を用いて, Cm内に非コンパクトなH-極

小ラグランジュ部分多様体の新しい族を与えることである.

Nnを標準的な内積を持つ Euclide空間Rn+k内の部分多様体とする. N の法束として得られる

TRn+k ≃ Cn+k内のラグランジュ部分多様体 νN を考える. 計算により, νN のラグランジュ角は

次で与えられることが分かる:

θ(p, u) = −
n∑

i=1

Arctanκi(p, u) +
kπ

2
(mod 2π).(2)

ここで, {κi(p, u)}ni=1 は, N の法ベクトル u ∈ νpN に対する形作用素 Au の固有値である (特に,

uが単位法ベクトルのとき, それは N の u方向に関する主曲率と呼ばれる). この式から直ちに,

Harvey-Lawsonによる次の定理が従う:

定理 1 ([1], Theorem 3.11). Nnを Euclide空間Rn+k内の部分多様体とする. このとき, 法束 νN

が TRn+k ≃ Cn+k内のある phaseに関する特殊ラグランジュ部分多様体であるための必要十分条

件は, N が austere, すなわち, N の各単位法ベクトルに関する主曲率 {κi(p, u)}ni=1が −1倍に関

して不変になることである.

この意味で, Rn+k内の austere部分多様体の構成は興味深く重要な問題である. 一方, これをH-

極小性に対して拡張することを考えるのは自然である. (1), (2)より法束のH-極小性は, 次と同値

である:

∆θ̃ = 0, where θ̃(p, u) :=

n∑
i=1

arctanκi(p, u).(3)

まず, 次のことに注意しておく:

命題 1 ([3]). Nn を Rn+k 内の部分多様体とする. このとき, 法束 νN が TRn+k ≃ Cn+k 内で平

行な平均曲率ベクトルを持つならば, それは極小である. 従って, 次の 3つは同値である: (i) N は

austere, (ii) νN は極小, (iii) νN は平行な平均曲率ベクトルを持つ.

この意味で, 平行な平均曲率ベクトルを持つという意味での, 極小でないH-極小法束は存在しな

い. また, 二つの部分多様体のRiemann直積N1 ×N2 → Rn1+k1 ×Rn2+k2 の法束がH-極小である

ための必要十分条件は, 各Niの法束がH-極小になることである. 従って, H-極小性だけなら既約

なものを考えることが本質的である.



2 等径部分多様体上の法束のH-極小性

一般には, 形作用素の固有値に関する関係式 (3)を満たす部分多様体を特定するのは難しい. し

かし, 等径超曲面またはより一般に等径部分多様体が最も調べやすいクラスとして考えられる. こ

こで, Rn+k内の等径部分多様体とは, 次の条件を満たすものを言う:

(i) N 上の任意の区分的に滑らかな曲線 c(t)に沿った平行な法ベクトル場 u(t)に対して, 形作用

素Au(t)は一定の固有値を持つ.

(ii) N は平坦な法束を持つ. すなわち, R⊥ = 0.

(i)だけを満たす部分多様体は, 一定の主曲率を持つ部分多様体と呼ばれる. (ii)は形作用素が同

時対角化可能であることを意味する. 等径部分多様体は k = 1, 2のときは, それぞれ Rn+1および

Sn+1内の等径超曲面に一致する. k ≥ 3の場合は, Thorbergssonらの結果により, fullかつ既約な

ら, s-表現 (対称空間のイソトロピー表現)の主軌道として得られることが知られている. 論文 [3]

における主結果は次の定理である:

定理 2 ([3]). NをRn+k内の fullかつ既約な等径部分多様体とする. このとき,法束 νNがTRn+k ≃
Cn+k内のH-極小ラグランジュ部分多様体であるための必要十分条件は, N があるコンパクト単純

Lie群Gの g上への随伴表現による主軌道になることである.

特に, コンパクト半単純Lie群Gの随伴作用による主軌道の法束はH-極小ラグランジュ部分多様

体の族を与える. この主軌道N は複素旗多様体または C-spaceと呼ばれるものであり, N ≃ G/T

(T は極大トーラス)である. N はコンパクトであるから, austereにはなり得ず, νN は極小にはな

らない. また, この法束 νN は常に自明束, すなわち νN ≃ N × Rk (同相)であることが分かる.

以下, 定理 2の証明の概略を述べる. 等径部分多様体の余次元により場合を分けて議論する:

k = 1のとき: このときは, Rn+k内の等径超曲面であり, それは, (i) (アファイン)超平面, (ii) 球

面 Sn(r), r > 0, (iii) spherical cylinder Sm(r)× Rn−m, 0 < m < nのいずれかである. アファイ

ン平面は明らかに austereである. また, 既約で非自明なものは超球面である. この場合, (3)より

容易に次が示せる.

命題 2. 超球面 Sn(r) ⊂ Rn+1の法束が TRn+1 ≃ Cn+1内でH-極小であるための必要十分条件は,

n = 2となることである.

k = 2のとき: このときは, 本質的に Sn+1(1)内の等径超曲面である. 球面内の等径超曲面の分

類はまだ完了していないが, 現在知られている例には, 等質なものと非等質なものが存在する. 等

質なものは, Hsiang-Lawsonの結果により, 階数 2の対称空間の線形イソトロピー表現の主軌道で

与えられる. 一方, OT-FKM型等径超曲面と呼ばれる非等質なものを無数に含む族が存在するこ

とが知られている. いずれにしてもその主曲率に関して, 次のMünznerの結果が使える:



定理 3 ([6]). (i) N の Sn+1(1)内における相異なる主曲率を κi := cot θi (i = 1, . . . , g), その重複

度をmiとすると, 次が成り立つ:

θi = θ1 +
i− 1

g
π, for i = 1, . . . , g,

mi = mi+2, modulo g indexing.

(ii) 相異なる主曲率の個数は次のいずれかである: g = 1, 2, 3, 4, 6.

この結果を, (3)に適用することで, 次を示すことができる:

補題 1. Nn を Sn+1(1)内の等径超曲面とする. このとき, Rn+2 の部分多様体として, N の法束

νN が TRn+1 ≃ Cn+1内のH-極小 Lagrange部分多様体であるならば, N の Sn+1内における相異

なる主曲率の重複度はすべて 2である. 特に, N は等質である.

重複度がすべて 2である場合の等質性は, g ≤ 3の場合は E. Cartan, g = 4の場合は尾関-竹内

により示され, 残る g = 6の場合は宮岡により最近証明された [5].

より正確には, N は表 1のRiemann対称対 (U,K)のイソトロピー軌道のうち, いずれかと局所

的に合同である.

g (U,K) N ≃ K/K0 dim N N+ N−

1 (S1 × SO(4), SO(3)) S2 2 {pt} {pt}

2 (SO(4)× SO(4), SO(3)× SO(3)) S2 × S2 4 S2 S2

3 (SU(3)× SU(3), SU(3)) SU(3)/T 2 6 CP 2 CP 2

4 (SO(5)× SO(5), SO(5)) SO(5)/T 2 8 CP 3 Q3

6 (G2 ×G2, G2) G2/T
2 12 Q5 Q5

表 1: m = 2の球面内の等径超曲面. Qnは複素二次超曲面. N±は焦部分多様体を表す.

表 1に現れる等径超曲面の場合, g = 1, 2のときはイソトロピー表現が可約で, 既約表現になっ

ているのは, g ≥ 3の場合であり, それらは, Lie群Kの Lie環 kへの随伴表現の主軌道になってい

ることが観察される. 実際これらはH-極小法束を持つことが示される (定理 2).

s-表現の主軌道のとき. 補題 1と, Hsiang-Lawson, Thorbergssonらの結果により, あとは s-表

現の主軌道を調べればよい. (U,K)をコンパクト型の Riemann対称対とし, (u, σ)を対応する直

交対称 Lie代数, u = k+ pを標準分解とする. N を線形イソトロピー表現 Ad : K → SO(p)によ

る主軌道とする. pの極大可換部分空間 aをとり, aに関する制限ルート系をR, p上の適当な基底

のもとでの正のルート全体をR+とする. 制限ルート系に関する直交分解を

k = k0 +
∑
λ∈R+

kλ, p = a+
∑
λ∈R+

pλ



とする. このとき, 点 w ∈ pを通る主軌道N = Ad(K)w ⊂ pの接空間と法空間は,

TwN =
∑
λ∈R+

pλ, νwN = a

で与えられる. また, N の形作用素は,

Au(Xλ) = − λ(u)

λ(w)
Xλ, Xλ ∈ pλ and λ ∈ R+

を満たす (cf. [2], [9]). 特にここから, N が平坦な法束を持つことが分かる. 実際N は等径部分多

様体である. 今, mλ := dimpλとおき, λ ∈ R+に対する重複度と呼ぶ. 制限ルート系は一般には,

reduced (i.e., 二つのルート λ, µが λ = cµならば c = ±1)ではない. そこで,

r := {λ ∈ R; λ/2 ̸= R}, and r+ := r ∩R+

とおく. このとき, rは reducedなルート系である. また, λ ∈ r+に関して, lλ := mλ +m2λとお

く (もし, 2λ ̸∈ r+なら, m2λ = 0とする). このとき, ルート系に関する一般論を用いることで, 命

題 2および補題 1を次のように一般化することができる:

命題 3. N を s-表現の主軌道とする. このとき, νN が Tp ≃ Cn+k 内で H-極小ラグランジュ部分

多様体であるための必要十分条件は, すべての λ ∈ r+に対して lλ = 2となることである.

一方で, 次の II型対称空間の特徴付けが知られている:

命題 4 (cf. [4]). (u, σ)を効果的かつ既約なコンパクト型直交対称Lie代数とする. このとき, (u, σ)

の制限ルート系Rに対し, λ ∈ R+の重複度がすべて 2であることと, (u, σ)が II型の直交対称 Lie

代数に同型であることは同値である.

II型対称空間の線形イソトロピー表現は, 対応するコンパクト Lie群 Gの随伴表現に同値であ

る. このことと, 命題 3,4から定理 2を示すことができる.

3 課題

今回は, 等径部分多様体を考えたため, コンパクト半単純 Lie群の随伴表現の主軌道について定

理を示したが, 特異軌道も同様の性質を持つことが期待される. また, austereやこれらの主軌道以

外にも法束がH-極小になるものが厳密には存在する. 例えば, 球面内の等径超曲面の錐の法束を考

えることでそのような例が一般の次元に構成できる (cf. [3]). なお, 榊 [8]によれば, R3内の曲面で

H-極小法束を持つものは, 極小曲面 (austere), S2(r)および S1(1/
√
2)の錐のいずれかである. ま

た, 今回得た例のハミルトン安定性の解析も興味深い問題である.
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