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1 導入

Euclid空間に一般化されたPlateau問題の解は, 一般に特異点を許容する整カレントとして得ら
れる. 面積最小部分多様体の特異点が錐状特異点であるとき, 接モデルとなる接錐はまた面積最小
となる. 面積最小部分多様体の特異点の近傍の挙動を調べるためには, 面積最小錐の研究が基本的
になる. 本研究では面積非増加レトラクションを構成する方法によって, 球面に極小に埋め込まれ
た R空間上の錐の面積最小性について調べた. 本講演は首都大学東京の酒井高司氏との共同研究
に基づく.

Sn−1 ⊂ Rnを単位球面とし, Bを Sn−1のコンパクト部分多様体とする. このとき

CB = {tx ∈ Rn | 0 ≤ t, x ∈ B}

C1
B = {tx ∈ Rn | 0 ≤ t ≤ 1, x ∈ B}

と定義し, CB をB上の錐と呼ぶ. CB, C1
B はともに原点において唯一の孤立特異点を持つ.

定義 1 C1
B が, B を境界に持つ整カレントの中で面積最小であるとき, CB は面積最小であると

いう.

定義 2 可微分レトラクションΦ : Rn → CBが面積非増加であることを, 任意の x ∈ Rnにおいて,

Φの Jacobianが J(dΦ)x ≤ 1 となることで定義する.

次の命題が成り立つ.

命題 1 BをSn−1のコンパクト部分多様体とする. このとき, 面積非増加レトラクションΦ : Rn →
CB が存在するならば, CB は面積最小錐である.

2 面積非増加レトラクションと極小R空間上の錐の面積最小性

(G,K)をコンパクト型の対称対とし, M = G/KにG不変Riemann計量を一つ定めると, M は
対称空間となる. M の原点 oにおける接空間 ToM 内の超球面を Sとする. A ∈ Sを通る線型イソ
トロピー表現 (s表現)の軌道Ad(K)Aは Sの部分多様体になり, R空間と呼ばれる. s表現の軌道
空間はWeyl領域 Cの閉包 Cで表される. M の制限ルート系Rの基本系 F を, F = {λ1, . . . , λl}と
し, 部分集合∆ ⊂ F に対して, C∆ = {H ∈ C | ⟨λ,H⟩ > 0 (∀λ ∈ ∆) , ⟨µ,H⟩ = 0 (∀µ ∈ F \∆)}
と定める.

定理 1 ([2]) 空でない任意の部分集合∆ ⊂ F に対して, 唯一つA ∈ C∆ ∩Sが存在して, Ad(K)A

は Sの極小部分多様体になる.
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各∆ ⊂ F に対して得られる極小R空間上の錐に対して, 次の補題 1と定理 2によって錐へのレト
ラクションが構成される. 定理 2は, [1]で示されたレトラクションの構成定理の拡張である.

補題 1 ([1]) 任意の部分集合∆ ⊂ F について ϕ(C∆) ⊂ C∆ を満たすような写像 ϕ : C → Cに対し
て, 写像 Φ : m → m ; Φ(X) = Ad(k)ϕ(H)が矛盾なく定義される. ただし, k ∈ K, H ∈ Cであり,

X = Ad(k)H を満たす.

定理 2 A ∈ C に対して, ∆ = {α ∈ F | ⟨α,A⟩ > 0}と定める. C1級関数 f : C → R≥0 が

(1) 任意の t ≥ 0に対して, f(tA) = t

(2) ∆を含まない F の任意の部分集合∆′について, f |C∆′ = 0

を満たすとき, ϕ : C → R≥0 ·Aを, ϕ(x) = f(x)Aで定め, Φ : m → CAd(K)AをΦ(X) = Ad(k)ϕ(H)

と, 補題 1のように定める. この時, ΦはCAd(K)Aへの可微分レトラクションとなる. 更に, 任意の
x ∈ Cに対して, J(dΦ)x ≤ 1であれば, Φは面積非増加レトラクションになる.

このように構成されたレトラクションの Jacobianは以下のように計算される.

命題 2 任意の x ∈ Cに対して,

J(dΦ)x = ∥(gradf)x∥
∏

λ∈R+\R∆
+

(
⟨λ,A⟩
⟨λ, x⟩

f(x)

)m(λ)

ただし, m(λ)は正の制限ルート λ ∈ R+の重複度で, R∆
+ = {λ ∈ R+ | ⟨λ,A⟩ = 0}.

本研究では, 関数 f を具体的に与え, 定理 2によって構成されるΦの Jacobian J(dΦx)を評価す
ることにより, 対称R空間とは限らないいくつかの極小R空間上の錐の面積最小性を示した.

定理 3 階数 2の既約な対称空間の s表現の孤立軌道上の錐の中で面積最小となるものを決定した.

定理 4 対称空間 SU(10)/Sp(5) (A3型, m = 4) の s表現の A{λ1,λ3} を通る軌道上の錐は面積最
小である.

2つの極小 R空間Mi = Ad(Ki)Ai (i = 1, 2)を考える. ki = dimMiとし k = k1 + k2とおく.

このとき, M =
√

k1
k M1 ×

√
k2
k M2 は極小R空間になる.

定理 5 各 iに対して, 関数 fiと定理 2によって CMi への面積非増加レトラクションが構成され,

さらに, ∏
λ∈Ri+\R∆i

i+

(
⟨λ,Ai⟩
⟨λ, x⟩

fi(xi)

)m(λ)

≤ 1

が満たされるとする. このとき, k1 ≥ 3かつ k2 ≥ 3ならばM 上の錐CM への面積非増加レトラク
ションが構成される. したがって CM は面積最小である.
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