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リーマン多様体M がリーマン対称空間であるとは, M の各点 pに対して点対称とよば

れる対合的等長変換で pが孤立固定点となるものが存在することである. リーマン対称空

間M の対蹠集合とは, その集合の元同士は互いに点対称で固定される集合のことであり,

M の対蹠集合の位数の上限をM の 2-numberという. 2-numberを与える対蹠集合をM

の大対蹠集合という. 今回特殊直交群 SO(n)の 2-numberと大対蹠集合について考察し

たので紹介する.

定義 1. M をリーマン対称空間とし, sp を点 p ∈ M における点対称とする. M の部分

集合 Aが対蹠集合であるとは, 任意の 2点 a, b ∈ Aに対して sa(b) = bが成立することで

ある. M の対蹠集合の位数の上限を 2-numberといい ♯2M と表す. 2-numberは有限で

ある ([3]). 2-numberを与える対蹠集合をM の大対蹠集合という.

対蹠集合の概念は Chen-Nagano によって [1] で導入された. 一般に非コンパクト型

リーマン対称空間の 2-numberは 1であることが知られている.

例 1. Sn = {x ∈ Rn+1||x| = 1}の任意の点 xに対して, {x,−x}は Sn の大対蹠集合で

ある.

補題 1. Gをコンパクトリー群とする. Gの任意の対蹠集合 Aと任意の g ∈ Gに対して,

Lg(A), Rg(A), Ag(A)は Gの対蹠集合である. ここで Lg を g による Gの左移動, Rg を

g による Gの右移動, Ag を g による Gの内部自己同型写像とする.
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補題 2. Gをコンパクトリー群とする. Gの任意の対蹠集合 Aに対して, ある g ∈ Gが

存在して, Lg(A)は単位元を含む対蹠集合となる.

補題 3. Gをコンパクトリー群とし, Aを Gの単位元を含む対蹠集合とする.

(1)任意の a ∈ Aに対して, a = a−1 である.

(2) A の任意の 2つの元は互いに可換である.

補題 4. Gをコンパクトリー群とすると, Gの単位元を含む大対蹠集合は Gの可換部分

群である.

命題 1. ♯2SO(n) = 2n−1 である.

上の命題を証明する過程で次のことが証明できた.

命題 2. (1) X :=



±1

. . .

±1

 ∈ SO(n)

 は SO(n)の大対蹠集合である.

(2) SO(n)の任意の対蹠集合に対して, その対蹠集合を含む SO(n)の大対蹠集合が存在

する.

(3) SO(n)の単位元を含む任意の大対蹠集合は (1)の X と共役である.

この命題 2の類似はより一般に対称 R 空間と呼ばれるコンパクトリーマン対称空間で

成り立つことが知られている. 詳しくは [3]を参照して頂きたい.
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